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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES    CUBIQUES    GAUCHES   CONSIDÉRÉES    COMME    COURBES  UNICURSALES 

par  M.  Ch.  Michel,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Il  est  possible,  comme  pour  les  courbes  planes  unicursales,  de  délinir  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  d'une  courbe  gauche  unicursale  :  c'est  le  rapport  anharmonique  des  paramètres  de  ces 
quatre  points  dans  une  représentation  propre,  lequel  conserve  la  même  valeur,  quelle  que  soil  la  repré- 
sentation propre.  De  même,  il  est  possible  de  définir  le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  oscula- 
teurs  à  une  courbe  gauche  unicursale  :  c'est  le  rapport  anharmonique  des  paramètres  de  ces  quatre 
plans  dans  une  représentation  propre  tangentielle,  lequel  a  une  valeur  indépendante  de  la  représenta- 
tion propre  choisie.  En  particulier,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  osculateurs  est  égal  au 
rapport  anharmonique  de  leurs  points  de  contact. 

D'une  manière  générale,  les  définitions  que  j'ai  posées,  relativement  aux  courbes  unicursales 
planes,  au  début  de  mon  étude  Sia-  les  coniques  considérées  comme  courbes  unicursales  [Revue  du  mois  de 
février  1904),  s'étendent  sans  modification  aux  courbes  unicursales  gauches. 

2.  Cela  posé,  arrivons  aux  cubiques  gauches. 

Toute  cubique  gauche  indécomposable  est  une  courbe  unicursale.  En  effel,  tout  plan  passant  par 
deux  points  fixes  de  la  courbe  rencontre  celte  courbe  en  un  point  variable  et  un  seul.  11  s'ensuit  que  les 
coordonnées  de  ce  point  variable  sont  des  fonctions  rationnelles  du  paramètre  dont  dépend  le  plan  va- 
riable autour  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  Dxes.  Si,  en  outre,  le  paramètre  représente  propre- 
ment le  plan  autour  de  la  droite  fixe,  il  représente  proprement  aussi  le  point  variable  sur  la  cubique. 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  possible  de  définir  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  sur  une 
cubique  gauche.  C'est  en  particulier  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  qui  passent  par  une 
même  droite  quelconque  rencontrant  la  cubique  en  deux  points  distincts  ou  confondus  et  respective- 
ment par  les  quatre  points  donnés.  Il  en  résulte  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  qui 
passent  par  une  même  droite  variable  rencontrant  la  cubique  en  deux  points  et  respectivement  par 
quatre  points  fixes  de  la  courbe  est  constant  :  c'est  un  théorème  dû  à  Chastes,  qui  correspond  au  théo- 
rème de  Chasies  sur  les  coniques. 

Il  est  possible  d'ailleurs,  par  une  voie  géométrique,  de  déduire  le  théorème  relalif  aux  cubiques  du 
théorème  relatif  aux  coniques.  Soient  en  effet  quatre  points  M,,  M.,.  M3,  Mi  de  la  cubique,  deux  droites 
AB  et  A'B'  rencontrantla  cubique  en  A,  B  et  en  .V,  B'.  Il  s'agit  de  montrer  que  le  rapport  anharmonique 
AB(MiM.,MjM,)  est  égal  au  rapport  anharmonique  A'B'  v.M,M.,M3M,).  Considérons  pour  cela  la  droite  AA'. 
Le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  la  cubique  étant  du  second  degré,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Chasies  relatif  aux  coniques,  le  rapport  anharmonique  ABiM.MîMjWj)  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique A.V(MiM2M3M,).  Cela  posé,  le  cône  ayant  pour  sommet  A' et  pour  base  la  cubique  étant  aussi 
du  second  degré,  le  rapport  anharmonique  A'A(.\ii.\ljM3M.)  est  égal  au  rapport  anharmonique 
A'B'CMiM.jMsMt).  Donc,  finalement, 

AB(M,M..M3M4)  =  A'B'(M,M2M,MJ. 
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3  Soit  une  cubique  gauche  (C)  et  considérons  une  droite  (D)  la  rencontrant  en  deux  points  A  et  B 
que  nous  supposerons  d'abord  distincts.  Soient  0  un  point  fixe  de  la  cubique,  M  un  point  variable  de 
cette  courbe  et  jn  le  point  où  le  plan  passant  par  la  tangente  OT  en  0  à  la  courbe  et  le  point  M  rencontre 
la  droite  (D).  A  tout  point  M  de  la  cubique,  il  correspond  un  et  un  seul  point  m  de  la  droite,  et  inverse- 
ment. Le  paramètre  ).  qui  représente  proprement  le  point  m  sur  (D)  représente  proprement  aussi  le  point 
Msur(C). 

Soient  en  outre  deux  points  M'  et  M"  de  la  cubique  et  n  le  point  de  rencontre  du  plan  M.VI'.M'  avec  (D). 
Si  M'  et  M"  restent  fixes  et  si  M  varie  sur  (C),  le  rapport  anharmonique  de  quatre  positions  du  point  m 
est  égal  à  celui  des  quatre  positions  correspondantes  du  point  n.  Or,  quand  m  vient  en  A  ou  en  B, 
n  vient  aussi  en  A  ou  en  B.  Par  suite,  le  rapport  anharmonique  de  deux  positions  du  point  m  et  des 
deux  points  A  et  B  est  égal  à  celui  des  positions  correspondantes  du  point  n  et  des  points  A  et  B.  Si  a 
et  8  sont  les  paramètres  des  points  A  et  B  sur  la  droite  (D)  et  aussi  sur  la  cubique  (C),  et  si  ^j.  est  le 
paramètre  du  point  n,  on  voit  que  lorsque  le  plan  MM'M  "  tourne  autour  de  la  droite  fixe  M'M",  le  rapport 
anharmonique 


X  —  a 
reste  constant.  Posons,  d'une  manière  générale,     od')  =  — — ^  •    Le  rapport  anharmonique  précédent 

s'écrit  alors   '^     •   Si  X'  et  X"  désignent  les  paramètres  des  points  M'  et  M  "  sur  la  cubique  (C),  on  voit  que 
la  quantité 

?(^)?(^')?C'^") 


reste  invariable,  quand  le  plan  .M.M'M'  tourne  autour  de  la  droite  MM",  supposée  fixe. 

Je  dis  qu'elle  conserve  encore  la  même  valeur,  quand  le  plan  sécant  MM'M"  varie  d'une  façon  quel- 
conque. Soient  en eflet  .M,M;.M,'  une  autre  position  du  plan  sécant  et  îî,  le  point  de  rencontre  avec  (D). 
Menons  le  plan  M, M'M",  qui  coupe  (D)  en  n".  Les  deux  plans  .M.M'M"  et  M.M'.M"  passant  par  la  droite  M'W, 
on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

o(X)o(X')ç(X")   ^     'p(Xi)?t'X')y(X'") 

Menons  ensuite  le  plan  M.M.M"  qui  coupe  (D)  en  n".  Les  deux  plans  .M, M'M"  et  M,M1M'  passent 
tous  deux  par  la  droite  M, M"  ;  on  a  donc 

o(XOo(X')?(X")   ^  y(X.)?(X'.)?(X") 

?(k')  ?(i^") 

Mais  les  deux  plans  M,M',M'  et  M,M;M';  passent  tous  deux  par  la  droite  M, M',  ;  on  a  donc 
o(X,)^.(X;)y(X")   _  y(Xi)y(X;)a)(Xr) 

On  a,  par  suite,  par  comparaison, 

■.p(X)o(X').^(X"')  ^  o(X.)^(x;)o(X';) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Soit  'j>  le  point  où  le  plan  osculateur  en  0  à  la  cubique  (C)  rencontre  (D),  et  désignons  par  y  le 
paramètre  commun  des  points  0  et  u).   On  a  la  relation 

<f(X)^(X>(X"') 


ce  qui  peut  s  écrire 


=  [?W]^ 


y(X)      o(X')      <p(X")   ^    y(HL) 
?(y)     ?(y)     ?(ï)  «■(!) 
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Or,  -^y-!-  est   le  rapport  anharmonique  des  quatre  points   M,  0,  A.  B   sur  la   cubique    (C;,     '^" 

est  celui  des  quatre  points  ??,  to,  A,  B  sur  la  droite  (D).  D'une  manière  générale,  désignons  par  R  le 
rapport  anharmonique  (M,  0,  A,  B»  et  par  r  le  rapport  anharmonique  (h,  o,  A,  B).  La  relation  précédente 
prend  une  forme  indépendante  des  représentations  paramétriques  choisies  sur  la  cubique  et  sur  la 
droite, 

RRR  =  r. 
C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois  points  M,   M'  et   M"  de  (C)  et  un  point  n  de  la 
droite  (D)  soient  dans  un  même  plan. 

4.  Soient  six  points  Mi,  M2,  M3,  M*,  M5,  Me  de  la  cubique  (C).  Je  dis  d'abord  que  les  quadriques  qui 
passent  par  ces  six  points  rencontrent  la  droite  (D;  en  des  couples  de  points  d'une  même  involution,  qui 
<^ontient  le  couple  des  points  A.  et  B.  Soient  en  effet  deux  points  quelconques  P  et  Q  de  l'espace.  Les 
quadriques  qui  passent  par  les  six  points  M  et  les  deux  points  P  et  (J  forment  un  faisceau  ponctuel 
linéaire  et.  par  suite,  par  application  du  théorème  de  Desargues,  rencontrent  la  droite  (Dj  en  des  couples 
de  points  d'une  même  involution.  Je  dis  que  cette  involution  est  indépendante  des  points  P  et  Q. 
D'abord,  elle  contient  le  couple  des  points  A  et  B  ;  en  effet,  celle  des  quadriques  du  faisceau  linéaire 
qui  passe  par  le  point  A,  ayant  sept  points  communs  avec  la  cubique  (C),  la  contient  tout  entière  et 
passe  par  suite  par  le  point  B.  Cela  posé,  soient  P'  et  Q'  deux  autres  points  de  l'espace.  Parmi  les  qua- 
driques qui  passent  par  les  points  M  et  les  points  P  et  Q,  il  en  est  une  qui  passe  par  P'.  Par  suite, 
l'involution  déterminée  sur  la  droite  (D)  par  les  quadriques  qui  passent  par  les  points  M  et  les  pomts 
P  et  Q  est  la  même  que  celle  que  déterminent  sur  cette  droite  les  quadriques  qui  passentpar  les  points 
M  et  les  points  P'  et  Q,  puisque  ces  deux  involutions  ont  deux  couples  de  points  communs,  savoir  le 
couple  (A,  B)  et  le  couple  des  points  de  rencontre  (D)  avec  la  quadrique  qui  passe  par  les  six  points  M 
et  les  points  P,  P,  Q.  L'involution  précédemment  définie  ne  change  donc  pas  quand  on  remplace  les 
points  P  et  Q  par  les  points  P'  et  Q.  Pour  la  même  raison,  elle  ne  change  pas  quand  on  remplace  les 
points  P'  et  Q  par  les  points  P'  et  Q'.  Donc,  elle  est  indépendante  des  points  P  et  Q  arbitrairement 
choisis  dans  l'espace,  et  le  théorème  est  démontré. 

Celaposé,  considérons  une  qu  lirique  quelconque  rencontrant  la  cubique  [C)  aux  six  points  M,,  Mj, 
....jMe  et  la  droite  (D)  aux  deux  points  n  et  n.  Désignons  par  h,.,  le  point  de  rencontre  avec  (D)  du 
plan  MiMîMj,  par  /ujo  le  point  de  rencontre  avec  (D)  du  plan  MiMjMs.  D'après  ce  qui  précède,  les  trois 
couples  de  points  (A,  B),  (n,  n)  et  (h, .3,  n.;g)  sont  en  involution.  Donc  (voir  Ctie  leçon  sur  l'involution. 
Revue,  décembre  1903),  on  a 

r,^,   Tj.^  =:  /•/■'. 

Mais,  en  vertu  d'une  relation  précédemment  établie, 

'■,.•:  =  R1R2H3,  r.„-  =  RiR.Rg. 

Par  suite,  on  a 

n"  =  RiRjR^RtRiRc. 
C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  sir  points  de  la  cubique  (C)   et  deux  points  de  la 
droite  (D)  soient  sur  une  même  quadrique. 

5.  Voici  des  applications  de  la  relation  qui  existe  entre  les  points  de  rencontre  de  la  cubique  (C)  et 
de  la  droite  D  avec  un  plan  variable. 

1°  Supposons  que  le  plan  sécant  varie  enpassantpar  un  point  fixe  y[  de  la  cubique  (C)etpar  un  point 
lixe  n  de  la  droite  ^Di.  La  droite  M«  est  une  droite  quelconque  rencontrant  la  cubique,  car,  par  tout 
point  de  l'espace,  il  passe,  comme  on  sait,  une  droite  s'appuyant  en  deux  points  sur  la  cubique.  Si 
M'  et  M"  sont  les  points  de  rencontre  variables  du  plan  avec  la  cubique,  le  produit  R'R",  qui  est  é^al  à 

— .    est  constant.  Autrement  dit,  le  couple  despoints  M'  et  M    ^voir  rne/eçon  sur /'ini'o/»/i'on)variesur  la 
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cubique  dans  une  même  involulion.  Ainsi,  un  playi  variable  pas^aiU  par  une  droite  fixe  s'appuyanl  en  un 
point  sur  la  cubique  (G)  rencontre  la  cubique  en  un  couple  de  points  variant  en  involulion.  Par  suite,  il  est 
possible  de  mener  par  cette  droite  deux  plans  tangents  à  la  cubique. 

2°  Supposons  que  le  plan  sécant  varie  en  passant  par  un  point  lixe  n  de  la  droite  (D),  lequel  est  un 
point  quelconque  de  l'espace.  Soit  ?  le  rapport  anharmonique  (P,  0,  A,  B)  du  point  de  contact  P  d'un 
plan  osculaleur  à  la  cubique  (C)  mené  par  le  point  n  de  la  droite  (D)  ;  si  ;•  est  le  rapport  anharmonique 
(n.  <«,  A,  B).  on  a  l'égalité 

qui  est  du  troisième  degré  en  c  et  admet  trois  racines  p,  p'  et  p".  Ce  sont  les  rapports  anharnioniques  qui 
correspondent  aux  points  de  contact  P,  P'  et  P"  de  trois  plans  osculateurs  menés  du  point  n  à  la  cubique. 
On  a  la  relation 

O'j'p"  ^=   ?•, 

ce  qui  montre  que  le  plan  PP'P'  passe  par  le  pojnt  n.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant,  dû  à  Ghasles  : 

Par  tout  point  de  l'espace,  on  peut  mener  trois  plans  osculateurs  à  une  cubique  gauche,  et  les  trois 
points  de  contact  de  ces  plans  sont  dans  un  même  plan  avec  le  point  donné. 

Ce  théorème  fait  apparaître  le  caractère  dualistique  des  propriétés  des  cubiques  gauches.  Ainsi, 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  oit  quatre  plans  osculateurs  sont  rencontrés  par  une  droite  d'in- 
tersection de  deux  plans  osculateurs  variables  est  indépendant  de  cette  droite.  C'est  le  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  plans  osculateurs  donnés,  lequel  est  d'ailleurs  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  de  contact.  En  particulier,  on  peut  supposer  que  la  droite  sécante  soit  une  tangente  varia- 
ble à  la  courbe. 

Nous  ne  développerons  pas  les  conséquences  de  ce  théorème. 

6.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  essentiellement  que  la  droite  (D)  s'appuie  sur  la 
cubique  en  deux  points  distincts.  Supposons  maintenant  que  la  droite  (D)  soit  tangente  à  la  cubique  (G) 
en  un  point  A. 

Soient  encore  0  un  point  fixe  de  la  cubique,  M  un  point  variable  de  celte  courbe  et  m  le  point  où 
le  plan  passant  par  la  tangente  OT  en  0  à  la  courbe  et  le  point  M  rencontre  la  droite  (D).  A  tout  point 
M  de  la  cubique  il  correspond  un  et  un  seul  point  m  de  la  droite,  et  inversement.  Le  paramètre  >■  qui 
représente  proprement  m  sur  (D)  représente  proprement  aussi  le  point  M  sur  (G). 

Soient  en  outre  deux  points  M'  et  M"  de  la  cubique  et  n  le  point  de  rencontre  du  plan  MM'M"  avec 
la  droite  (D).  Si  M'  et  .M"  restent  fixes  et  si  M  varie  sur  (G),  le  rapport  anharmonique  de  quatre  positions 
du  point  m  est  égal  à  celui  des  quatre  positions  correspondantes  du  point  n.  La  correspondance  entre 
les  points  m  et  n  sur  la  droite  (D)  est  homographique.  Or,  pour  que  m  coïncide  avec  n,  il  faut  et  il  suflit 
qu'il  coïncide  avec  A.  Par  suite,  la  correspondance  homographique  a  ses  deux  points  doubles  confondus 
en  A.  Soient  a,  X  et  ij.  les  paramètres  sur  (D)  des  points  A.  m  et  ».  .4  priori,  la  relation  entre  X  et  t*  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

A(X  —  a)(iJi  -  a)  -t-  B(X  _  a)  -+-  G(lJi  —  a)  +  D  =  0. 

Par  suite,  l'équation  aux  paramètres  0  des  points  doubles  de  l'homographie  est 
A(0  —  olY  h-  (B  +  C)(0  —  a)  -4-  D  =  0. 

Pour  que  cette  équation  ait  ses  deux  racines  égales  à  a,  il  faut  et  il  suflit  que  l'on  ait 

1}  -)-  G  =  0,  D  =  0  ; 

par  suite,  la  relation  entre  X  et  (x  s'écrit 

A(X  —  (i)((Ji  -  «)  H-  B(X  -  i)  —  B(,u  —  x)-  0, 
et,  en  divisant  les  deux  membres  par    X  —  a    et     ,u  — a,     on  voit  que,  lor.«que  m  et  >i  varient  sur  (D), 
aulromeiil  dit,  lorsque  le  plan  sécant  MM'M"  tourne  autour  de  la  droite  (ixe  M'M',  la  quantité 

_j 1_ 

X  —  a  u  —  a 
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reste  constante.  Posons,  d'une  manière  générale, 

■l(x)  =  — 


La  quantité  précédente  s'écrit  'hQ.)  —  Mf')-  Si  À'  et  X"  désignent  les  paramètres  des  points  M'  et 
M"  sur  la  cubique   (C),   on  voit  que  la  quantité 

.^(X)  +  .i,(X')+J,(X"')-<!;([x) 

reste  invariable,  quand  le  plan  MMM'  tourne  autour  de  la  droite  M'M',  supposée  fixe. 

Je  dis  qu'elle  conserve  encore  la  même  valeur,  quand  le  plan  sécant  MM'.M'  varie  d'une  façon  quel- 
conque. Soient  en  effet  MiM|M'|  une  autre  position  du  plan  sécant  et  n,  le  point  de  rencontre  avec  (D). 
Menons  le  plan  M.M'M"  qui  coupe  (D)  en  n'.  Les  deux  plans  .MM'xM'  et  MiM'M'  passant  par  la  droite  M'M', 
on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

,1(1)  +  j,(À')  -t-  ^(X") -  .K;a)  =  ^(/,)  -h  J-(X')  +  ;(X")  -  .hi-/). 

Menons  ensuite  le  plan  M,MiM"  qui  coupe  (D)  en  n".  Les  deux  plans  M, M'M  et  MiMjM"  passent 
tous  deux  par  la  droite   MiM  "  ;  on  a  donc 

■>;).,) -H •MÀ')+  ^(X")  -^(ii')  =  ^(X.)  -h  'Kx;)  H-  .i(X')  -  .^.a '). 

Mais  le>  deux  plans  MiMjM"  et  MjM.'M'J  passent  tous  deus  par  la  droite  M, M',  ;  on  a  donc 
On  a,  par  suite,  par  comparaison 

^(•x)  -I-  ■i{i')  -+■  6(X")-  -{-(.a)  =  i(X,)+ 'Mx;)  ^-^ix';)  -'K^), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Désignons  par  C  la  valeur  constante  de  l'expression  précédente,  C  dépendant  de  la  représentation 
paramétrique  de  la  droite  (D)  et  de  la  cubique  (C).  On  a  ainsi  la  relation 
1        ^         1 ^_J î_  =  c 

X  —  a  X'  —  a  X  "  —  a  a  —  a 

Si  »  est  infini,  on  a  une  relation  de  la  forme 

X  4-  X'  -+-  X"  —  !JL  =  constante. 
7.  1°  Par  application,  cherchons  à  mener  par    n  un  plan  osculateur  à  la  cubique,  autre  que  le  plan 
osculateur  en  A.    Si   •;  est  le  paramètre  du  point  P  de  contact,  on  a  la  relation 

^ L_^c. 

V  —  '^         f^  —  ^ 
qui  est  du  premier  degré  en    •;•    Du  point   n  sur  (Di,   on  peut  mener  par  conséquent  un  et  un  seul  plan 
osculateur  à  la  cubique  autre  que  le  plan  osculateur  en  A.  En  réalité,  le  point  ti    étant  sur  la  dévelop- 
pable  qui  admet  la  cubique  comme  arête  de  rebroussement,  de  ce  point  on  peut  mener  trois  plans  oscu- 
laleurs  à  la  cubique,  dont  deux  sont  confondus  avec  le  plan  osculateur  en   A. 

2°  Etant  donné  un  plan  rencontrant  la  cubique  (C)  aux  points  M,  M',  Mi  de  paramètres  X,  X',  X"  et  la 
droite  (D)  au  point  n  de  paramètre  ;jl,  si  y  est  le  paramètre  du  point  P  de  contact  du  pian  osculateur 
qui  passe  par  n,  autre  que  celui  qui  a  son  contact  en   A,    on  voit  qu'on  a  la  relation 

1  1  I  a 

^ -♦- H— ^ = 

> a  /  —  2  A    —  a  Y  —  a 

Cette  relation  est  susceptible  dune  interprétation  géométrique.  Il  est  possible  d'appliquer  aux 
courbes  gauches  unicursales  la  notion,  que  j'ai  introduite  dans  une  étude  déjà  rappelée  {Sur  les  coniques 
considérées  comme  courbes  unicursales.  Revue,  ma.rs  l^Oi),  de  pôle  harmonique  d'un  point  de  la  courbe 
par  rapport  à  un  système  de  points  de  cette  courbe.  Grâce  à  ce  théorème,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  pôle  harmonique  du  point  A  par  rapport  au  système  des  trois  points  où  un  plan  sécant  rencontre 
la  cubique  (G)  est  le  point  tel  que  le  plan  osculateur  en  ce  point  à  la  cubique  passe  par  le  point  où  le  plan 
sécant  rencontre  la  tangente  en  A. 

3"  Soit  un  plan  sécant  rencontrant  (C)  aux  points  M,  M',  .\i"  et  la  tangente  (D)  en  n.   Les  plans  oscula- 
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leurs  à  la  cubique  aux  points  M,  M',  M"  rencontrent  la  droite  (D)  aux  points  p,  p',  p",  de  paramètres    v, 
v',  v".  On  a  d'abord  la  relation 

111  1  „ 

-T h-Tj-. r-^, = hC; 

A  —  a  A   —  a  A   —  a  ;ji  —  a 

puis  on  a 

^  =  -^-.c,        .^.-i_  +  c,         _1_  =  -J_^c. 

A  —  a  V  —  a  t.  —  a  v  —  a  A   —  a  ■/    — z. 

Par  addition  de  ces  trois  relations  membre  à  membre,  et  après  comparaison  de  la  relation  obtenue 
avec  la  première,  on  obtient  la  relation 

1  •  1        _        3 

•I  —  a  •/  —  a  •/"  —  a  ;jl  —  y. 

Cette  relation  exprime  que 

Le  point  n  est  le  pôle  hannonique  du  point  A  sur  la  droite  (Dj  par  rapport  au  sijstcme  des  points 
p,p'etp"  situés  sur  cette  droite. 

En  particulier,  supposons  que  le  point  A  soit  un  point  à  Tinfini.  Le  théorème  devient  le  suivant  : 

Le  point  de  rencontre  d'un  plan  avec  une  asymptote  de  la  cubique  est  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  de  rencontre  avec  l'asymptote  des  plans  osculateurs  à  la  courbe  aux  points  de  rencontre  de  la 
courbe  avec  le  plan . 

A°  Nous  pouvons  exprimer  d'une  autre  façon  le  résultat  démontré  au  paragraphe  précédent.  Remar- 
quons qu'en  généralisant  les  définitions  que  j'ai  posées  dans  mon  étude  sur  les  coniques,  si  P  est  sur 
la  cubique  (C),  le  pôle  harmonique  du  point  A  de  la  courbe  par  rapport  aux  points  M,  M',  M"  de  cette 
courbe,  le  plan  qui  passe  par  une  droite  (i)  s'appuyant  en  deux  points  distincts  ou  confondus  sur  la 
cubique  (C)  et  par  le  point  P  est  le  plan  polaire  harmonique  du  plan  qui  passe  par  (a)  et  A  par  rapport 
aux  plans  qui  passent  par(i)  et  respectivement  par  M,  M',  M".  En  particulier,  prenons  comme  droite  (i) 
la  tangente  en  A  ;  le  plan  qui  passe  par  (A)  et  A  devient  le  plan  osculateur  en  A  à  la  cubique.  Par  suite, 
le  plan  qui  passe  par  P  et  par  la  tangente  en  A  est  polaire  harmonique  du  plan  osculateur  en  A  par 
rapport  aux  plans  qui  passent  par  la  tangente  en  A  et  respectivement  par  M,  M',  M". 

Prenons  la  propriété  corrélative  et  pour  cela  introduisons  la  notion  de  plan  osculateur  polaire  har- 
monique d'un  plan  osculateur  par  rapport  à  un  système  de  plans  osculateurs  à  une  courbe  gauche  uni- 
cursalc.  Cette  notion  est  une  généralisation  immédiate  et  sur  laquelle  il  est  inutile  d'insister  de  celle  de 
tangente  polaire  harmonique  d'une  tangente  par  rapport  à  un  système  de  tangentes  à  une  courbe  unicur- 
sale  plane.  Grâce  ii  cette  notion,  on  voit  que  le  pùle  harmonique  du  point  .\  par  rapport  aux  points 
d'intersection  avec  la  tangente  en  A  des  plans  osculateurs  à  la  cubique  aux  points  M,  M',  M''  est  le  point 
de  rencontre  avec  la  tangente  en  A  du  plan  oscuialeur  polaire  harmonique  du  plan  osculateur  en  .\ 
par  rapport  au  système  des  plans  osculateurs  en  M,  M',  M".  Si  on  compare  ce  résultat  avec  le  résultat 
obtenu  au  paragraphe  précédent,  on  reconnaît  que  ce  dernier  résultat  revient  à  celui-ci  :  .S';'  P  est  le 
pâle  harmonique  de  A  par  rapport  aux  points  M,  M',  M",  le  plan  osculateur  en  P  est  polaire  harmonique 
du  plan  osculateur  en  A  par  i-apport aux  platis  osculateurs  en  M,  M',  M'.  Nous  démontrons  ainsi,  dans 
le  cas  des  cubiques  gauches,d'une  façon  particulière,  un  résultat  qui  s'appliciup  aux  courbes  unicursales 
gauches  d'un  degré  quelconque. 

0°  Les  propriétés  précédentes  admettent  des  propriétés  corrélatives.  J'énoncerai  seulement  la  sui- 
vante : 

Les  plans  osculateurs  en  M,  .M',  .M'  se  coupenten  un  point  I  (|ui,  nous  l'avons  vu,  estsitué  dans  leplan 
MM'M".  Le  pôle  harmonique  P  de  A  par  rapport  à  M,  M',  M'  est  à  l'intersection  de  la  cubique  avec  le  plan 
qui  pane  par  la  tangente  en  A  et  le  point    I . 

8.  Pruposoiis-nous  de  même  de  trouver  ce  que  devient  la  relation  entre  les  points  de  rencontre 
d'une   ipiadrique  avec  la  cubique   (C)  et  la  droite  (D),  quand  celle  droite  est  tangente  à  la  cubique  en  A. 
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Nous  avons  d'abord  le  théorème  suivant,  cas  particulier  d'un  théorème  précédemment  démontré  : 
Les  (juadriqiies  qui  pnsseitl  par  six  points  d'une  cubique  renrontrenl  une  ianyenle   (Dj  à  la  courbe  en 
des  couples  de  points  d'une  même  involutioii,  et  le  point  de  contact   delà   tangente  est  un  point  double  de 
cette  involiition. 

Cela  posé,  soit  une  quadrique  (Q)  rencontrant  la  cubique  en  six  points  variables  M,,  ...jM^  et  la 
droite  (D)  aux  deux  points  n  et  n.  Désignons  par  nu,  le  point  de  rencontre  avec  (D)  du  plan  M1M3M3, 
par  «456  le  point  de  rencontre  avec  (D)  du  plan  M^M^M^.  Les  deux  couples  de  points  (n,  n')  et  (71123,  n^^i) 
déterminent  une  involution  dont  un  point  double  est  A.  Donc  (voir  Une  leçon  sur  l'invohition),  on  a 

1111 

h 


D'après  cela, 
i  11111 


[ji  —  -j.  jj.'  —  I  X,  —  a         X-2  —  a 


1 

- 

1 

>'3  — 

a 

Î^123  ~ 

-a 

-+-   r 

1 

1 

-  +  -T- 

1 

1  1 


'■4  —  ï  h  —  '^  '-(.  —  ^  (^456—  » 

=  2C. 
Telle  est  la  nouvelle  relation  cherchée. 

Soient  y  et  ■/  les  paramètres  des  points  de  contact  Q  et  Q'  des  plans  osculateurs  menés  à  la  cubique 
des  points  n  et  n'.  On  a 


-j._a  ,x—-j.  ■:    —X  ^   - 

par  suite,  la  relation  précédente  devient 

1  1  3  3 


/i  —  a  '1.  —  ^  ï  ^  ^  ï    —  ^ 

Désignons  par  P  le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  aux  points  Q  et  U    et  par  0  son 

paramètre.  On  a 

1      ^      I       _      2 

V  —  a  y'  —  2  0  — \ 

Donc,  finalement,  la  relation  devient 

11  1  fi 


X|  —  2  Xj  —  a     '  Xj  —  a  6  —  a 

On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Le  pôle  harmonique  du  point  A  par  rapport  au  système  des  points  de  rencontre  de  la  quadrique  Q 
avec  la  cubique  n'est  autre  que  le  conjugué  harvionique  de  ce  point  par  rapport  aux  deux  points  de  contact 
des  plans  osculateurs  menés  A  la  cubique  par  les  points  de  rencontre  de  la  quadrique  Q  avec  la  tangente 
en  A. 

Les  plans  osculateurs  aux  points    M,,  Mo,  ...,  M^    renconlrenl  la  tangente  en    A    aux  points    p,, 

On  a  la  relation 

I  1  i 


. ..,  ps,  aepc 

iranj 

leire 

s   V,,  v_,,   ....  vg 
1 

X.-a      ' 

Mais  on  a 

3 

1 

X|  — • 

a             V,  —  a 

On  a  par  sui 

te 

2C 


(^ 


r  3  1  „ 

G,  ■•■,  ^; =     --hC. 

Afi  —  a  vb  —  a 


3 


Si  on  désigne  par   q    le  point  oii  le  plan  osculateur  en    P    rencontre  la  tangente  en     A    et   par  3 
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son  paramètre,  on  a 


et  par  suite 


—  1  y— ï  [X  —  a 


«  ^  *  2C, 


6  —  a  [Ji  —  2  jji'  —  a 

6  2 


Donc, 


6  —  a  0  —  a 

1  1  2 


2C. 


ce  qui  montre  que /e  poi'nf   q  est  conjugué  harmonique  du  point   A  par  rapport  aux  poinU   n  et  n.    Oa 
a  en  outre 

1  1  6 


•  a  0 


ce  qui  exprime  que 

Le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  aux  deux  points  où  la  quadrique  (Q)  rencontre  la 
tangente  en  A  est  le  pôle  harmonique  du  point  A  par  rapport  au  système  d-'s  points  de  rencontre  avec 
cette  droite  des  plans  osculateurs  aux  points  oit  la  quadrique  rencontre  la  cubique. 

En  particulier,  supposons  que  le  point  A  soit  un  point  à  l'infini  de  la  cubique.  On  a  le  résultat 
suivant  : 

Le  milieu  des  points  de  rencontre  d'une  quadrique  avec  une  asymptote  de  la  cubique  est  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  rencontre  de  cette  asymptote  avec  les  plans  osculateurs  aux  points  où.  la 
cubique  rencontre  la  quadrique. 

Les  théorèmes  précédents  admettent  des  théorèmes  corrélatifs  que  je  me  contente  de  signaler. 
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1361.   —  Soient    l,  j,j-    les  trois  racines  de  l'équation     j'  —  1  ^  0. 
Former  une  fraction  rationnelle 

r-"  —  1 
dans  laquelle     .\(x)    désigne  un  polynôme  enti'^r  du   quatrième  degré  qui  s'annule  pour     j-  ^  0    et  pour 

%  7.  ^ 

x=  —  I,   et  tel  que  la  fraction    R(.r)   ait  pour  narlie   fractionnaire    ;-  -h  ^ -i r--    et   en 

•  '  I  .1—1  j:  —  )         X  — j- 

outre  que  ait  pour  limite  3  quand   x    devient  infini. 

Calculer  alors  l'intégrale  f  \{(x]dx 

et  la  dérivée  n'  de   R(x). 

Donner  ensuite  les  développements  de   R(xj   en  séries  ordonnées,  l'une  par  rapport   aux  puissances 
croissantes  de  x,  l'autre  par  rapport  aux  puissances  décroissantes. 

On  sait  que  si     a,li,c,...,l     désignent  les  racines  de  réquation  entière    /"(.r)  =  0,    on    a    l'iden- 
tité 
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A*-)  _      I       .       »    ^ 


f(x)  X  —  a  X  —  b  X —  / 
par  conséquent 

1                1  1  3r2 

X—i           X J  X  — j-  x' 1 

a                    a  ^  3aX'" 

et 


1        X — 7         X — j-         x' — 1 
D'autre  part,  le  quolient  de    A(a.')    par    x(j-^  — 1)    doit  avoir  3  pour  limite  quand  j;  devient  infini  ; 
la  partie  entière  du  quotient  de    A(.r)  par  (x'-> -- l)  est  donc    3..ï -t- ?   et  l'on  a  identiquement 

Mx)       _^^_    ,      3..^ 


.r'  —  1    —         ^        x'-i 

Mais  pour    x  =  0,  X    est  nul;  donc     fl  =  U.     Pour    x—~i,     A  est  encore  nul  ;  donc    a  =  —  2, 

et  l'on  a  définitivement  les  deux  identités 

A{x)  =  3<x=—  1)  —  6ar^ 

6x^ 

H,x)  =  3x -• 

x'  —  1 

L'intégrale  de    B(x)dx    est  alors  immédiate  ;  si  l'on  remarque  que  iix-  est  le  double  de  la  dérivée 

de    ic' — 1,   on  a  de  suite 

fïi(x)dx  =  ~  —  2Ux'^-l)-hC. 

La  dérivée    n''  s'obtient  sans  peine  en  partant  de  la  forme 

2  2  2 

R{x)  ^  Sx — ; r 7-  ■ 

^   '  X  —  1         x^j         X  —  f  ' 

lie  a  pour  expression 

ri  1,11 

]\}"{X)  =  (—  l)"+'2.  »   ! -— -  + r-—   -+-  L :;^— ^      . 

En  réunissant  ensemble  les  deux  termes  imaginaires,  qui   sont  imaginaires  conjugués,  nous  avons 
l'expression 

r          \                 (x—  y-)"-*-'  -+■  (x  —  j)"+'  1 
R"(x)  =  (-l)"+'2.n:    T—rr-^-^ T"^ T^ • 

Celle-ci  est  mise  sous  forme  réelle  et  il  suffit  de  développer  le  numérateur  de  la  seconde  fraction 
pour  faire  disparaître  l'imaginaire.  11  est  plus  simple  d'ailleurs  de  développer  la  somme  totale 

(x—  1)"+'  +  [x  —  i)"+'  -H  (x -/)"+'; 
les  seuls  termes  qui  restent  sont  ceux  qui  ont  pour  rangs   1,  4,  7,  . . .,  de  3  en  3;  les  autres  contiennent 
1  -{-j  -t-j-    en  facteur  et  sont  nuls.  Nous  avons  donc 

(x— j)"+'  -I-  (X  -/-)"+'  =  3(x"-+  '-  C„iiX"--  +  C„:,x"-=  —•■■)  —  (X  —  1)"+'. 
Quant  au  développement  en   série  de     H(.)),     il   s'obtient  immédiatement  en  considérant      _    . 

l 

comme  la  somme  d'une  progression  géométrique  illimitée  ou    j— .    On  a  ainsi  pour  R(.i)   les  deux 

1 r 

x' 

développements 

R(x)  =  3x  -t-  6x-(  1  -+-  x'  +  x»  -t-  x'  H-  ■  ■  ■) 

6    ,  111  \ 

et  K(x)  =  3x IH r-^-y-^ r-+'"    " 

^  '  X   \  x'        x"         x'  / 

qui  sont  convergents,  le  premier,  pour  |  x  |  ■<  1  et  le  second  pour  1  x  |  >■  1. 


BROS,  i.  Alhi. 


Bonnes  solutions:  MM.  M.  Laubence  ;  P.arrod,  à  Vesoiil  ; 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Claude  Joe n dan  ;  G.  Folcry,  à  Roanne. 


3U 
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1370.  —  0/1  considère  une  équation  du  troisième  degré 

ax^  -h  bx-  -^  ex  -i-  d  =  Q, 
et  on  regarde  les  racines  1,2,,  ■(  comme  étant  les  abscisses  de  trois  points  de    Oc,  A,  B,  C. 

Trouver  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de    y'  =  AB.  AG.     Voir  ce  qui  arrive  quand   y 
est  nul  ou  que  l'équation  en  y   a  une  racine  double. 

Appelons  »,  'i,  ■;  les  trois  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  ;  nous  aurons 

y'-  =  (?  -  a)(Y—  a)  =  (a  -  ?)(a  —  f). 
Or  si  Ion  remarque  que  f(x)  se  met  sous  la  forme 

f[x)=a{x-cc){x-?){x--i), 

on  voit  que  ,         ^  ,,       „s 

/■'(x)  =  a(x  —  ^){x  —  y)  +  a(a;  —  a)(x  —  y)  +  a{x  —  a)(a;— ?), 

et,  pour    X  =  I, 

/•'(a)  =  a{a— S)(a-Y); 

donc  /"(^)  =  «y'- 

Par  conséquent,  nous  aurons  l'équation  en  y  en  éliminant  a  entre  cette  équation  et   l'équation 

f/^\  =  0  ;     or  celle-ci  peut  s'écrire     «/"rW  -+-  f-j[^)  —  0.    Nous  avons  donc  finalement  à  éliminer  x  entre 

les  deux  équations 

3ax'- -i- 2Ax  +  c  —  ai/- =  0, 

bx-  -h  ("2c  -H  ay-)x  -h  3i  =  0  ; 

ce  qui  nous  donne 

(aby-  -\-  9ad  —  bc)-  —  (3fl  Y'  +  6ac  —  2*=)(a-i/'  +  acif-  -+-  Md  —  2c--)  —  0. 

Cette  équation,  développée  et  simplifiée,  s'écrit 

3a'y«-t-  3a^(3«c  -  b'-)y'-A  =  0, 

en  posant 

A  =  (9arf  -  6c)'-  -  4(3ac  —  <!-=)(36c^  -  c"). 
La  quantité  a  est,  comme  il  est  facile  de    s'en   assurer,  le   discriminant  de  l'équation  cubique 
donnée. 

Pour  que  l'équation  en  y  ait  une  racine  nulle,  il  faut  que  l'on  ait 

(,_P)(a_Y)=0, 
c'est-à-dire    a  =  ?    ou     %  —  •(.    Il  faut  donc  que  l'équation  cubique  ait  une  racine  double.  C'est  bien 
ce  que  nous  montre  d'ailleurs  la  relation    A  =  0.    Nous  voyons  en  outre  que  l'équation  en  y-  a  deux 
racines  nulles,  ce  qui  est  évident  a  priori,  car  si    i  =  p,     par  exemple,  il  y  a  deux  valeurs  nulles  de  y-, 
les  deux  dans  lesquelles  figure  le  facteur   a  — 3. 

Égalons  inaintenant  deux  valeurs  de  j/"  ;  nous  aurons    (a  — ^)(ï  —  y)  =(/  —  »)(?'  — t)> 

ou  bien 

(a-?)(a  +  ^-2Y)  =  0. 

Nous  retrouvons  la  solution  précédente  a  =  ^;  alors  les  deux  valeurs  de  y-  sont  nulles.  Puis, 
nous  trouvons  la  solution  nouvelle  » -(- P  —  2y  =  0,  qui  nous  montre  qu'alors  les  trois  racines  de 
l'équation  cubique  sont  en  progression  arithmétique.  Or,  la  relation     a-t-^— 2y=0    peut  s'écrire 

5,4.3^_y  =  3-/      et,  comme     x-\-'fi-\-y  = >    y=—--—-    Nous  aurons  donc  la  condition  corres- 

"      '  a  oa 

pondante  en  écrivant  fiue  le  nombre  — —  est  racine  de  l'équation  cubique;  ceci  nous  donne  la  relation 

27o-d— 9a6c-h26'  =  0. 
Il  reste  à  vérifier  que  si  l'on  écrit  que  l'équation  en  i/'  a  une  racine  double,  on  trouve  justement 

1 

celle  relation.  A  cet  ell'el,  prenons  l'équation  aux  inverses,  c'est-à-dire  posons    —  =  :,    nous  obtien- 
drons l'équation  nouvelle 
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A .  :  '  —  3a\3ac  —  b-)z  —  3a*  =  0  ; 
la  condition  pour  qu'elle  ait  une  racine  double  est  ip'  -+-  '2.1  (f  =0, 
ou,  en  supprimant  la  solution     A  =  0    qui  correspond  à    y-  —  0, 

9  a^\  —  A{3ac  —  h'f  =  0. 
Cette  relation  se  développe  et  se  simplifie  aisément;  elle  s'écrit  (inalemont 

—  (26=  -  Qabc  -+■  27  a^df  =  0, 
ce  qui  justifle  bien  le  résultat  annoncé. 

Remarques  diverses.  —  Les  trois  valeurs  de  y-  se  représentent  a  priori  par 

(a_S)(a-Y),  (p_a)(p-j),  (-^  _  a)(y  _  ^^  ; 

il  est  facile  de  vérilier  que  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  est  nulle  :  en  eiïet,    cette  somme 
s'écrit 

(fi-T)(T-='X^-f*)[P-T-^T-«  +  «-H. 
quantité  qui  est  identiquement  nulle.  D'autre  part,  le  produit  de  ces  nombres  est 

c'est-à-dire  le  discriminant,  au  facteur  /.a'  près,  k  désignant  un  facteur  numérique. 

Si  on  envisage  les  trois  points  A,  B,  C  de  Or  qui  correspondent  aux  racines  a,  [i,   y  de  l'équation 
cubique,  on  aperçoit  de  suite  le  sens  des  cas  particuliers  indiqués,     y-  =  0     et    y"^  =  y"^. 

PARROD. 


Bonnes  soliilions  :  MM.  Bnos,  à  AIbi  ;  M.  Laube-nce. 
Assez  bonne  solution  :  M.  Planchabd,  à  Lyon. 
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1371.  —  Oti  considère  une  hyperbole  rquilatére  de  cmtrc  0  el  une  droite  fixe  passant  par  ce  point. 
On  mène  par  le  point  0  deux  droites  variables  également  inclinées  sur  la  droite  fixe.  L'une  de  ces  droites 
rencontre  l'hyperbole  en  P  el  la  tangente  en  P  rencontre  l'autre  droite  en  M. 

Trouver  le  lieu  du  point  M  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM. 

Nous  prendrons  pour  origine  le  centre  0  de  l'hyperbole  équilatère,  pour  axe  des  x  la  droite  fixe  et 
pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Dans  ces  conditions,  l'équation  de  l'hyperbole  est  de 
la  forme 

X-  -\-  t'Qxy  — 1/2  4.  F  ^  0, 
où  B  et  F  désignent  des  nombres  fixes. 

Soient  a  et  |i  les  coordonnées  du  point  P  ,  comme  ce  point  est  sur  l'hyperbole,  nous  avons 

(1)  a^-hSBx^— p^-f-F  =  0; 
la  tangente  en  ce  point  est  représentée  par  l'équation 

(2)  a(.r  +  By)  +  ^{Hx  _  y)  ^  F  =  0, 

et  la  droite  OM,  symétrique  de  OP  par  rapport  à  Ox,  a  pour  équation 

(3)  --  =  -^- 

Kous  aurons  le  lieu  du  point  M  en  éliminant  a  et  p  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3). 
Des  deux  dernières,  on  lire  aisément 

_«_  ^  J_  ^    a(a--t-Bi/)  +  ^(Bj-y)    ^      -F 
X         -y         a(a--+-B(/)  — j/(Ba  — y)         a^H-j/'^' 
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—  Fx  -  Fy 


x-  +  y'  x'^y- 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  nous  obtenons  l'équation  du  lieu 

(x^  +  y-Y-  -H  F(i-^  —  2Bx(/  — 1/2)  =  0. 
Cette  équation  représente  une  quartiquebicirculaire  admettant  un  point  double  à  tangentes  rectangu- 
laires et  ce  point  est  le  centre  de  la  courbe.  Ce  sont  là  les  propriétés  caractéristiques  de  la  lemniscate  de 

BernouUi. 

On  voit  aisément  que  les  tangentes  au  point  double  sont  les  symétriques  des  asymptotes  de  l'hyper- 
bole par  rapport  à  Oi. 

Cherchons  maintenant  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM.  Ce  cercle  est  une  conique 
passant  par  l'intersection  de  la  conique  formée  par  les  droites  DP  et  OM  tt  d'une  autre  conique  formée 
par  la  tangente  P.M  et  une  droite  passant  par  le  point  0.  L'équation  de  ce  cercle  est  donc  de    la  forme 

^-x-  —  a-i/'  +  (ux -H  vy)[x{x  -!-  B^)  +  y(Ba  —  ^)  -+-  F]  —  0  ; 
et  nous  déterminerons  u  et  „  en  écrivant  que  cette  équation  représente  un  cercle,  c'est-à-dire  que  les 
coefQcienls  de  x'  et  de  y-  sont  égaux  et  que  le  coefficient  de  xy  est  nul.  Nous  avons  ainsi 

32 -1- «(a -+- Bâ)  =  —  Œ^ -I- «(Ba  —  ^), 

u(Bj-P)-i-v(a-l-B3)  =0; 
nous  en  tirons 

i,  y t<(a-)-B^)  — i;(Boc  — S)   _        _  (g^  +  £2,        _  1 

a-HBâ    ^    _^Bx  — 3)    ^     (a-hBa)-H-(Ba-^)^     -    (a^  _u^2)(H_  B'-î)    "  ~  1  h- B- ' 
_  a  -4-  B?  _    Ba— ^ 

ou  "---[IkB^'  '^-I^Tb^' 

L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  O.MP  est  alors 

{Vx'  -a2|/^)(i  -i-  B-2)  -:(a  H-  B3)x  — (Ba  -  p)y-;(a  -+-  B,i)x  -H(Ba  -  3)y  -H  F]  =  0, 
ou  en  simplifiant  et  en  utilisant  la  relation  (I), 

(4)  X-  -h  y-  —  x(a-(-  BS)  H-  .v(Ba  —  8)  =  0. 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  ce  cercle,  il  suffit  d'éliminer  a  et  3  entre  les  trois  équations 
(1)  /i;a,3)  =  a2  +  2Ba3-P^-+-F  =  0, 

(4)  o(a,p)  =  x-^-Hi/-  — x(ï-l-B3; -(-!/( B 1—3)  =  0, 

/'.    _   A  a-l-B?       _         Ba-3 

c'a  ~   ^'i  —  x+Bi/  — (Bx+t/j 

Celle  dernière  nous  donne  immédiatement 

—  =:  —  —  À  ou  OL  =  \x,  ?•  —  —  Xi/, 

X         -y 

x^-+-  y- 

eLenportant  danslaprécédcnte,  nous  avons  a  = — -^ et,  par  suite, 

'  "^  X   — 2tS.Fi/  —  y- 

_        x(x--r-y')  ^  ^     —y(x'--^y^] 

'  ~   X-  —  2Bx.v  —  y''  ^        X'—  2Bx(/  —  y-  ' 

Remplaçons  enfin  a  et  ^  par  ces  valeurs  dans  la  relation  (1),  nous  obtenons 

(x'^-^?/'r-:x'-2Bxy-y'1        .,  _  ^ 

(X-  —  :2Bx;/  —  ;/»)- 

ou  (x'-4-  y*y  -+-  V{x'  -  2Bxy  -  >f)  =  0  ; 

c'est  la  lemniscate  trouvée  précédemment. 

11  en  résulte  que  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM  est  la  même  courbe  que  le  lieu 

du  point  .M. 
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Solution  géométrique.  —  Soit  OD  la  droite  fixe  par  rapport  à   laquelle  OP    et   OM    sont   symétriques. 

Menons  la  his.sectrice  OEdcs  deux  asymptotes  OL  et  OL'  qui  ren- 
contre l'hyperbole  au  sommet  A,  et  désignons  par  x  l'angle  DOE. 
Le  point  P  est  le  milieu  de  RR'  ;  par  suite  le  triangle  OPR' 
est  isocèle,  et  si  l'on  mène  ON  perpendiculaire  sur  RR',  l'angle 
NOR  est  égal  h  l'angle  OR'P  et  par  suite  à  l'angle  POR';  donc  ON 
est  symétrique  de  OP  par  rapport  k  OE.  Comme  OM  est  symé- 
trique de  OP  par  rapporta  OD,  l'angle  MON  est  égal  à  deux  fois 
l'angle  DOE  c'est-à-dire  à  22. 

Cela  posé,  on  sait  que  l'aire  du  triangle  ORR'  est  constante  ; 
or  cette  aire  est  égale  à    PRxON    ou    OPxON,  donc 
OPxON  =  h. 
D'autre  part,  dans  le  triangle  OMN,  on  a     ON  =  OM   cos  2a  ; 
par  suite 

OP.OM  cos  22  =  k 
ou 

OP.OM  = 


L' 

r' 

V 

d/ 

An 

/y. 

0 

R 

L 

ces  2a 
Soit  M'  le  symétrique  de  M  par  rapport   à  OD,  le  point  M' 
est  sur  OP,  et  nous  avons 
/,■ 

OP.OM'  =  r-' 

cos  2a 

ce  qui  montre  que  le  lieu  de  M'  est  la  figure  inverse  de  l'hyperbole  donnée  (H),  le  pôle   d'inversion  étant  le 


point  G  et  la  puissance  d'inversion   étant  égale  à 


On  sait  que  cette  courbe  est  une  lemniscate  (S*), 


cos  2a 

ayant  pour  tangentes  au  point  double  les  asymptotes  de  l'hyperbole  donnée.  Par  suite,  le  lieu  de  M  est  une  lem- 
niscate (S),  symétrique  de  (S')  par  rapport  à  OD. 

Transformons  la  figure  par  inversion,  le  pôle  étant  le  point  0   et  la  puis.^ance  d'inversion    étant   égale  à 

T--    Le  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM  se  transforme  en  une  droite   passant   par  les  points  P'   et   M', 

cos 2a  ° 

inverses  respectivement  de  P  et  de  M.    Le  point  P'    est   symétrique  de   P  par  rapport  à  OD  ;    par  suite,    la 

droite  M'P'  est  tangente  en  P'  à  l'hyperbole  (H')  symétrique  de  l'hyperbole  donnée  (H)  par  rapport  à  OD. 

Donc  l'enveloppe  de  M'P'  est  l'hyperbole  (H'),  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OPM  est  la 

figure  transformée  de  (H'I.  Or  la  transformée  de  (H)  est  la  lemniscate  (S'),  donc  celle  de  (,H')  est  la  lemniscate 

(S).  Il    en  résulte  que  l'enveloppe  du  cercle  considéré  est  la  lemniscate  (S),  c'est-à-dire  que  celte  enveloppe 

coïncide  avec  le  lieu  du  point  M. 

QL'EMÉNEUR,  lycée  de  Rouen. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Bnos,  à  Albi  ;  G.  Cotty,  lycée  de  Dijon  ;  Fpiz.sc  ;  Gn.^NoiEn  ;  M.  Lacbsnce  ;  Parbod,  à  Vesoul. 


QUESTIONS   POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


ÉCOLE  POLYTECHiMOl'E    (1903). 
I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

4488.  —  Décomposer  le  trinôme    rr' -t- pa:- +  g    en  lui  produit  de  deux  lai  leurs  du  second  degré  à  coefûcienis  réels. 
Cas  où  -^ '/  <  0. 

,r-  —  y:         i/'  ~  "■'"         -"  ~ 


4489.    —    Des    équations 


4490.  —  Le  déterminant 


est  une  fonction  symétrique  de  n,  fc,  c. 


déduire   des    quantités  proportionnelles  à    u-  —  n' 


a 

b 

c 

h 

c 

a 

c 

a 

b 
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4491    _  Étudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

ari"  eosnj  (  i„  ^Y  _L  * 

TT'  n'     '  V       n  r  n"' 


4492.  —  Sommer  les  séries  , 

1.2a-i-2.3a=-H3.4a'  + 

1  1 


1  1 


1.2.3         2.3  4  n(il  +  l|(n  +  2) 

1  1 


4493.  —  Calculer  h  près  la  somme  des  séries 

1000 


1.2.3...P        2.3...(p  +  l)    ■  n{n  +  l)  ■■■{n+p  ~\) 

près  la  somme  des  séries 

1     1  1 

4494.  —  Soit    p„  pî,  ■  ■  -,  p„  •  ■  ■    1.1  suite  des  nombres  premiers  ;  calculer  à  j^^  près  la  somme  de  la  série 

4495.  —  Étudier  la  série 


1  1  1 


Oi  sin  j  +  a; sin 2r -t-  •■  •  -1-  a» sin  nx  +  ■  •  • 
où  l'on  suppose  a,  >  a.  >  ■■■  >  fln  >  ■•  et       lima„  =  0. 

4496.  -  On  donne  une  suite  de  nombres    «,,  (fc,  ■  -,  M».  ■■     tels  que     !(,  =  1,  M,  =  1     et    m,  =  u„-,  +  H„-..     Mon- 
trer que  l'on  a    m„m„-,  —  uK-,  =  ±  1-     En  déduire  que  le  rapport  -^   a  une  limite  pour  n  inQni. 

4497.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  

/|  COS  X 

a;'-,  arctg-^^,  arcsin(av/n=lF  + Wl  -  a=),         "'''' ^^  V  1  +  cos  x  ' 

X""',  (L.r)f,  LLx,  LLLa;,  arctg  v/     ~""^.^  arc  sin  s/ 1  —  L.r, 

'  \     I  •  V    1  -H  sm.r 

2.1  .     ax  -i-  b 

L{x  +  <Jx'-  —  i),  nrctfî- -,  arc  cos(4i:»  —  3x),  arctg  ., 

\  -^  X-  c.r  -t-  tL 

arc  tK  i-i^,   arc  tg '^~  '^ ,   arc  5in(4x''  —  3.r),   arc  sin  2.T^n  —  x', 

^    i  —X  "  l—^x^  +  x' 

x^"",  L(.r  -h  six''  —  a')  +  arc  sec  — .  arc  tg  «■■'  +  arc  tg  e-^ 

ces  arc  sin  .r,  cos  ,r(  1  +  tg  .r  tg  .^  I  ■ 

4498.  —  Dérivées  d'ordre  n  des  fonctions       .      ,  ,       ,  .      -,    ex". 

4499.  —  Dérivée  d'ordre  n  de  la  fonction  e'"'  ;  en  déduire  les  dérivées  d'ordre  n  de  cos  a'  et  de  sin.T'. 

4500.  —  Variation  des  fonctions 

gx  -I-  e-x 
chx  = , 


X-h  1 

4501.  —  Déterminer   la  fonction     x' +  ax- +  bx  +  c    de  manière  qu'elle  soit  maximum  pour    a;  =  1    et  mininuiii 
pour    X  —  2. 


sinx+sin2.r,  Te'  arctg  i/ii L  .^'"  ^  ,t" 

V    x+l  a; 

éterminer   la  fonction     x^  +  ax=  +  bx -4- c    de  manière  qu'elle  soil 
pour    X  -^  z. 

4502.  —  On  donne  une  fonction    y  =  f{x)    et  on  remplace  x  par  e'.  Calculer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  en  fonc- 
tion îles  ilérivécs  de  y  par  rapport  A  <.  .,-1 

4r>o:{.  —Soient  A»,  Ai  deux  points  d'une  droite  donnée;    on  construil  le  pomt   .V.    milieu  do  A,i  A,,  puis  Ai  milieu  île 
A, A,,  A.  milieu  de  AiAi,...  ;  montrer  que  A,  a  une  position  limite. 

4504.  —  On  considère  la  suite  

Ut  =  ■J2.  u,  =  y/i  +  </i,  ,  M,  =  v/2"(- »„. ,, 

Démontrer  (|uc  u„  n  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment. 
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4505.  —  >Iémc  question  pour  la  suite 


a  désignant  un  nombre  positif  quelconque. 

4506.  —  Limites  des  fonctions  suivantes  pour  n  infini 


—  v'(rn-l)(nH-2)---2?i, 


1  „,,- 


/     -        -\" 

(   ap  "  +  hq  "  \ 

v    a+6    y 


1P_I_2PH h»' 


4507.  —  Développer  en  séries  les  fonctions  : 

■1  arct-'x  ''~^  ■  ^    t.  ,     ,  '  cosparccosa;, 


1  1 


(arcsin.r)2,  L^/l-î-a-^ 


4508.—  Étudier: 


y  =  T 


1  ^  s:        5!    ' 

trouver  une  équation  différentielle  à  laquelle  elle  satisfait.  Intégrer  cette  équation,  puis  vérifier  le  résultat. 
4509.  —  Même  question  pour  la  série 

X-        x* 

{  _i_X 

4510.  —  Montrer  que  si  x  est  positif  et  plus  petit  que  1,  on  a    ^  _^  >e'"^. 

4511.  —  On  considère  l'infiniment  petit 

>.(!  —  cosiT)-!-  |isinx-i- vtgx-^pL(l-i-x); 
déterminer  a,  |i,  v,  p  de  façon  que  Tordre  soit  le  plus  élevé  possible. 
1  ,  1 

4512.  —  Calculer  à  près  4  arc  tg  y 

4513    —  Calculer  sin  1°  a^ec  sept  décimales  exactes.  ,      ,  • 

4514.  _  Si  u  est  positif,  on  a    L(l  -!-a)  <  «.     En  déduire  que  si  la  série  de  tf-rme  général  tu  est  divergente,  la  série 

qui  a  pour  terme  général  :^^ est  aussi  divergente. 

4515.  —  Le  produit  "p7=  (1  +  «0(1  + !<2)  ••■  (1  +  u„)    a  une  limite  pour  n  infini  si  la  série  Su„  est  convergente. 

4516.  —  Calculer  -r-  sachant  que  y  est  lié  à  x  par  lune  des  équations  suivantes: 

r'  —  y'  =:  0,  x^  -^  y-  =  e^'''. 

dx         dy 
■4517.  —  Entre  x,  y,  s  on  a  les  deux  relations    x-  +  y^  +  2^  =  R-,    xyz  =  a^.    Calculer  —  et  —  ■ 

4518.  —  Toute  fonction  dont  la  différentielle  totale  est  nulle  est  une  constante. 

4519.  —  La  différentielle  totale  d'une  fonction  est  la  partie  principale  de  l'accroissement  de  cette  fonction. 

4520.  —  Soit    ;  =  f{x,  y)    une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  On  pose    x  +  y  =  u,     x  — i/  =  f- 
Calculer  les  dérivées  partielles  de  :  par  rapport  à  x  et  y  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à   «  et  c.   En 

déduire  toutes  les  fonctions  c  qui  vérifient  l'équation      — —  =z  — ^ . 

4521 .  — On  donne  la  fonction    \   =/'('■),     où     r  —  ^/x'-h  y- +  z'^-    Calculer  1  expression    —TT'^    )ui         "jT" 

Peut-on  déterminer  la  fonction  f{r)  de  façon  que  cette  expression  soit  nulle? 

4522.  —  On  donne  les  deux  fonctions    a  =  fix,  y),    v  =  ?(x,  y).     Condition  pour  qu'il  existe  entre  m  et  c  une  rela- 
tion indépendante  de  x  et  de  y. 

4523.  —  Condition  pour  que    Pdx  +  Qdy    soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction. 

4524.  — Déterminer  les  valeurs  imaginaires  de  3  telles  que  l'on  ait  l'une  des  relations  ;  i°    e-  =  a  +  bi,  2°  cos3  =  o  +  oi, 
3*    sin  :  =  a  +  bi,    4°    tg  :  =  a  +  bi. 

4525.  —  Etant  donnés  deux  nombres  imaginaires    z  =  x  +  yi,    :'  =  x'  +  y'i,    représentés  géométriquement  par  les 

points  M  et  M',  trouver  l'interprétation  géométrique  de  la  différence    z  —  z'    et  du  quotient  — ■ 

4526.  —  Etant  donnés  quatre  nombres  imaginaires  i,  ?,  ot',  ?',  trouver  un  nombre  imaginaire  ;  tel  que  I  on  ait 

:  —  I  z  —  a' 

Interprétation  géométrique. 

4527.  —  Discuter  les  équations 

x'  — 12x'2-i-48x  — 3;  =  0,  x'  — 6x-l  =  0, 

x"-l- mx+X  =  0,  x* -1- 6x  H- 4  =  0,  4x' 

—  -4-_J_  <  ^  1 

X         X— 1         I ~  2         X  —  3 


3x^-i-2x=  — Sx-t-8  =  0.            x=-^x— 1  =  0, 

x"  -^-  X  —  1  =0, 

-x'  —  X^  — X  — 1  =  0,             x" -+ x« -t- 1  =  0, 

x'  —  SX  —  24  =  0, 

'                    '         —  0,              X*  -t-  x'       2x5  _  X  H-  1 
X— 4        x-5 

=  0, 
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3             i     .     ^                          ,            „       . / 5— X 
COSJH J sin  2j  ^  0,  Lj  =  2-4-V/ ■  f^  =  tgi. 

4528.  —  Etant  donné  un  polynôme  l\x},  dén)ontrer  que  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  ce  poly- 
nôme sont  les  eoefficienis  du  quotient  de  ftx)  par  fix). 

4529.  —  Si  a  est  une  racine  de  l'équation    .r'  -hpx^  g  =  0,    former  l'équalion  qui  donne  les  deux  autres.  En  déduire 
la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré. 

4530.  —  Etant  donné  un  polynôme  f\x\.  calculer  ^fn),  i  désignant  une  racine  quelconque  de  l'équation    j"  —  1  =  0. 

4531.  —  Appliquer  la  méthode  de  New  Ion  au  calcul  des  racines  positives  des  équations    a-'-  — 5^0,     x^  -i-x —  1^0, 
x'-!-j  — 1  =  0. 

4532.  —  La  dérivée  d'ordre  m  de  la  fonction  x^e^  est  de  la  forme  e^P„,  P„  étant  un  polynôme  de  degré  m.  Démontrer 
que  l'équation    P™  =  0    a  toutes  ses  racines  réelles. 

4533.  — Conditions  pour  que  l'équation    x* -h  ax' +  bx' -t- ex -h  d  ^  0    ait  deux  racines  doubles. 

4534.  —   Soit  une  équation    f{x)  ■=  0     dont  toutes  les  racines  a,  b,  c,  ...,/  sont  distinctes.   Calculer    S 

{  i 

"  ^  En  déduire  que  si    f{x)    a  toutes  ses   racines   réelles,   l'équation    f{x)f(x]  —  f-[x)  ^  0    a 


"  {x  —  a){x  —  b}  (X  — Oj- 

toutes  ses  racines  imaginaires. 

b-                                                                                                                                 i 
Calculer  S —■  pour  l'équation    x'  —  2a:-  — 2  =  0,    So^b  pour    x' -^- px -h  q  =  0,     S j     pour    a'  — 3j-j-1  =  0. 

4535.  —  Vérifier  que  l'équation    a::' —  209a;  +  56  =  0    a  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  1  et  calculer  ces  deux 
racines. 

4536.  — Éliminer  j  entre  les  équations    AoJ""  +  AiX""-' -h  ... -i- A„  =  0    et    xf  — 1=0. 

4537.  —  Résoudre  le  système    a  =  h",    b  =  C,    c  =  a".    Cas  particulier    n  =  2. 

4538.  —  Résoudre  le  système    x''  =  y,    x'  ^  yi . 

4539.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rutionnelles: 

1  1  1  2X-I-I  X  -Hl 


x'  —  i  x"  — 1  x{x -h^)^x-i-2)  ■■■  (x  +  H  —  lt  {x'  —  l)'  (r— 1)' 

4540,  —  Calculer  les  intégrales 


/"■'        ir  /*        (tr  /"■='=        ttx  /'  x^dx  f     rf.r  /■* 

J^    (l'-l-l)'  '  _/    x'Ii'+l)  '  Jf,       (1-Ha*p  '  /    1  -^j-  '  /  TTF"  _/   P 

/'       (2g-H)dx  r       (2j— l)da;  r         dx  r  (3  -f- x)dx  r d. 

(r-i-  \)'{x'-hl)  '  J    (X  —  l)' (x^ -h  l)-  '  I    .r'  -H  j=  -H  1  /     (o  — xp  /    x""  - 

/*  dx  ,"  X-  -^  px  -h  q  .  n  X-  +  px-i-  q  j 

I  '  /    — ; :-  rf-c,  f  dx. 

^    (x= -h  J -H  1  )-  !    x-  +  ax-t-b  I        (x-hi)^ 

4541.  —  Calculer  les  intégrales  : 

r_^.     r_i^.     r-^..     r^^j^^,    cj^el^ix,    r-^ 

J    (l-x=)-î  ./     (l-a=)r  J    [\-X)'i  J     Jv'4x=-9  _/    V    x-1  J    Xs'x- - 

/"•        dx  f    x'dx  /*    x^dx  , 

.   , =■  /    ,  ■  /     ,  (s'ailler  d'une  formule  de  récurrence),  / 

j-Vx-1  J  \/i-x'  I  VI -X'  J, 


px 

'        x'dx 


dx 
bx  - 


r\,'x--h6x-hi  .^  r        x-'dx  r     . _  r d. 

J       (»-J)'                   J  M'[x-a){b-x)           '    ^    "  J      "                          J  ^/ax'-  +  l 

//  X  —  a                              r    x^^                  C           dx  r         xdx                        f           dx 

x\J -, dx{a<b),            /    , ,  '             /     ,  ,  /    ,  ,          -— -■              /- ■; r 

V    fc  —  X                            y   v/x  —  X'               /^     a  -H  /a'  H-  x=  J   ^/X'-^px-irq                /     1  -+-  x  ^/^  —  x- 

f — ^^='  A 

J    {a-h  bx)  v/H-  X»  I 


(x*  —  xrfi  dx. 
J    {a -h  bx)  ^l  -hx'  I 

4542.  —  Calculer  les  intégrales  : 


y—. ,              /2sin'xf7x,            l?cos"'xdx    (formule  dp  récnrronce),              /  (I — cosx)-rf.r, 
s'"^                Jo                                Jo                                                                                       J 
J"  .    .          ,     ,                /-^sin'xrfx                r-                dx                             /^sinxdx                r^     dx 
sin  *x  cos'x  rfx,  I ,  /  -^ n s— r '  |- ^ — '  I* : — » 

j„      cos^  X  Jj^    a-  -\-b'  —  2ab  cos  x  J     cos'*  x  J^    cos*  x 

/"*  .«sin  x  +  cosx  z'      sin  X  (te  /'"'         dx  /^       sinoco.sorfo 

/    sin  X  — cos  X      '  /    sinx-(-cosx'  /^     l-t-cos»x'  J^    a- cos^o -h  6' sin'-o  ' 

/*  sin'xrfx  /"■     sin'''xrfx  /•"  sin- .)■  rfx  /"         sin^xdx  /*    dx 

J    l  +  cos2x'  J„    (2-)-cosx)' '  /o    2-(-cosx'  /    3 -I- cos  .ï- -f- cos'.i;  '  J    cos'x 

J-    J                 r.  .     ,                /•    dx                  rcoix  —  sinx  —  1    , 
cosx  cos'2x  cos3xdx,  lls'xdx,  |^ ,  / dx. 

J  J   sin-^x  J        (1— cosx)» 
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4543.  —  Calculer  les  intégrales  : 

/  a;-e''  dx,  j    x-'«^  dx,  j       x^e'^^dx,  l    xi'{Lx)'"  dx,  I     e  ~  »  '  dx, 

//'            ,         r  ^''    J          r      '^^              fSiTcisx 
X- sTC  ^\n  x  dx ,  I  j-p  a.rc  t3:x  dx,  1    , dx,  j  —, — - — ,  .  /  z= — dx, 

I  "  J   f/e^-hi  J    sin  2.-K^/sin  X  J        >Jx 

/'.      ,  r  sin  Ix  r-' 

I  Lx  dx,              I         ■  dx,  I      X'"  cos  mx  dx. 

J  J    v^sinj;  Jo 

4544.  —  Déterminer  un  polynôme    fix)  tel  que  la  dérivée  de  f(x)e'^    soit  égale  à  ,^'■'^;^ 

/■'' 

4545.  —  Etant  donnée  l'intégrale     1  =    /     f{x,\]  dx,    calculor  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  a. 

4546.  —  Liniiti'  de 

1  1  1 


quand  «  augmente  indéfiniment,    i  et  ,3   étantdeuxnombrespnsitifs.  Ne  peut-on  rattacher  cette  limite.àune  intégrale  définie  ? 

4547.  —  Volume    commun   à  deux    cylindres   de    révolution    égaux   et    dont    les    axes    se    rencontrent    sous    un 
angle    a.    Cas  où     a  =  -^ . 

4548.  —  Etablir  le  volume  d  un  tétraidre  en  fonction  des  longueurs  de  deux  arêtes  opposées,  du  sinus  de  leur  angle  et 
de  leur  plus  courte  distance  .  Pour  cela,  couper  le  tétraèdre  par  des  plans  parallèles  aux  deux  arêtes  considérées  et  infini- 
ment ■voisins. 

4549.  —Aire  et  volume  de  la  surface  engendrée  par  la  courbe     y  :=  — (^£"+6    "'    tournant  autour  de  O.r  et  de  Qy. 

4550.  —  Aire  de  la  surface  engendrée  par  la  courbe    y-  —  2px  =  0    tournant  autour  de  Oy. 

4551.  —  Moment  d'inertie  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  une  génératrice. 

4552.  —  On  divise  une  circonférence  en  n  parties  égales  par  les  points  Mi,  M.,  ...,  M„  et  on  .joint  un  point  A,  inté- 
rieur à  la  circonférence,  à  tous  ces  points.  Calculer  la  valeur  moyenne  de  aM,"   quand  n  augmente  indéfiniment. 

4553.  —  On  donne  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  ;  on  divise  ce  diamètre  en  n  parties  égales,  et  parles  points 
(je  division  on  mène  des  peipendiculaires  à  ce  diamètre,  limitées  à  la  demi-circonférence.  Valeur  moyenne  de  la  longueur 
de  ces  perpendiculaires  quand  n  augmente  indéfiniment. 

4554.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  sur  le  cercle.  On  divise  le  cercle  à  partir  de  A  en  n  parties  égales.  Soit  M 
l'un  des  points  de  division.  Chercher  la  valeur  moyenne  de   AM"  quand  n  augmente  indéfiniment. 

4555.  —  Soit  l'intégrale       j      co»  ax  cosbx  dx,      où  a   et    6  sont  des  nombres  entiers  positifs.  Montrer  qu'elle     est 

-'o 
nulle  si    fl  :3i  b,    et  qu'elle  est  égale  à  ::  si    a  ^=  b.    En  conclure  que  l'identité 

oo  -t-  «I  cos  X  -\-  ai  cos  22-  -(-•■■  -H  a„  cos  nx  ^  60  +  61  cos  x-^-bi  cos  ix -^r h  bn  cos  nx 

n'est  possible  que  si  l'on  a     Oo  =  bt,,     ai  ^  bi,     .  .  .,     a„  ^  6„. 

4556.  —  Aire  limitée  par  la  courbe  xy  =  i ,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  d'.ibscisses  1  et  n.  En  considérant  les 
rectangles  de  base  égale  à  1,  en  déduire  une  limite  supérieure  et  inférieure  de  Lu. 

4557.  —  On  donne  une  courbe  y  =  [(x)  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  et  située  tout  entière  au-dessus  de  Ox. 
Deux  ordonnées  Ka  et  \\b  se  déplacent  de  manière  que  leur  distance  reste  constante.  Trouver  les  positions  de  ces  ordonnées 
qui  correspondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  l'aire  AaftB. 

4558.  —  La  courbe  a;*  -t-  »/'  —  a-y-  =  0  tournant  autour  de  Oy  engendre  une  surface  de  révolution  dont  on  demande 
le  volume  et  la  surface  totale. 

4559.  —  Volume  d'un  paraboloïde  de  révolution  compris  entre  le  plan  tangent  au  sommet  et  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe. 

4560.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

dy  ,  du  air  i  -\-  x  dt/  ,    . 

—^ ay  =  J-',  — -  -I — ^  =  ,  -^  =  au  —  b  sin  (o.r, 

dx  •'  '  dx         {  —  X-  (l—x)-'  dx 

\     du         l             ,                du                                  du             ail                 i  -h  x 
^ ...  —  I  -^^-+-y  =  e'  ^        —  — 


y-    dx         y  dx  '  dx         I  —  x-  (I  —  x)' 

dv  ,  ■  du  du  .  .        ,, 

X  -y-  -t-  y  cos  ./■  =  cos  -r  (ce  -t-  Sin  x),  -~-  —  1/  =  C ',  cos  X  -7^;  -I-  1/  Slll  X  —  1   =  0, 


\/l  -+-  X-  -J-  -f-  (I  -I-  x-)y  -\ =  0,             -J—  COS  a;  —  y  sin  a;  =  ces  2a;. 

iSOl.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

d-y                                d-x          „         ,                   d-x                      .  d-y 

'   y  =■  a,            —T-^  =  a^x-i-  01'",                  ,    =z  X  -h  ae'"',  -r-^  =  1/  -j-  a;, 


dx^  '    »  -  "'  dfi    ---^"^    '               dt^    ~                  '              dx 

d-x           ,         ,     .  d^x        „  dx        „  .  d-x        ,  dx 

-—;-  =z  a-x-\-be<",  —— 2-; 1- 3a;  =  sin  a-,  — —--(-2— r 

dl^  dt'  dt                            '  dt-             dt 
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=    «3-, 

d^x       „  dx 

d-:c        „  dx 
^-T-  —  3  — —  +  2.r  =  - 
dt^            dt 

d^x 
1^  =  "^^' 

d-x 
dt'- 

,  dx 

—  4-^ h  3a;  =  a  cos  t, 

dt 

d^+2^  +  ^  =  ''^^' 

d^x            dx 
de-             dt 

-6x  —  1 

dx^           dx        ^ 

d-x 

dx-  dx 

II.  —  Trigonométrie. 

4562.  —  Résoudre  l'équation    cos.T=  sin  a. 

4563.  —  Calculer  sln  —  connaissant  tg  2a;    cos—  connaissant  sin  a  ;     cos—    connaissant  tg — \    sin  3n  connaissant 

a 

cos  —  • 

4564.  —  On  donne    2cosT  =  an ■    calculer  cos  ma;. 

a 
1 

4565.  —  On  donne    2  ch  a;  =  a  h !    calculer  ch  mx. 

a 

4566.  —  On  donne  cos  a-h  cos  b  +  cos  c  -h  cos  a  cos  b  cos  c  =  0  ;  trouver  une  relation  entre  les  tangentes  des  arcs 
moitiés. 

4567.  -  Calculer     VITT^l,     \fi,      J/^^- 

4568.  —  Résoudre  les  équations    x"  —  i  =  0,    x"+  1  =  0. 

4569. — Limite  du  produit    cosxcos— -  cos -j^  . . .  cos -^    quand  n  augmente  indéfiniment. 

4570.  —  Résoudre  les  équations 

ces'  0  sin»  6  sin  3x         cos  3a;        ,  _  .  ,    „  ,    „ 

• — 1 r^^ —   =  i , =2,  sec  4a;  —  cosec  5a;  =  cos  ix  —  sin  Br,  tg  a-  +  tg  2.1-  =  tg  3a;, 

cos-  X  sin-  X  sin  x         cos  x 

v'sina'-f-  v'cos  a;  =  1,  sin  a;  +  sin  2a;  +  sin  Sa;  =  0,  2  sin-.r-t- sin- 2.T  ^  2. 

4571 .  —  l'iésoudre  les  systèmes 

.^^y^a,  l  sin  a;  =  a  cos  y, 

isin/-^cosj,  =  fc,        ^>".V  =  ''cos.-, 

"  (  sin  :  =  c  cos  a;. 

4572.  —  Résoudro  un  triangle  connaissant  6,  c  et  sachant  que    a  =  ha. 

4573.  —  l'iésoudre  un  triangle  connaissant:  1°  les  trois  médianes  :  2»  les  trois  liauteurs  :  3°  A,  B,  C,  r  ;  4"  A,  B,  C,  ip. 

4574.  —  Dans  un  triangle  on  a     sin  C  =  cos  A  -+■  cos  B  ;    que  peut-on  dire  du  triangle  ? 

4575.  —  Corinule  fondamentale  de  la  trigonométrie  spliérique.  (Jue  devient  cette  formule  quand  le  rayon  de  la  sphère 
augmente  indéfiniment? 

III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

4570.  —  On  donne  quatre  points  A,  lî,  C,  I),  sur  l'axe  des  ,r,  les  abscisses  de  A  et  B  étant  racines  de  l'équation 
axi  -I-  bx  -\-c  =  0,  et  celles  de  C  et  1)  racines  de  a'x-  -i-  b'x  -h  c'  =0.  Quelle  relation  doit  il  exister  entre  a,  b,  c,  a',  b',  c' 
pour  que  le  rapport  anharmoniquc  (ABCD)  soit  égal  i'i  un  nombre  t?  Cas  particulier    jt  =  —  t . 

4577.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  dès  distances  à  n  points  fixes  est  constante. 

4.'>7H.  —  On  donne  deux  axes  obliques  0.e,  0(/,  un  point  A  sur  O.r,  un  point  B  sur  Oy  et  un  point  M  fixe  sur  AB. 
Pai-  le  point  M  on  mène  une  sécante  mobile  qui  coupe  Ox  en  C,  Oy  en  I)  ;  ou  joint  AU  et  BC  qui  se  coupent  en  l>.  Lieu 
du  point  I'. 

4579.  —  Montrer  que  la  relation  homographique  As:' +  Bi -f- C:' -t- I)  =  0  peut  se  mettre  d'une  seule  façon  sous 
1    f              z'  —  ).        z—\ 

la  lornie    -^^ :  — =  fc.     Interprétation  géométrique  du  résultat. 

4580.  —  Construire  les  courbes  : 

x(x^  ■+■  1/2)  —  a{x'^  —  î/')  =  0    (condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite).  ar*  -)-  î/'  —  a^xy  —  0     (aire), 

"=   ix:%:%^  (a^-2.v)(.'--.')4-2.»-.'  =  0.  y=^^  '-'=\/l^Twh)^ 

y  =.  ±\lx±^xi—  i  ,  !/  =  ±  v^l  ±:  slx[x+\)  ,  (lOOi^j/— |)(IOOx— 1)  =  5, 

{x^y  —  3)(x—'t)=iO0x"-,  i/=xcotg— ,  y  =  \/x—  y/x     (aire),  a:^  +  y' —  3axy  =  0   (aire  de  la  boucle). 
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_        sina: 

),             y  =  v^a;±v/a:2_3a;  +  2, 

If                 "^          t  - 

^~   2  +  cosx  '^'" 

l-^cosa;-!-cos'-a;  ^ 

1                               , 

étrie,  conca\itéi,           V  =  — -r 

x-         a 

u        \  ( 

;0Sj;-|-2)  (points  d'inflexion 

1+x-t-x-     '        ' 

.V  = 

sina;  —  sin2a;,           -^ -1 r=l.           ^' — aa;-i/ H- 6y'  =:  0, 

X-         y- 

a;3  +  a-2                                    1 

x—S.                 ■'  -    a;3  —  6x^  +  9a;  ' 

y  =  j--^  — 8^-  — 10(c-i-JI,           y  =  x^  —  2x^  —  2x-h6     (poin 

a;3          a^ 
ts  d  inQexion),           '' —  "ê^  +  g^   <*'■«'• 

(x-2  +  !/'2)2  +  2ax  [x^  -+-  y'-)-h  x^(a'-  —  b^)  —  b^y^,           xy'^ 

— 3x3+!/5=0.          y^  — xv=0. 

2« 

2t 

x  = 

t 

X  =  tgJ, 

""  -    C^  -  1  ' 

~    1  —  <2  ' 

(2  — 4  ' 

1 

X  =  sin  =  sin  2ç,, 

y  = 

«-— ?( 

1  —  «^ 

|2+«  — 2  ' 

! 

.'/  -  ,  + ,.  ; 

""-  <  +  r 

(-  —  1  ' 

X  —  cos3o  +  sin  3^, 

V  =  cos  5  cos  2!p  ; 

;/  = 

il 

1/  =  cos  o  —  sin  =. 

(<-!)(( -2;  • 

4582.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  : 

p  =  cos  w  H (point  le  plus  haut I 

sin  u 
^  ^=  a  cos2w    (aire  d'une  boucle), 


cos  M  —  sin  ( 


=  ae™"    (rayon  de  courbure), 
1  .1  1  '  tg  w  -(-  cots  < 

-— .  p  =  tgu-l--- p  =  COSW-! .  0  =   -2 ^ 

cos  2u  tg  u  COS  u>  '  1  —  cos  u 


v/1  —  sin  I 


cos  u 

1  +C0S 


1 

sin  (i> 


=  cos  m<u  (m  ^  1.  2,  3, 

r»—  1 


cos  I 


(rectification). 


a  cos  2io 

cos  w 

=  cos  u  H-  ts 


(aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x  et  un  rayon  vecteur), 
(aire  limitée  par  la  courbe  et  deux  rayons  Tecteurs  symétriques  par  rapport  à    Oy 


1-tg 
(aire  de  la  boucle). 


(aire  de  la  boucle). 


1 


--tgo,. 


l^tgu  ■  l-J-sin2u  sin  2u 

4583.  —  Construire  les  coniques  définies  par  les  équations  : 

y^x^  yjx^  —  3jr -h  2    (centre,  asymptotes,  axes).  ;/  :=  .'•-  —  3a:  +  2, 

x^  —  4x1/ +  2a;  —  4  =:  0     (tangente^  menées  par  l'origine), 

a;'  +  4a:!/  +  2!/-  —  6a;  +  5  ^  0     (équation  réduite),  S/  =  1  — •  a:  -f-  a;^^ 

3a;-  +  2an/4-5!/-— 10a-  +  /.  =  0     (centre,  axes»,  y  =  x-  —  %x-\-Z, 

y  ^  X  ±^  ^x^  —  5a;  H-  4. 

4584.  —  On  donne  un  cercle  décentre  0  et  deux  rayons  rectangulaires  0.\  et  OB.  Par  un  point  C  de  l'arc  AB  on 
mène  une  perpendiculaire  sur  OB,  et  à  partir  du  point  C  on  prend  sur  celte  perpendiculaire  une  longueur  CM  égale  à 
l'arc  AC.  Lieu  du  point  .M. 

4585.  —  La  tansiente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  0.r  en  T  et  >'.  On  considère  le  cercle 
circonscrit  au  triariL'le  .MNT:  on  mène  à  ce  cercle  la  tangente  au  point  M,  et  cette  tangente  rencontre  Ox  en  un  point  P. 
Peut-on  déterminer  la  courbe  de  manière  que  le  point  P  soit  fixe  ? 

4586.  —  Calculer  yj/dj,  y  étant  une  fonction  liée  à  x  par  l'une  des  formules  x'- —  iy'- -^  xy  —  a:  — 3j/=0, 
x'  -f-i]f  —  3t(/  ^  0. 

4587.  —  Trouver  l'expression  de  l'arc  infiniment  petit  de  la  courbe  x  =:  a  cos  o -i- 6 cos  nç-,  j/  =  asin  => -4-6sin  no. 
Dans  quel  cas  peut-on  intégrer  '? 

4588.  —  Trouver  toutes  les  courbes  ayant  mêmes  sous-normales  qu'une  courbe  donnée    y  =  {{x) . 

4589.  —  Trajectoires  orthogonales  d'un  faisceau  de  cercles  tangents  en  un  point  fixe  à  une  droite  fixe. 

4590.  — On  donne  deux  paraboles    y^ax'-^bx+c,    y  =  a'x'^b'x -k-e',    et  une  droite    y=mx-\-p.    Uneparal- 
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lèle  à  Oy  rencontre  ces  trois  lignes  en  M,  M',  P.  et  sur  celte  droite  on  prend  un  point  P   tel  que      PP  =  MM-      Lieu  du 
point   P'. 

4591. —  RectiDerla  courbe 

\ 
.r  ^  a  sin  o —  (a  —  h}  siu'  ?. 

;/  ^  a  ces  Y~ (o  —  0)  cos'  o, 

4592.  —  On  donne  un  cercle,  un  ravon  fise  OA  et  un  rayon  variable  OB.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle  OAB. 

4593.  —  Enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux  axes  rectangulaires.  Lon- 
gueur de  la  courbe  obtenue. 

4594.  —  Étant  données  deux  courbes  C  et  C  dans  un  même  plan,  à  tout  point  M  de  la  première  on  fait  correspondre 
un  point  M'  de  la  seconde  tel  que  les  tangentes  en  M  et  M'  soient  parallèles.  Par  un  point  fixe  0  du  plan  on  mène  un  vec- 
teur OiN  équipollent  à  MM'.  Montrer  que  le  lieu  du  point  N  est  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  N  foit  parallèle  aux 
tangentes  en  .M  et  M'.  Relations  entre  les  arcs  de  ces  courbes. 

4595.  —  Trouver  l'équation  générale  des  couibes  du  troisième  degré  qui  ont  pour  asymptotes  les  trois  droites 
\  ^  ax  -T-tiy  -f-  c  —  0,  Y  E^  a'x  -+  b'y-hc'  =  0,  Z  ^e  a"x  -i-  b"y  +  r,"  t=  o.  Condition  pour  que  ces  asymptotes  soient 
d'inflexion. 

4596.  —  On  considère  la  courbe  y  =  xi',  m  et  p  désignant  des  nombres  entiers  tels  que  m  >  p.  Soit  M  un 
point  de  cette  courbe,  MA  et  MB  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  Ox  et  0;/.  Calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe 
et  parles  droites  0.\  et  AM.  Rapport  de  cette  aire  à  l'aire  du  rectangle  OAMR.  Déterminer  la  courbe  pour  que  ce  rapport 
soit  constant. 

4597. —  On  considère  la  courbe    x'-hy^^\.    Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  h  la  direction    y  =  2x. 

4598.  —  D'un  point  M  d'une  courbe  on  abaisse  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur  Ox  et  Oy.  Enveloppe  de  la  droite   PQ. 

4599.  —  L'aire  limitée  par  la  courbe    ;/  =  L,t  et  les  deux  axes,  et  qui  e?t  située  au-dessous  de  O.r  est-elle  tinie  ? 

4600.  —  On  donne  un  point  0  et  une  droite  D.  Parle  point  0  on  mène  OA  perpendiculaire  sur  D  et  une  droite 
quelconque  rencontrant  D  en  M.  Sur  la  bissectrice  de  l'angle  AUM  on  porte  une  longueur  «P  égale  à  v'uA.OM.  Lieu 
du  point  P. 

4601.  — Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  du  centre  de  courbure  soit  proportionnelle  à  l'ordonnée  du  point 
correspondant  de  la  courbe. 

4602.  —  Construire  la  courbe  {x-  ■+-  y')'-  =  a-xy.  Est-elle  unicursale  ?  En  combien  de  points  est-elle  coupée  par  un 
cercle  quelconque  ?  Condition  pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  un  cercle.  En  déduire  l'équation  du  cercle 
osculateur  en  un  point.  Lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs. 

4603.  —  Enveloppe  des  cordes  d'un  cercle  qui  sont  vues  d'un  point  fixe  sous  un  angle  droit. 

460%.  —  On  donne  sur  une  courbe  un  point  fixe  0  et  un  point  variable  M,  on  mène  la  tangente  en  ce  point  et  sur 
cette  tangente  on  prend  dans  le  sens  MO  une  longueur  MP  =  arc  CM.  Trouver  les  coordonnées  du  point  P  et  montrer 
que  lorsque  M  varie,  le  point  P   décrit  une  courbe  normale  à  l'.M. 

4605.  —  Démontrer  que  dans  la  chainette  la  projection  de  l'ordonnée  sur  la  normale  est  constante.  —  Réciproque. 

4606.  —  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la  droite  .r  cosÇ-H  ;/ sin  tf  —  p  =  0.  ;>  étant  une  fonc- 
tion ilonnée  de  o.  En  déduire  le  r.ayon  de  courbure  de  l'ellipse h  — i  =0. 

a-        6' 

4607.  —  Enveloppe  de  la  droite    a;sin  o  -f- 1/  cos  o  —  a  sin  2o  =  o.    Trouver  l'arc  et  le  rayon  de  courbure. 

4608.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  longueur  de  la  normale  soit  fonction  de  la  distance  de  l'origine  au  pied  de 
la  normale  sur   Ox.    Prendre  par  exemple  comme  fonction  4  fois  le  carré  de  la  dislance. 

4609.  —  Déterminer  les  tangentes  menées  du  point    .r  =  I.    y  —  0    à  la  courbe    y-  =  .x' -  .r'. 

4610.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  les  axes   Ox  et  Oy  aux  points  Net  >i'  respectivement. 

MN 

Déterminer  la  courbe  de  sorte  que  le  rapport   r   soit  constant. 

MN' 

4611.  —  l'ne  corde   AB  d'une  courbe  quelconque  se  déplace  de   manière  que  l'aire  du  segment 
limité  soit  constante.  Trouver  le  point  où    AB   touche  son  enveloppe. 

4612.  —  Déterminer  inie  courbe  telle  que  la  portion   MP  de  la  tangente  limitée  au  point  de  con- 
tact  M  et  à  l'axe  des  x  ait  une  longueur  constante. 

Montrer  que  le  cenliede  courbure  au  point  M  se  projette  sur  O.r  au  point    I'.   Réciproquement, 

0  P    j:     trouver  toutes  les  courbes  jouissant  de  cette  dernière  propriété. 

46i:>.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  normale  en  un  point   M  (|uelconque   rencontre  Or   eu  un  point  P  qui 
soit  symétrique  du  centre  de  coiirbure  C  par  rapport  au  point  M. 
Montrer  que  la  courbe  est  une  chaînette. 
ç  ^  4614.  —  Construire  la  courbe    {a' +  y']x  —  ay'  =  0:    exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la 

>       ,  courbe  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre   /.    Relation  entre  les  t  de  trois  points  en  ligne  ilroile. 

]y^  Relation  enlic  les   /  de  quatre  points  situes  sur  un  même  cercle. 

\  4615.  —  Courbes  de  Van  der  Waais,  définies  par  l'équation 


P    J 


(^p-^-^yv-b)  =  ivT. 


Construire  ces  courbes,  r  étant  l'abscisse,  p  l'ordonnée,  a,  h,  R,  T  étant  des  constantes.  Comment  varient  ce> 
(|uand  T  varie  ? 

4616.  —  Élude  delà  cycloïde.  Longueur  d'un  arc.  Aire.  Combure.  Déveloi>pée. 
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4C17.  —  On  donne  n  droites,     j- cos  i;  +  (/ sin  ^i—p;  =  0,      (i  =  1,  2,  ...,  n;.      Soient  ô,,  i,,   ...,  ô„  les  distances 
d'un  point  M  à  ces  droites  ;  troiivi'r  li-  lieu  du  point  M  tel  que  l'on  ait 

5Ï  -+-  ôl+ h  ô'^i  =  t-. 

Qu'arrivet-il  quand  on  f;iit  varier  k.  Cas  particulier  où    n  =  3. 

4618.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  chaînette.    Trouver  toutes  les  courbes  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  donné  par     R  =  — — ■ 

a 

4619.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  A  dans  son  plan.  Trouver  un  point   M   sur  le  cercle  tel  que  si 
l'on  abaisse   JIB  perpeniiiculaire  sur  OA,   MO   soit  bissectrice  de  l'angle  AMB. 

4620.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  c>cloîde. 

4621.  — La  tangente  et  la  normale  en  un  point  .M  d'une  courbe  lencoatrent  Ox  respectivement  aux  points  T  et  N. 
Déterminer  la  courbe  de  manière  que  le  segment  NT  ait  une  valeui-  constante. 

4622.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  rectangle  inscrit.  Calculer  l'aire  de  l'ellipse  extérieure  au  rectangle. 

4623.  —  On  donne  un  cercle  variable  tangent  à  l'origine  h  l'ase  des  x,  et  on  lui  mène  des  tangentes  par  un  point  fixe. 
Lieu  des  points  de  contact.  Cas  où  le  point  fixe  est  sur   Oy. 

4624.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  distance  du  pied  de  1  oidoimée  à  la  tangente  soit  constante.  Lieu  du  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  pied  de  l'ordonnée  sur  la  tangente. 

4625.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  distance  du  pied  de  l'ordonnée  à  la  normale  soit  constante, 

4626.  — Étant  donnée  une  hyperbole  éqnilatère  xy  =  k',  calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  une  corde 
perpendiculaire  à  l'axe  transverse. 

4627.  —  Enveloppe  des  courbes  planes.  Cas  où  l'équation  des  courbes  est  mise  sous  la  forme  À  =  f{x,  y).  Cas  parti- 
culier: enveloppe  des  cercles    {x  —  X]'  -\- y'  —  W-  =  0,     Peut-on  écrire  l'équation    X  =  x±  \/R-  —  y-  ? 

4628.  —  Centre  de  courbure  d'une  ellipse  en  l'un  de  ses  sommets, 

4629.  —  Knveloppe  d'une  droite  qui  forme  avec  deux  droites  lixes  un  triangle  de  surface  constante, 

4630.  —  Enveloppe  de  la  droite  */  =  Ix  +  al-.  A  chaque  valeur  de  t  correspond  un  point  de  contact.  Trouver  l'équa- 
tion de  la  droite  joignant  les  deux  points  correspondant  aux  valeurs  t,  et  ti. 

4631.  —  fiquation  des  courbes  telles  que  la  longueur  de  la  tangente  interceptée  par  les  axes  de  coordonnées  soit   con- 

stante. La  solution  générale  du  problème  est  une  droite  à  un  paramètre.  Enveloppe  de  cette  droite. 

4632.  —  Hypocycloides  et  épicycloides.  Propriétés  de  la  tangente  et  de  la  normale, 

4633.  —  Construire  la  courbe  x'  +  y*  —  a-y-  =  0.  Etudier  le  point  le  plus  haut,  la  courbure  en 
ce  point.  Aire  limitée  par  cette  courbe, 

4634.  —  Rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    ay'  =  x\ 

4635.  —  Trouver  une  courbe  dont  la  courbure  soit  une  fonction  de  l'ordonnée. 

4636.  —  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  est  constante, 

4637.  —  On  donne  un  cercle  0  et  un  point  fixe  A  sur  ce  cercle.  On  mène  la  tangente  en  un 
point  I!  quelconque  et  sur  cette  tangente  on  porte  une  longueur  HP  =  arcAB.  Lieu  du  point  P. 
Tangente  au  peint  P  du  lieu.  Développée  de  la  courbe. 

4638.  —  On  considère  la  courbe  y  =  yV*  "  +e  ^/  qui  rencontre  Oy  en  un  point  A,  et  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  Ox.  Démontrer  que    aire  0.\MP  =  a.  arc  AM.     Enveloppe  des  normales 

4639.  —  On  donne  un  point  0  et  on  considère  une  courbe,  et  sur  cette  courbe  un  point  use  A  et  un  point  variable'  M 
Déterminer  la  courbe  de  manière  que  l'arc  AM  soit  proportionnel  à  l'aire  du  secteur  0A.>1. 

4640.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite 

[a;  -  A')]?'(M  -  [y  -  ?(OinO  =  0, 
/■(()  et  œ(i)  étant  des  fonctions  continues  de  la  variable  (. 

4641.  —  On  considère  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox-  et  Oy  ;  d'un  point  M  de  cette  courbe  ou 
abaisse  MP  perpendiculaire  sur  Ox,  et  on  désigne  par  T  le  point  où  la  tangente  en  M  rencontre  Oy.  Déterminer  la  courbe  de 
manière  que  PT  suit  perpendiculaire  à  O.M. 

4642.  —  Calculer  le  rapport  anharmonique  des  tangentes  aux  sommets  d'une  ellipse. 

4643.  —  L'ne  parabole  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  foyer.  On  lui  mène  une  tangente  parallèle  à  une 
direction  fixe.  Lieu  du  point  de  contact, 

4644.  —  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  ayant  pour  axe  O.r  et  passant  par  deux  points  A  et  B  de  Oy,  symé- 
triques par  rapport  au  point  0, 

4645.  —  Lieu  d'un  point  M  tel  que  la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  à  sa  polaire  par  rapport  à  une  ellipse  passe 
par  un  point  fixe.  Solution  géométrique.  Intersection  de  l'ellipse  donnée  et  du  lieu, 

4646.  — Lieu  des  points  il  tels  que  la  dilférence  de  leurs  distances  à  deux  points  lixes  ,\  et  B  soit  constante. 
Démontrer  que  AM  et  D.M  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  du  point  M. 

4647.  —  Etudier  la  conique  y-  =  2px  +  qx-  ;  expressions  de  p  et  q  en  fonction  des  éléments  de  la  conique.  Rayon 
de  courbure.  Aire  dans  le  cas  où    y  <  0. 

4648.  —  L'ne  ellipse  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  centre.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

4649.  -  Etant  donnée  la  conique  f[x,  y)  =  A.v'- -i-2Bvy -i-Cy^ +  20x-+--2Ey -hF  =  0,  calculer  son  excentricité  et 
écrire  que  la  droite    y  =  mx    est  axe  de  cette  conique, 

4650.  —  Trouver  les  axes  de  la  conique    2.r^ -(- 4.r^/-^  Si/* -f- 4j  — 7  =  0,    en  la  coupant  par  un  cercle    concentrique. 

4651 .  —  Calculer  le  rapport  des  axes  de  la  conique    Ax-  +  2Bxy  -+-  Cj/»  =  h.    et  montrer  qu'il  est  indépendant  de  h . 

4652.  —  On  mené  un  diamètre  BC  dans  une  ellipse.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  B  et  de 
la  normale  en  C  à  celte  ellipse. 

4653.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  on  porte  une  longueur  MP  égale  au  diamètre  qui  aboutit  au  point 
M.  Lieu  du  point  P  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 
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4654.  —  On  considère  nne  ellipse  et  un  cercle  concentrique  limitant  un  quadrilatère  curviligne.  Trouver  Taire  de  ce 
quadrilatère. 

4655.  —  Diamètres  conjugués  communs  à  deui  coniques  concentriques.  Discuter. 

4656.  —  On  considère  deux  diamètres  conjugués  OX  et  OB  d'une  ellipse.  Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  les 
points  0.  .\,  B.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle  quand  lesdinmètres  0.\.  01!  varient  en  restant  conjugués. 

4657.  —  Equation  générale  des  coniques  homothéliques  de  la  conique    Aa;- —  2Bxi/ -l- 2D.r  H- 2Ey  =  0. 

4658.  —  On  considère  les  deux  coniques  x- —  2xy -^iy—l  =  0  et  (x  — 2l(3x-i- y  —  1)  =  4.  Les  construire.  Elles 
ont  un  point  commun  à  l'infini  et  trois  autres  points  à  distance  finie.  Trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  ces 
trois  points. 

4659.  —  Chercher  la  courbe  polaire  réciproque  de  la  développée  de  la  parabole  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  ra\e  de  la  parabole. 

4660.  —  Rayon  de  courbure  en  un  point  de  l'hyperbole  équilatère  xy  =  a-.  Lexprinier  en  fonction  de  la  distance  du 
point  au  centre. 

4661 .  —  Trouver  toutes  les  coniques  qui  coupent  à  angle  droit  l'ellipse  — ^ —  —  1=0  aux  quatre  points  de  ren- 
contre. 

4662.  —  On  donne  une  conique  et  trois  points  situés  dans  son  plan  0,  A,  B.  Par  le  point  0  on  mène  une  sécante  ren- 
contrant la  conique  en  M  et  M'  :  on  joint  XH,  BM'  qui  rencontrent  la  conique  en  N  et  >'.  Dans  quel  cas  les  points  N  et  N"' 
sont-ils  en  involulion  ? 

4663.  —  Par  le  foyer  d'une  conique,  on  mène  lî  rayons  vecteurs  formant  une  étoile  régulière.  Calculer  la  valeur  moyenne 
de  ces  rayons  quand  n  augmente  indéfiniment. 

4664.  —  On  donne  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  xy  =  {.  On  prend  trois  points  de  la  courbe  Mi,  M.,  Ma 
dont  les  abscisses  sont  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  contenant  linéairement  un  paramètre  f{x)  +  't.'f(x)  =  0. 
Trouver  l'enveloppe  des  Cotés  du  triangle  MiMjMs  et  le  lieu  du  centre  de  gravité. 

4665.  —  La  tangente  en  un  point  H  d'une  ellipse  de  centre  0  rencontre  les  axes  de  l'ellipse  aux  points  .\  et  B.  Etu- 
dier comment  varie  la  longueur  AB  et  l'aire  du  triangle  .VOB. 

4666.  —  Déterminer  les  points  communs  aux  hyperboles  3xy -h x' -i- y-  =  79,  x^y  —  2xy  =  38.  Construire  ces 
courbes. 

4667.  —  On  donne  une  parabole  de  sommet  S  et  un  point  A  sur  l'axe  :  on  considère  une  corde  variable  MM'  perpen- 
diculaire à  l'axe.  On  joint  MA,  M'S  qui  se  coupent  au  point  P.  Lieu  du  point  P. 

4668.  —  On  fait  rouler  une  parabole  sur  une  parabole  égale  ;  lieu  du  foyer.  -Mouvement  de  ce  foyer  quand  le  roule- 
ment est  uniforme. 

4669.  —  On  donne  une  droite  D  et  deux  points  0  et  0'.  Un  segment  constant  MM'  se  déplace  sur  D.  Lieu  du  point 
d'intersection  de  OM  et  O'.M'. 

4670.  —  On  donne  une  conique  et  deux  points  fixes  X  et  B.  On  joint  ces  points  à  un  point  variable  M  de  la  conique  : 
AM  et  BM  rencontrent  la  conique  aux  points  N"  et  N'.  Ces  deux  points  peuvent-ils  être  en  involution  ? 

4671.  —  Intersection  d'une  droite  avec  les  coniques  d'un  faisceau  ponctuel.  Cas  où  la  droite  est  à  l'infini  :  cas  où  il 
y  a  un  cercle  dans  le  faisceau  ;  cas  où  les  points  doubles  à  l'infini  sont  les  points  cycliques. 

4672.  —  Trouver  les  points  communs  aux  deux  coniques    ^  a,    - — ^—  =  6. 

y^y'x^y' 

4673.  —  On  donne  une  conique,  une  droite  D  et  son  pôle  P.  Par  le  point  P  on  mène   une  sécante  XB  et  on  abaisse 

AA  et  BB' perpendiculaires   sur  D.   Démontrer  que    -j— ^ -I- -jjtt    est  constant. 

4674.  —  On  donne  un  losange  ABCD  :  une  sécante  mobile  autour  du  point  C  rencontre  AD  en  M  et  AB  en  N.  Lieu  du 
point  de  rencontre  de  XD  et  de  MB.  Ce  lieu  peut-il  être  un  cercle .' 

4675.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  la  courbe  en  un  deuxième  point  >".  Belation  entre  les 
anom.ilies  evcentriques  des  points  M  et  N. 

4676.  —  On  considrre  une  parabole  x- —  2py  =  0  et  un  cercle  qui  la  coupe  en  quatre  points.  Trouver  les  abscisses 
des  points  de  rencontre.  (Jn  obtient  une  équation  du  quatrième  degré.  Kéciproquement,  étant  donnée  une  équation  du 
quatrième  degré,  peut-on  la  résoudre  graphiquement  par  l'intersection  d'une  parabole  et  d'un  cercle  ? 

4677.  —  On  donne  une  hvperbolc  rapportée  à  ses  axes,  et  d'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse  MP  et  MQ  perpendi- 
culaire- sur  les  axes.  Enveloppe  de  la  droite  PQ. 

4678.  —  La  normale  en  un  point  -M  d'une  ellipse  rencontre  les  axes  en  S  et  .N'.  Lieu  du  milieu  de  NN'. 

4679.  —  Deux  points  M  et  .M'  décrivent  une  homographie  sur  une  conique.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes 
en  M  et  M  . 

4680.  —  Etant  données  deux  coniques  dans  un  même  plan,  on  considère  un  point  M  sur  l'une  et  un  point  .M'  sur 
l'autre.  Os  deux  points  se  correspondent  homographiquement.  Trouver  la  condition  pour  que  la  droite  MM'  passe  par  un 
point  fixe.  Montrer  que  ce  point  ne  jieut  étn-  qu  un  ombilic. 

4681 .  —  Lieu  des  milieux  des  normales  à  une  eUipse. 

4682.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  deux  points  et  tangentes  à  deux  droites. 

4683.  —  Etant  données  deux  coniques  C  et  C,  une  tangente  à  C  rencontre  C  en  deux  points  de  paramètres  /  et  m.  De 
quell.-  forme  est  la  relation  entre  t  et  w  "? 

4684.  —  On  donne  une  droite  D  et  deux  points  0  et  0.  On  joint  ces  deux  points  à  un  point  M  variable  sur  la  droite 
D.  Par  O  on  mène  une  per|)endiculaire  à  OM  it  par  0'  une  periiendiculairc  à  OM.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
perpendiculaires.  Discuter. 

4685.  —  Par  le  ccnln-  d'une  ellipse  on  mène  des  rayons  vecteurs  faisant  des  angles  égaux  entre  eux.  Valeur  moyenne 
des  carrés  de  ces  rayons  quand  l'angle  tend  vers  zéro. 

4686.  —  On  donne  uni;  conique  et  un  point  0.  l'or  ce  point  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  conique  aux  points 
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C  et  D. Trouver  les  lieux  des  points  M,  N,  P  tels  que  Ion  ait    OM    =  OC.OD,      ON  =; ,      -^  =  -— -  — 

-  OP         OC        OD 

Expliquer  géométriquement  les  résultats  obtenus. 

4687.  —  Etant  donnée  l'hypcrljole  équilatère  xy  —  l  =  0,  trouver  la  condition  pour  que  quatre  de  ses  points  soient 
sur  un  cercle. 

4688.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole  rencontre  la  directrice  en  un  point  P.  Minimum  de  la  longueur  MP. 

4689.  —  D'un  point  M  dune  hyperbole  on  abaisse  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur  les  asymptotes,  démontrer  que  le 
produit  MP.My  est  constant.  En  déduire  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

4690.  — Etant  donnée  une  ellipse  et  un  point  C  sur  son  grand  axe,  calculer  en  fonction  de  l'abscisse  de  ce  point  le 
rayon  du  cercle  bitangent  à  l'ellipse  ayant  pour  centre  le  point  C. 

4691.  —  Un  cercle  variable  touche  une  ellipse  fixe  en  un  point  tixe.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  d'une  tangente 
h  ce  cercle  parallèle  à  un  axe  de  l'ellipse. 

4692.  —  En  partant  de  la  déûnition  élémentaire  de  l'ellipse  OIF -H- MF' =  2a),  établir  l'existence  et  les  propriétés 
des  directrices. 

4693.  —  Déterminer  les  paraboles  d'un  faisceau  ponctuel  de  coniques. 

4694.  —  On  considère  une  ellipse  et  Un  cercle  bitangent;  par  le  centre  du  cercle  on  mène  la  perpendiculaire  à  l'axe 
de  l'ellipse  qui  passe  par  le  centre.  Lieu  des  points  d'intersection  de  cette  droite  et  du  cercle.  En  déduire  la  construction  d'un 
cercle  bitangent  à  l'ellipse  donnée. 

4695.  —  Condition  pour  que  la  droite     a;  cos  a+ 1/ sina  —  p  =  0     touche  l'ellipse h— I  ^0.      Intei-nré- 

a-        tr 
tation  géométrique  de  la  condition  trouvée.  Comme  application,  chercher  le  lieu  des  centres  des  ellipses  de  grandeur  donnée 
tangentes  à  deux  droites. 

4696.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  conique.  Cas  où  cette  conique  est  un  cercle  et  où  deux  points 
sont  les  points  cycliques. 

4697.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'une  parabole   perpendiculaires  à  l'axe. 

4698.  —  D'un  point  .\  on  mène  les  tangentes  A.M,  AM'  à  une  ellipse,  puis  une  sécante  APQ.  Calculer  le  rapport  an- 
harmonique  des  quatre  points  M,  M',  P,  Q. 

4699.  —  Démontrer  que  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  paiallèles,  toute  conique  passant  par  leur  intersection  a  ses 
axes  parallèles  à  ceux  des  deux  premières,  et  que  par  l'intersection  passe  un  cercle. 

4700.  —  On  considère  la  conique  ax-  —  îxy  -i-y-  -i-iy  —  4  =0,  et  on  demande  de  calculer  l'intégiale  fxydx.  y  étant 
une  fonction  de  x  définie  par  l'équation  donnée. 

4701.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  const.inte  circonscrits  à  une  parabole. 

4702.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaUes  abaissées  du  sommet  d'une  parabole  sur  ses  tangentes.  Montrer  que  le 
lieu  est  une  courbe  unicursale.  Conditions  pour  que  quatre  points  de  cette  courbe  soient  sur  un  cercle. 

Montrer  que  si  un  cercle  quelconque  passe  par  deux  points  fixes  A  et  B  de  la  courbe  et  la  coupe  en  deux  points  varia- 
bles C  et  D,  la  corde  CD  coupe  la  courbe  en  un  point  E  qui  est  fixe.  Déduire  de  là  le  cercle  osculateur  en  un  point  de  la 
courbe. 

4703.  —  Par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  P  à  une  ellipse  on  peut  faire  passer  deux  paraboles.  Trouver  le 
point  de  rencontre  des  axes  de  ces  paraboles,  et  le  lieu  de  ce  point  quand  le  point  P  décrit  une  droite. 

4704.  —  Condition  pour  que  la  droite    xcos  ï  +  ysina  —  p^O    soit  tangente  à  l'hyperbole  équilatère    xy  =  t'. 

4705.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes.  Que  devient  la  piopriété  quand  deux  des  tangentes  sont  les  tan- 
gentes issues  d'un  foyer  ? 

4706.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  sur  une  conique.  Trouver  deux  points  C  et  D  tels  que  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  X,  B,  C,  D  soit  égal  à    —  I . 

4707.  —  Calculer  l'aire  comprise  entre  une  parabole  et  sa  développée. 

4708.  —    Une  tangente  mobile  à   une  parabole  rencontre  deux  tangentes  fixes  aux  points   T  et  R  et  la  tangente  au 

sommet  au  point  S.  .Montrer  que  le  rapport  est  constant.  Ce  rapport  peut-il  ètie  égal  à    —  1  ? 

ST 
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AGRÉGATIO.N  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

Malluhnaliques  élémentaires  ('). 

On  donne  un  cerclo  C  de  centre  0  et  de  rayon  R,  un  point  fixe  K  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Un  rayon 
lumineux  FK,  émanant  d'un  point  F  de  la  circonférence  du  cercle  C,  se  réfléchit  en  K  sur  le  diamètre  OK 
et  va  rencontrer  la  circonférence  de  G  en  un  point  E.  Soit  .M  le  milieu  de  la  corde  EF  et  soit  AB  la  corde 
de  C  perpendiculaire  au  diamètre  OK  au  point  K. 

(•)  Des  solutions  étudiées  de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires  sont  publiées  dans  le  Journal  de  Matliématiques 
élémentaires 
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1»  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  MAB  quand  F  décrit  la  circonfé- 
rence du  cercle  C. 

2"  Étudier,  dans  les  mêmes  conditions,  comment  varie  le  cercle  passant  par  les  centres  des  trois  cercles 
esinscrits  au  triangle  MAB. 

3°  On  prend  un  second  point  k'  fixe,  intérieur  à  C  et  situé  sur  le  diamètre  OK.  Un  rayon  lumineux  F'K', 
parallèle  à  FK,  se  réfléchit  en  K'  sur  ce  diamètre  et  rencontre  en  E'  la  circonférence  du  cercle  C.  Trouver  le 
lien  du  point  de  rencontre  de  EF  et  de  E'F'  lorsque  F  et  F'  se  déplacent  sur  la  circonférence  du  cercle  C. 
Etudier  ce  lieu  en  supposant  que  K  et  K'  se  déplacent  sur  un  diamètre  fixe  et  de  telle  sorte  que  le  milieu 
de  KK'  reste  fixe. 

io  Soit  .M'  le  milieu  de  E'F'.  La  droite  MM'  rencontre  le  lieu  de  M  en  un  nouveau  point  H  et  celui  de  M' 
en  un  nouveau  point  H'.  Étudier  le  cercle  circonscrit  au  triangle  HOH'  et  la  perpendiculaire  au  milieu  de  HH'. 

5»  Soit  L  le  point  qui  partage  HH'  dans  un  rapport  donné  1.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  L  est  en 
général  une  ellipse.  Examiner  comment  varient  les  cercles  principaux  de  cette  ellipse  quand  le  rapport  X  varie. 

{30  juin,  de  7  h.  a  2  h.) 

Mathématiques  spéciales. 
1443.  —  1°  On  donne  les  doux  droites  D,  D'  définies  respectivement  par  les  équations 

!  =  :!<■»■  ^=-;.j(°^)' 

les  axes  de  coordonnées  or,  oij,  oz  étant  supposés  rectangulaires.  Trouver  l'équation  ponctuelle  de  la  sur- 
face S  lieu  du  sommet  d'un  paraboloïde  variable  qui  passe  par  ces  deux  droites.  Trouverl'équation  tangentielle 
de  la  raème  surface  S. 

2°  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S  en  fonction  de  l'abscisse  a  etde  l'or- 
donnée !i  des  deux  points  N,  N'  où  une  droite,  menée  par  M,  rencontre  respectivement  D  et  D'.  Soit  P  le 
point  de  coordonnées  a,  ^  dans  le  plan  xoy.  Lieu  du  point  M  quand  P  décrit  une  droite  quelconque  du 
plan  joy.  Étude  de  l'intersection  de  la  surface  S  avec  une  quadrique  quelconque  qui  passe  par  D  et  D'.  Lieu 
correspondant  du  point  P.    Cas  où  cette  intersection  se  décompose. 

3°  Démontrer  que  la  surface  S  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  k  une  infinité  de  quadriques  Q, 
diint  on  cherchera  l'équation  générale  ponctuelle.  On  envisagera  plus  parliculièrement  parmi  elles  les  parabo- 
loïdes  Qi.  Trouver  l'enveloppe  des  quadriques  Q. 

{!•'■  juillet,  de  7  h.  a  2  h.) 

Composition  sur  l'analyse  et  ses  applications  géométriques. 

L'équation  d'un  plan,  par  rapport  à  trois  axes  de  cordonnées  rectangulaires  o.c,  o>j,  oz,  étant  écrite  sous 
la  forme 

».(,■  -+-  CI/  -+-  wz  =  h, 
les  équations 

M  =:  cos  o,  V  =  sin  s,  w  =  cotg  0,  h  =  /"(O,  o), 

où  0  et  o  désignent  deux  paramètres  arbitraires  et  f{f>.  =.)  une  fonction  donnée  de  ces  paranièires,  définissent 
une  surface  S  en  coordonnées  tangentielles. 

i'  Démontrer  que  si  l'on  considère  sur  la  surface  S  les  deux  systèmes  de  courbes  0  —  const.,  o  =z  const., 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux  systèmes  soient  conjugués  est  que  /(O,  o)  soit  de  la 
forme 

AO,  o)  =  a  +  ^, 
>  lUant  foiii-tion  de  0  seul  et  [i  fonction  de  o  seul. 

Dans  toute  la  suite  de  l'énoncé,  on  supposera  que  f{i,  'f)  est  de  celte  forme. 

2°  Montrer  que  les  courbes  0  =  const.,  o  =  const.  sont  alors  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  S  et 
qu'elles  sont  en  outre  des  courbes  planes.  Calculer,  en  fonction  de  0  et  de  -j,  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  en  un  point  quelconque  de  la  surface  S. 

3°  De  ces  deux  rayons,  l'un  It,  est  fonction  de  0  seulement  ;  l'autre  Ih  dépend  en  général  à  la  fois  de  G 
et  de  o.  (jiielle  forme  doit  avoir  /'(O,  o)  pour  que  Ih  soit  aussi  indépendant  de  o  ?  Montrer  que,  dans  oc  cas, 
lu  surface  S  est  de  révolution  autour  d'un  axe  parallèle  à  o;. 

i'  Établir  que.  plus  particulièrement,  on  peut  déterminer  la  fonction  /(O,  a)  de  iiiiinière  à  avoir 
Hi  =  UgO,  R.,  =  — icofgO, 

R,  et  Rî  étant,  suivant  l'usage,  affectés  d'un  signe  et  l  désignant  une  longueur  donnée,  positive  ou  négative. 
Effectuer  celte  détermination. 
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5=  Trouver,  dans  ce  cas  particulier,  la  relation  entre  0  et  <?  qui  définit  une  ligne  géodésique  quelconque 
de  la  surface  S  et  calculer  la  courbure  et  la  torsion  de  cette  ligne  en  un  quelconque  de  ses  points. 

(3  juillet,  de?  h-  à  2  h.) 
Mécanique  rationnelle. 

Soient  oxi!/,;,  un  trièdre  trirectangie  fixe  et  oxy.  un  trièdre  trirectangle  mobile  de  même  sommet  et  de 
même  orientation.  Un  corps  solide  S,  attaché  à  ce  second  trièdre,  est  ainsi  mobile  autour  du  point  fixe  o. 

Former  les  équations  de  son  mouvement,  sachant  : 

i'  Uue  son  ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  o  est  de  révolution  autour  de  oz  ; 

2°  Que  le  solide  S,  supposé  non  pesant,  est  sollicité  par  une  force  F  appliquée  en  un  point  G  de  oz  tel 
que  oG  =  a,  dirigée  suivant  PG,  F  désignant  un  point  de  ozi  tel  que  oP  =  b,  et  égale  à  une  fonction 
donnée  /"(GP)  de  la  distance  des  deux  points  G  et  P  ; 

3»  Qu'au  début  du  mouvement,  langle  so:,  est  droit  et  que  la  rotation  instantanée  du  solide  S  se  trouve 
dans  le  plan  30=1,  avec  des  projections  sur  oz   et  sur  oz,  égales  respectivement  à  w  et  à  <u,. 

Applicmiox.  —  Le  solide  est  une  sphère  homogène,  de  centre  G,  de  rayon  a  et  de  masse  .M.  On  a  de  plus 

28  i 

b  =  a,  c.,  =--^0,,  /■(GPl=— M«*<"--^- 

Exprimer  les  angles  d'Euler  en  fonction  explicite  du  temps. 

Déterminer  et  étudier  successivement  les  trajectoires  de  l'extrémité  de  la  rotation  instantanée  par  rapport 
aux  deux  trièdres  trirectangles  oXY,3i  et  o\\z.  supposés  orientés  comme  le  trièdre  o.r,!/,:,,  oX  étant  perpen- 
diculaire au  plan  zoy, 

^4  juillet,  de  7  II.  à  S  h.) 
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1444.  _  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point  A  sur  Oy.  Trouver  une  courbe  telle  que 
si  l'on  mène  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  cette  tangente  rencontre  Ox  en  un  point  T 
équidistant  des  points  M  et  .\. 

1445.  —  On  considère  une  ellipse  E  >ituée  dans  l'espace  et  dont  la  projection  sur  un  plan  Psoit  un  cercle. 
On  prend  sur  elle  un  point  fixe  .\  et  un  point  mobile  M. 

1°  La  trace  sur  le  plan  P  du  plan  perpendiculaire  à  AM  en  son  milieu  enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  re- 
broussements  H.  Trouver  géométriquement  ses  rebroussenients. 

20  Si  le  point  A  varie  sur  l'ellipse  E,  rhypocycloïde  H  reste  de  grandeur  constante  et  reste  tangente  à  deux 
droites  fixes  P  et  Q  ;  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  droites  P  et  Q  enveloppe  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussenients. 

3"  .\  deux  points  A  et  A'  de  l'ellipse  E  correspondent  deux  hypocycloïdes  H  et  H'  qui  ont.  en  dehors  des 
droites  P  et  Q,  une  troisième  tangente  commune  R  qui  est  en  même  temps  une  corde  commun''. 

4°  Le  problème  précédent  peut  être  ainsi  généralisé  :  Soit  une  biquadratique  admettant  un  plan  P  pour 
plan  de  symétrie  et  se  projetant  sur  lui  suivant  un  cercle.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui,  passant  par  les 
extrémités  d'une  corde  D  de  la  courbe  perpendiculaire  au  plan  P,  sont  doublement  tangentes  à  celte  courbe  est 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  H  ;  si  la  corde  D  se  déplace,  la  courbe  H  reste  de  grandeur  constante  ; 
enfin,  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans  normaux  à  la  biquadratique  enveloppent  une  hypocycloïde  à  quatre  re- 
broussenients. 

(D'après  Laguebre.) 

1446.  —  On  considère  un  système  quelconque  de  forces,  dont  les  éléments  de  la  réduction  à  l'origine  des 
coordonnées  sont  désignés  comme  d'habitude  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

l"  Montrer  que  si  on  effectue  la  réduction  en  un  autre  point  quelconque  M  et  que  l'on  mène  le  vecteur  MM' 
qui  représente  le  moment  résultant  en  ce  point,  on  passe  de  M  à  -M'  par  une  transformation  homographique. 
Calculer  les  formules  directes  et  les  formules  inverses  de  cette  transformation  quand  les  six  éléments  fondamen- 
taux sont  1,  0,  1,  0,  0,  h. 

2»  On  suppose  0^  vertical  et  ascendant,  le  point  .M'   pesant  et  tombant  librement  à  partir  du  plan  des  xy. 
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le  lono-  d'une  parallèle  à  0;  du  plan  des  y-,  (D)  ;  trouver  le  mouvement  du  point  correspondant  M.  La  trajec- 
toire de  ce  point  est  une  droite;  sachant  que  le  point  est  pesant  et  a  pour  niasse  m,  trouver  la  réaction  que 
cette  droite  exerce  sur  le  point  M  dans  le  mouvement  imposé. 

3°  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  de  la  droite  de  support  du  vecteur  MM'.  Ce  lieu  est  un  para- 
boloïde  ;  on  demande  le  lieu  de  son  axe,  quand  la  droite  (Dl  décrit  le  plan  des  y:. 

E.  H. 

♦ : 


DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SÂINT-ÉTIENNE    (Concours  de  1904) 


Mathématiques. 

1365.  —  1"  On  considère  une  conique  C  d'équation  Aj.--i-Bi/-  —  1  =0,  nn  point  quelconque  V 
du  plan,  de  coordonnées  aet'fi.  On  mène  un  diamètre  variable.  Soit  M  le  point  d'intersection  de  ce  diamètre 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  diamètre  conjugué.  On  demande  le  lieu  décrit  par  M,  P  restant 
fixe. 

Ce  lieu  ext  uni'  conique  V.  Montrer  qu'elle  passe  par  les  pieds  des  noi-males  â  C  abaissées  de  P. 

f"  Im  conique  V  passe  par  t7-ois  points  fixes  quel  que  soit  P.  Montrer  qu'elle  passe  par  un  quatrième 
point  fixe,  quand  P  décrit  une  droite  D.  Condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  droite  D  pour  que  le  qua- 
trième point  fixe  des  coniques  V  correspondant  aux  points  de  cette  droite  soit  situé  sur  C.  Interpréter  cette 
condition. 

3"  Lieux  des  sommets  de  V,  quand  P  décrit  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  centre,  et  pour  tangente 
au  sommet  l'un  des  axes  de  C. 

Construire  ces  lieux  sur  un  exemple  numérique  qu'on  choisira  à  volonté. 

It"  Lieux  des  foq ers  de  V  quand  P  décrit  la  parabole  de  la  question  précédente . 

1.    Soit     q  =  mx     l'étiualion  d'un  diamètre  variable  de  la  conique  G;  le   coefticient   angulaire  du 
A 
Bm 


diamètre  conjufrué  est     —  -^ —  ;     par  suite,  la  perpendiculaire  à  ce  diamètre    issue  du  point    P(a,  P)  a 


pour  équation 

„        Bm 

î/  -  1^  =  -^  (-r  -  »)• 

(In  auradoncle  lieu  du  point  M  en  remplaçant  dans  cette  équation  m  par    -^,     ce  qui  donne  suc- 

X 

cessivement 

.1-  —  a  1/  —  p 

ou  enfin 

(|-)  (A— B)a;j/- Apa;-l-Bai/  =  0. 

Coite  équation  représente  une  hyperbole  équilalère  (r)  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  passant  par  l'ori^'inc  et  parlepoint  P.  Sousla  forme  (1)  on  reconnaît  l'é(]uation  de  l'hyper- 
bole d'Apollonius  relative  au  ])oinl  P  et  à  la  conique  C. 

On  en  conclut  que  la  conique  r  passe  par  les  pieds  des  normales  issues  du  point  I'  ;i  la  conique  C. 
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2.  La  CDnique   r   passe    par  Irois  points  fixes  :  l'origine  et  les  points  à  l'infini  dans  la  direction  des 

axes  de  coordonnées. 

Supposons  que  le  point  P  décrive  la  droite 

(D)  iix  -+-  vy  -h  ic  =  0  ; 

yS  -+-  w 

nous  avons  alors     m  -t-  i-i-^  ;c  =  0  :     nous  en  tirons     ^  = ■ — ■>     et  en  portant  cette  valeur  dans 

u 

l'équation  de  la  conique  r,  celle  équation  devient 

y'u{k  —  E)x  —  B«,'j — ^[Au.r-|- Byy    =  0. 
On  en  déduit  qu'outre   les  trois   points  lixes  mentionnés    plus    haut,  la  conique  r  passe  encore  par 
le  point  qui  est  défini  par  les  équations 

w(A  —  B)a:  -  B;/' =  0,  Aux -i- Byy  =  0. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont 

_       B/r  _  kw 

'^  ~  (A— B)i/  !/  =  -  (A  _  B)y  ' 

Ce  point  est  toujours  sur  la  droite  D.  Pour  qu'il  soit  sur  la  conique  C,  il  faut  qu'on  ait 

(A  — B)V  '^  (A-B/V         ~ 


-   -  (---V 

A  ti        \  A        B  / 


=  0. 

!/-  V'  11- 

C'est  l'équation  langentielle  de  la  développée  de  la  conique  C  On  en  conclu!  que  pour  que  le  qua- 
trième point  fixe  soit  situé  sur  la  conique  C,  il  faut  que  la  droite  D  soit  normale  à  cette  conique. 

3.  La  conique  r 

(2 1  f(x,  y)  =  (A  —  B)x;/  —  Aix  +  Bay  =  0 

a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées;  par  suite,  ses  axes  sont  les  diamètres  conjugués  des 
directions  qui  ont  pour  coefficients  angulaires   ±  I.  Les  équations  des  axes  sont  donc 

(3)  /•;  +  /';  =  (A— B)(y-Ha;^— A^  +  Ba=0, 
(3/  n-fy  =  {k-B)[y-x,-k?-Bo.  =  0. 

D'autre  part,  si  le  point  P  décrit  la  parabole     y^  —  2par  =  0,    nous  avons  la  relation 

(4)  ^-2  —  2)02=0. 

Le  lieu  des  sommets  se  décompose  en  deux  courbes  :  l'équation  de  la  première  s'obtiendra  en  éli- 
minant 2  et  S  entre  les  équations  (2),  (3)  et  (4),  et  celle  de  la  seconde  en  éliminant  a  et  3  entre  (2),  (3)' 
et  (4). 

Or,  remarquons  que  le  système  des  équations  (2),  (3)'  et  (4)  se  déduit  du  système  formé  par  (2),  (3) 
et  (4)  en  changeant  y  en  —  y  et  ?  en  —  p.  Par  suite,  la  deuxième  courbe  se  déduira  de  la  première  en 
changeant  y  en  —  y  ;   elle  sera  donc  symétrique  de  la  première  par  rapport  k  Ox. 

Il  nous  suffit  donc  d'étudier  la  première  partie  du  lieu;  nous  éliminerons  »  et  3  entre  les  équa- 
tions (2),  (3)  et  (4). 

Des  deux  premières,  qui  sont  linéaires  en    a  et  ^,    nous  tirons 

__  (A-B)x>  g_   (A-BV 


B(y-x)  '  Hy-x) 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (4),  nous  avons 

(A-B)Y       g„(A-B)x^   _ 
A%-arf         P    B{y-x) 
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y^  —  ax'^(y  —  x)  =  0 


2pX' 


en  posant    a=   ^^^_^^ 

Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  admettant  un  point  triple  à  l'origine  et 
des  branches  paraboliques  dans  la  direction    Ox. 

Pour  la  construire,  on  pose     y  =  <x  ;     on  a  alors 


dx 
1Ï 


a(l- 

-1) 

t 

-4 

dt 


a(t-l) 


2<-3 


t'  dt  f- 

et  on  en  déduit  les  variations  suivantes  de  x  et  de  y  (a  étant  supposé  positif) 


/ 

30 

0 

1 

4 

3 

2" 

+  00 

X 

0 

décroit 

—  oc 

—  00 

croît 

0 

croît 

max. 

décroît 

décroît     0 

y 

0 

croit 

+  CC 

—  X 

croît 

0 

croît 

croît     max. 

décroît     0 

et  la  courbe  suivante. 


Le  lieu  des  sommets  se  compose  de  celte  courbe  et  de  la  sy- 
métrique par  rapport  à  Ox. 

4.  Soient  Xo,  yo  les  coordonnées  d'un  foyer  de  laconique  (rj; 
la  directrice  correspondante  est  parallèle  à  l'une  des  bissectrices  de 
l'angle  xOy,  et  comme  l'excentricité  de  la  conique  est  égale  à  /2, 
son  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(o)  (x — xa)--h  (y —  yo)'- —{x-h  ïy  +  >')-  =0, 

£  étant  égal  à  àz  1,  ou  s^  =  1. 

Comme,  d'autre  part,  l'équation  de  la  conique  r  s'écrit 
(A  —  B)xy  -  A^x  -t-  Bay  =  0, 
les  deux   équations    doivent  avoir   leurs   coefficients    proportion- 
nels, ce  qui  nous  donne 
-AS        ■  +Ba 

^0  -I-  yl  ■ 


Nous  en  tirons 


2xo  — 2X         -2y„— 2>£ 

(A  —  B)(y„  +  It)    _    (A  -  B)(Ey„  -+-  X) 


>»     =3    0. 


P-- 


Be 

(A-B)(Xo  +  X) 


B 


et  en  remplaçant    a  et  p    par  ces  valeurs  dans  la  relation    p-  —  2/)»  =  0,  nous  obtenons 
2pA2 


(A  -  B)=(x„  +  X)»             (A-B)(£y„-hX) 
Â^ 'P B =  ^ 


ou,  en  posant    a  = 


B(A-B) 


Klevons  au  carré,  nous  avons 


(X„  +  X)2  —   (j(£y„  -4-  X)   z:=  0, 

Xu  -+-  X-  —  OEj/o  =  X(a  —  2xo). 
(xJ-<-  Xî  _  aajo)'  =  X2(a—  2xo)', 
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nous  obtenons  enfin 

{îxl -hyl- aty.y  - {xl -(- y^)(2a:„  —  a)^  =  0 
ou,  en  supprimant  l'indice  zéro, 

(2x-^-(-y-  — aEî/)2  — (x2  -h)/2)(2a;—  ^^t  ^  q_ 
Telle  est  l'équation  du  lieu.  En  donnante    s   les  deux  valeurs 
zh  I,  on  obtient  les  équations  de  deux  courbes  symétriques  Tune  de 
l'autre  par  rapport  à  Ox. 

Prenons     f  =-t-l,     l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire  en 
simplifiant 

1/*  —  2a(i/^  —  2x!/-  +  2x-»/  —  -2x^) — d-x"  =  0; 
elle  représente  une   courbe  du  quatrième   degré    ayant   un  point 
de  rebroussement  à  l'origine  et  des  branches  paraboliques  dans  la 
direction    Ox. 

Pour  la  construire,  nous  poserons     y  =  tx:     x  est  alors  défini 
par  l'équation 

<'x^  —  2ax(/2  —  2«2  +  2«  —  2)  —  a-  =  0. 
A  toute   valeur  de    l    cette   équation  fait  correspondre  deux 
valeurs  réelles  de    x,    de  signes  contraires,  et  nous  pouvons  indi- 
quer par  le  tableau  suivant  les  valeurs  remarquables  de   x. 

ce  0  -H  00 


La  relation     y  =  tx     ne  .suffit  pas  à  déterminer  les  valeurs  de  y  correspondant  à     (  =  ±00      et 
l  =  0.     Pour  les  calculer,  remplaçons  dans  l'équation  précédente  x  par  --.     nous  avons 

«•'y-  —  2aî/(P  —  2i2  +  2<  —  2)  —  aH  =  0, 
et  nous  voyons  que  pour    (  =  ±:  oc     l'une  des  valeurs  de  y  est  nulle,  l'autre  est  égale  à  2«,  tandis  que, 
pour    (  =  0,     l'une  des  valeurs  de  y  est  infinie  et  l'autre  est  nulle. 

Ceci  nous  suffit  pour  construire  la  courbe  qui  a  la  forme  ci-contre. 

Le  lieu  des  foyers  se  compose  de  cette  courbe  et  de  sa  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

Remarques  géométriques.    —  Soient  A  et  A'  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  C,  Ai  la  per- 

peiuiiculaire  abaissée  du  point  P  sur  A'  et  M  le  point  de  ren- 
contre de  A  et  Al.  Il  est  facile  de  voir  que  les  droites  A  et  Ai 
décrivent  des  faisceaux  honiographiques,  car  à  toute  droite  A 
correspond  une  seule  droite  Ai,  et  inversement;  de  plus  la  rela- 
tion entre  les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  est  évidem- 
ment algébrique. 

Donc  le  lieu  du  point  M  est  une  conique  r  passant  par  les 
points  0  et  P.  La  tangente  au  point  P  est  la  droite  du  faisceau 
P  homologue  de  OP,  c'est  donc  la  perpendiculaire  menée  de  P 
au  diamètre  conjugué  de  OP.  La  tangente  au  point  0  est  le 
rayon  du  faisceau  0  homologue  du  rayon  PO,  c'est-k-dire  le 
diamètre  conjugué  de  la  perpendiculaire  à  OP. 

Dans  le  cas  général,  ces  deux   tangentes  ne  coïncident  pas 
avec  OP,  donc  le  lieu  est  une  véritable  conique. 
Pour  qu'elle  se  réduise  à  deux  droites,  il  faut  que  OP  soit 
perpendiculaire  a  son  diamètre  conjugué,  c'est-à-dire  que  le  point  P  soit  sur  un  axe  de  la  conique  C.  Nous 
excluerons  ce  cas  particulier. 
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Pour  que  le  point  M  soit  à  l'infini,  il  faut  que  A  et  Ai  soient  parallèles  et  pour  cela  que  A  soit  perpendi- 
culaire à  A';  dans  ce  cas,  A  et  a'  sont  les  axes  de  la  conique  C.  Il  en  résulte  que  la  conique  r  a  des  points  à 
rintini  dans  les  directions  des  axes  de  la  conique  C.  Par  suite,  cette  conique  est  une  hyperbole  équilatère. 

Cherchons  les  points  où  elle  rencontre  (C).  Soit  A  l'un  des  points  de  rencontre  ;  PA  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  en  A  à  la  conique  C;  par  suite  le  point  A  est  l'un  des  pieds  des  normales  issues  du  point  P  à  la 
conique  C.  On  en  conclut  que  r  est  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P  et  à  la  conique  C. 

Enfin,  supposons  que  le  point  P  décrive  une  droite  D.  La  conique  r  passera  par  un  point  fixe  N,  inter- 
section de  la  droite  D  et  du  diamètre  conjugué  (par  rapport  k  C)  de  la  direction  perpendiculaire  à  D. 

Le  point  >'  sera  situé  sur  la  conique  C,  si  PN  est  normale  en  .\  à  la  conique,  c'est-à-dire  si  la  droite  D 

est  normale  à  la  conique  C. 

X.,  à  Agde. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Ahblabd,  condacteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Ruines  (Cantal)  :  Bbos,  à  Albi  :  Camille  Pa- 
lazi,  école  secondaire  des  Anglais,  Lyon  —  Point  du  jour. 
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i369.  —  On  considère  un  point  M  variable  sur  une  hyperbole  équilatère  H  de  centre  0,   et  la  para- 
bole tangente  à  l'axe  focal  en  0  et  ayant  pour  axe  la  normale  à  l'hyperbole  au  point  M. 
Trouver  et  construire  le  lieu  du  foyer  de  celte  parabole. 

L'équation  de  l'hyperbole  équilatère  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  est 

r-  —  y-  —  a*  =  0. 

La  normale  MN  au  point  M  (a.  ?)  de  cette  courbe  est 


? 


0, 


ou  bien 

Le  foyer  d'une  parabole  tangente  en  0  à  l'axe  focal  et 
admettant  comme  axe  la  droite  MN  est  situé  à  l'intersection 
de  la  droite  .MN  et  de 

La  droite  (2)  est  menée  par  l'ori.irine  0  dans  la  direction 


2  =  0. 


symétrique  de  (1)  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Le  lieu  cherché  s'obtient  donc  en  éliminant  a  et  |J  entre  (1),  (2)  et 
(Jn  a  de  suito 

—  =  JL  =  l 


r 


l'ar  conséquent  le  foyer  coïncide  avec  le  point  (a,  i)  et  a  pour  lieu  l'hyperbole  elle-même. 

BROS,  à  Albi. 

Bonnes  solutions:  MM.  Pabrod  ;  Ahblabd,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Ruines;  A.  Dabho.n,  à  Alger  ;  J.    Bbllox,  à 
Lyon  ;  G.  Fmucbt,  à  Roanne  ;  G.  Cottv.  à  I)ijon  ;  M.  Constandaki  :  H.  Janois. 

Solation  géométrique.  —  C'est  une  propriété  connue  de  l'hyperbole  équilatère  que  le  point  M   est  le 
milieu  de  la  portion  de  normale  AB,  comprise  entre  les  axes.  On  sait  aussi  que  le  loyer  d'une  parabole  est  le 
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„.Uieu  du  segment  de  l'axe  compris  entre  la  tangente  et  la  non.ale  en  un  point.    Donc  ici  le  foyer   coïncide 
avec  lepoint  M.  j- .^    BARISIEN  et  CAL  CHARD. 

, ,„„, .  vu    P^BBou  ■  Amblard  ;  i.  BtLLoN;  G.  CoTrv,  à  Dijon  ;  H.  Janois,  à  Nantes 

Autres  solutions  geometriquos  .  >ni.  f  abbou 


■j.      ^.„r.  ^om;  r^ir/es  0  ('/  0'  Imrés  du  niême  côté  de  la  ligne  des   centres.  D'un 
1373   —  On  considh-e  deux  demi-cetcies  u  »  i  vj    .  .       ,    ,  ,    •   ,»  j„„i  u 

po„U  variable  M  de  la  ligne  des  centres  on  mené  la  tangente  a  0  dont  le 
point  de  contact  est  T  et  la  tangente  à  0'  dont  le  point  de  contact  est  T. 
Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  OT  et  O'T'.  Construrre  la  courbe 
dans  le  cas  où  les  cercles  sont  égaux  et  tangents  entre  eux. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres  00'   et  pour  axe  des 
y   une  perpendiculaire  quelconque  à  celte  droite  ;  désignons  par  a  et  a' 
le^  abscisses  des  points  0  et  0'  et  par  R  et  R'  les  rayons  correspondants. 
Les  coordonnées   du  point    T    sont  de   la  forme      a+Rcos,     et   Rsin,;  celles  du  point  T, 
'  _.  R'  cos  o'    et  W  sin  »'.  et  les  tangentes  en  ces  points  ont  respectivement  pour  équations 

{x  —  a)  cos  cp  -t-  y  sm  o  —  K  =  U, 
(^x — a')coso'  +  t/sintp'  — R'  =  0. 
Écrivons  que  ces  tangentes  rencontrent  l'axe  O.r  au  môme  point;  nous  avons 

Il      _  ^,         R' 

(1)  "  '^  cos<f    '"  cos  <f' 
D'autre  part,  l'équation  de  la  droite  OT  est 

y        =  tg  tt  ; 

(2)  X  —  a  ' 

celle  de  la  droite  O'T'  est 

^         —  f  o'. 

(3)  X  —  a'  °  ' 

Nous  aurons  l'équation  du  lieu  en  éliminant  o  et  o'  entre  les  équations  (1).  (2)  et  (3). 
Des  équations  (i)  et  (3),  nous  tirons  ^  ^^ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (1),  nous  obtenons  l'équation  du  lieu  sous  forme  irrat.on- 

"^"^  Rs/(a;-arT7  _    ,  ,     R's/jx -a7-+y\ 

les  radicaux  étant  précédés  de  signes  quelconques. 

Supposons  maintenant  que  les  cercles  soient  égaux  et  tangents  ;  nous  prendrons  pour  axe  des  y  la 
tangente  commune.  Nous  aurons  alors    R' =  R,     a  =  R.     g'^-R,    et  l'équation  devient 

Rs/ix-R)-  +  y-'            r.  .     Rv^(x+R>+y- 
R  _4 Li ^ ^—  =  —  RH r; 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(X  -  R)v/(¥TRr+î/^  -  (^  +  «)A-'^  -  i^)''+'/  =  ^l-'''^  -  ^")- 

Élevons  les  deux  membres  au  carré  ;  nous  avons 

(X  -  R)^[(x  +  R)^  ^y^]  -^  (X  +  mi-  - ^y  +  .V^l  -  2(-^  -  li^)v'(--^  +  f  +  li-^  +  2Rx)(x=  +  r  -^  R^  -  2Rx) 

=  4(a;-  —  R^)', 


ou 


y^(x5  +  R^)  -  (x^  —  R")-  =  {x-  —  R'-)v/(y'  +  -r'  -I-  R')'  —  -ii^'-i"' ' 
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ou,  en  élevant  encore  au  carré, 

[7f{x^  +  R»)  -  (a;''  -  R'ff  =  (x^  -  R^)^[y* -\.2y^x^  -+-  RS)  +  (x^  -  R^)'j. 
En  supprimant  le  facteur  y-  qui  correspond  au  cas  où  le  point  M  est  le  point  de  contact  des  deux 
cercles,  il  reste  pour  équation  du  lieu 

R-x^y^  —  {x^  -+-  R^)(x-  —  R-i^  =  0. 
Cette  équation  représente  une  courbe  du  sixième  degré,  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 
Pour  la  construire,  nous  résoudrons  l'équation  par  rapport  à  y^  ;  nous  avons 

(x'--+-R2)(a;'^— R2)^  . 


nous  en  tirons 


y-=z 


y  = 


R^x^ 


(a-'  —  R2)v/a--' 
Rx 


Pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffira  de  considérer  la  fonction 

y 


(a-2— R-)v/x-  +  R- 


et  d'v  faire  varier  x  de  0  à 


Ra- 
Ayant  tracé  la  courbe  correspondant  à  cette  variation,  on  construira 
„  la  symétrique  de  cette  courbe  par  rapport  aux  deux  axes. 

La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est 
dy  _    2a;'+R2x2-i-R' 
d<i-  "       RxWx'  -+-  R2 
ce  qui  montre  que  la  fonction  y  est  croissante.  Quand  x 
croît  de  0  à  R,  1/  croît  de    —  oo    à  0,  puis  quand  x  croit 
de  R  à     +00,     y  croit  de  0  à    -i-oo.     On  obtient  ainsi 
la  branche  de  courbe  MAN;  MA  est  asymptote  à  Oy  et 
NA  est  une  branche  parabolique  parallèle  à  Oj/,  car  le 

y 
rapport  -^  est  infini  pour  a;  infini. 

X 

La  forme  de  cette  courbe  montre  qu'il  y  a  un  point 
d'inflexion.  Pour  le  déterminer,  calculons  la  dérivée  se- 
conde de  y  ;  nous  avons 

d'y    _    (2a;*  +  6R'x'  +  2R*)(x-  —  R') 

dx-   ~  I 

Rj'(j;2-i-R2)s 

Cette  dérivée  s'annule  pour  i  =  R;  par  *'uite,  le  point  d'inllexion  est  le  point  A.  La  tangente  en  ce 
point  a  pour  coefticient  angulaire  2v'2.  On  achève  ensuite  aisément  la  courbe  au  moyen  de  la  symétrie 
par  rapport  aux  deux  axes. 

J.  de  THY,  école  des  Anglais,  Lyon-Point  du  Jour. 
Bonne  solution  par  M.  Bros,  à  Albi. 
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1447.  —  On  considère  un  foyer  F  d'une  ellipse  et   dfux   points  variables  de  l'ellipse,  M  et  M',  tels  que 
MF  et  M'F  soient  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'. 

K.-N.  Barisikn. 

1448.  —  Étudier  les  variations  de  l'aire  du  pai-iillilûgramme  formé  par  lescentres  de  courbure  des  quatre 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

E.-N.  Barisien. 
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i;i:\ONCE  EXACT  DU  THEOREME  DE  ROLLE 
(par  M.  Ch.  Michel,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 

•  -iol 

L'énoncé  du  théorème  de  Relie  qu'on  donne  habituellement  manque  de  précision  et  de  généralité  ; 
les  conditions  qu'on  impose  à  la  fonction  f{x)  sont  trop  restrictives.  Voici  sous  quelle  forme  il  convient 
de  le  présenter  : 

5î  une  fonction  f[x)  est  liéierminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  deux 
nombres  a  et  b  finis  ou  infinis,  si  en  outre  cette  fonction  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  a  et  quand  x 
iènd  vers  b,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b  pour  laquelle  la  dérivée  est  nulle. 

En  voici  la  démonstration. 

Puisque  la  fonction  f{x)  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  a,  et  aus?i  quand  j-  tend  vers  b,  étant 
donné  un  nombre  positif  quelconque  ;,  il  est  possible  de  trouver  deux  nombres  finis  a,  et  b,  tels  que,  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a,,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  i,  et  b,  pour  x  =  a, 
et  pour    X  —  b  ,    on  ait 

\f(x)\^-.. 

Les  nombres  a,  et  6,  étant  ainsi  ûxés,  la  fonction  fx)  admet  une  dérivée  pour  x=  0|,  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  a,  et  6,  et  pour  x=  b,.  Par  conséquent,  la  fonction  f(x)  est  con- 
tinue pour  toutes  ces  valeurs  de  x,  et  ainsi,  l'ensemble  des  valeurs  de  f(x)  correspondantes  admet  une 
limite  supérieure  M  et  une  limite  inférieure  m,  chacune  des  valeurs  M  et  m  étant  atteinte  au  moins 
pour  une  valeur  de  a-. 

Deux  cas  se  présentent  alors.  Ou  bien,  quel  que  soit  le  nombre  positif  £,  les  valeurs  absolues  de  M 
et  m  sont  inférieures  ou  au  plus  égales  à  £.  .Mors,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  on  a 

I   fiX)    I    <  €, 

et,  par  suite,  '(x)  =  0.  Donc  la  fonction  /(x)  est  nulle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  é: 
sa  dérivée  est  nulle  elle-même  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  et  le  théorème  est  démon- 
tré. —  Ou  bien,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  ^  pour  laquelle  l'une  au  moins  des  valeurs  absolues  de 
W  et  m  est  supérieure  à  z.  Supposons  que  ce  soit  la  valeur  absolue  de  M;  si  c'était  la  valeur  absolue 
de  m,  le  raisonnement  serait  analogue.  11  existe  au  moins  une  valeur  c  de  x  comprise  entre  a,  été,, 
pour  laquelle  on  a 

/(x)=M. 

Le  nombre  c  ne  peut  être  ni  a,  ni  b„  car  f{a,)  et  f\^l'i)  ont  des  valeurs  absolues  inférieures  ou  au 
plus  égales  à  £,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  f(c)  est  supérieure  à  i.  Donc,  c  est  compris  entre  a, 
et  bi.  Cela  posé,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  e,  et  b,,  on  a 

Supposons  que  x  soit  plus  petit  que  c  ;  alors,  on  a 

X —  c 
Si  on  fait  tendre  x  vers  c  par  valeurs  plus  petites  que  c,  le  premier  membre  de  la  relation  précé- 
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dente  tend  vers  f(c)]  donc, 

f\c)  >  0. 

Supposons  que  x  soitplu>  grand  ]ue  c\  alcrs,  on  a 

X  —  c 
Si  on  fait  tendre  a;  vers  c  par  valeurs  plus   grandes  que  c,  le  premier  membre  de  la  relation  pré- 
cédente tend  vers  /"'(c)  ;  donc, 

ne)  <  0. 

Finalement,     f'{c)  =  0.     Le  théorème  est  démontré. 

Je  terminerai  par  une  application  du  théorème  de  Rolle  ainsi  modifié. 

Soit  la  fonction  e--''  qui  est  déterminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x.  Elle  tend  vers 
0  quand  x  tend  vers  — «et  aussi  quand  x  tend  vers  +  »  .  Donc,  sa  dérivée  s'annule  au  moins  une 
fois  pour  une  valeur  finie  de  x.  Elîectivement,  cette  dérivée  a  pour  expression    — Ixe-^'  et  elle  s'annule 

pour    X  =  0. 

♦ 

SUR  UN  THÉORÈME  D'ANALYSE 

par  M.  J.  Ri3hard,  [irofesseur  au  lycée  Je  Dijon. 


F(x)  étant  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x,  et  convergente  lorsque  la 
valeur  absolue  de  x  est  inférieure  à  /,  on  a  la  formule 

F(x  +  h)=  F(x)  +  A  ¥'[x)  +  -^  F"(.c)  +  ■  ■  • , 

le  développement  étant  valable  tant  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  x  et  de  h  est  inférieure  à  /, 
et  F'(x),  F'(a;),...  désignant  les  séries  obtenues  en  prenant  les  sommes  des  dérivées  successives  de 
chaque  terme  de  F(x). 

Ce  théorème  d'analyse  est  très  utile,  car  il  permet  de  traiter  les  séries  comme  des  polynômes.  Il 
n'est  pas  courant  cependant,  et  cela  doit  tenir  à  ce  que  pour  le  démontrer  on  fait  usage  d'ordinaire  des 
séries  à  double  entrée. 

Je  me  propose  de  le  démontrer  sans  cela. 

Je  désignerai  par  G(x)  la  série  obtenue  en  remplaçant  dans  Fi^x)  les  coefficients  par  leurs  valeurs 
absolues,  par  X  la  valeur  absolue  de  x,  par  H  celle  de  h,  par  k  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est 
plus  petite  que  H,  par  K  la  valeur  absolue  de  A-,  par  Fp(x)  et  G,,(x)  les  sommes  des  p  premiers  termes 
des  séries  F(x)  et  G(x),  par  Rp(x)  et  ?p(x)  les  restes  correspondants,  en  sorte  que 

F(x)  =  Fp(.T)  +  R,(x), 
G(x)  =  G,,(J^)-l-?p(x). 

Si  l'on  voulait  considérer  les  séries  imaginaires,  on  remplacerait  partout  le  mot  oaleur  absolue  par  le 
mol  module. 

Le  signe  |  a  |  signifiera,  selon  l'usage,  valeur  absolue  (ou  module)  de  a. 

La  série    G(X  +  H)    est  supposée  convergente  si    X  -i- H  <  /.     Prenons  p  assez  grand  pour  que 
Pp  (.X -h  H)  <  s,    alors    Rp(x-t-A)    contenant  les  mêmes  termes  que  p,,  au  signe  près,  on  a.m'à 
\R,,{x-i-h)\<t  et  |Rp(x)|<£. 

Si  l'on  développe  chaque  terme  de    G(X4-H),    on  voit  que  tous  les  termes  de     G^X),     HG'(X), 

H» 

-r-â  GV),     etc.,  sont  contenus  dans  le  développement. 

('es  séries  sont  donc  convergentes,  et  de  plus  les  restes  obtenus  en  s'arrolant  au  p''""^  terme  sont 
Irius  plus  petits  que  t. 
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Il  en  est  de  même  a  fortiori  pour  les  séries  F(.r),  h¥\x),  -—¥"{x),...,  qui  sont  formées  des  mêmes 

termes  que  les  précédentes,  au  signe  près. 

Si  donc  on  désigne,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  par  k  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  H 
et  par  K  ladite  valeur  absolue,  F,,(x-i- /•)  dilTérera  d'abord  de  F{x  +  k)  d'une  quanlilé  inférieure  en 
valeur  absolue  ii  e. 

D'autre  part, 


différera  de 


d'une  quantité  moindre  que 


ou  que 


Pp(^-) 

k 

f;(x-)+ 

k^ 
1.2 

v':.(x) 

F{x) 

A- 

■F(x)^ 

k- 
TI2 

F"{x) 

£  -+- 

K 

+  ■••, 

[uantité  aussi  petite  qu'on  voudra. 


H  — K 

La  formule 

(1)  F(,r  +  /.-)  =  F(a-)H-^F'(a)-^-j^F»  +  - 

est  donc  telle  que  son  premier  membre  diffère  de  moins  de  £  du  premier  membre  de  la  formule 

(2)  F„(a;  +  k)  =  F„(x)  +  A  F;,(x)  -^  ^^  F;(x)  ^-  ■  ■  • , 

tandis  que  son  second  membre  diffère  de  moins  de    — —    du  second  membre  de  la  formule  (2). 

Or,  F,,(a)  étant  un  polynôme,  la  formule  (2)  est  vraie.  Les  deu.x  membres  de  la  formule  (1)  différant 
aussi  peu  qu'on  voudra  des  deux  membres  de  la  formule  (2),  la  formule  (Ij  est  vraie  aussi. 


ALGEBRE 


1375.  —  Montrer  que,  dans  la  méthode  d'approximalion  de  Newton,  on  peut  remplacer  la  limite  supé- 
rieure que  l'on  donne  habituellement  pour  l'erreur  commise  sur  la  n™^  valeur  approchée, 

{b  —  an)m  {f>  —  a„)m       fî^y 

par 


dans  laquelle  M  désigne  aussi  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  la  dérivée  seconde  dans  l'inter- 

^ 

valle  [a,  b).   Celte  nouvelle  expression  a  l'avantage  de  tendre  vers  0  avec  —  • 

Soient  a  et  i  deux  nombres  comprenant  une  seule  racine  x^  de  l'équation    f{x)  =  0. 

Nous  supposons  que,  les  conditions  connues  étant  remplies,  la  méthode  de  Newton  soit  applicable 
au  nombre  a. 

On  sait  que  dans  ces  conditions  l'erreur  qui  subsiste  après  l'application  de  la  méthode  est  plus 
petite  que 

{b~a)m 

M  étant  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  f"{x)  quand   r  varie  entre  a  et  b. 


3i0 


MÉCANIQUE 


Appliquons  n  fois  de  suite  la  méthode;  soit  („  la  valeur  obtenue.  La  racine  Xo  est  comprise  entre 
a„  et  6. 

Si  nous  appliquons  à  ces  deux  nombres  a„  et  b  la  méthode  des  parties  proportionnelles,  nous 
obtiendrons  une  valeur 

l'na„)-a„r,b) 


(i) 


b„  = 


/\««)-A6) 

et  la  racine  Xo  est  comprise  entre  a„  et  b„. 

Si  donc  nous  appliquons  encore  une  fois  la  méthode  de  Newton  au  nombre  a„.  Terreur  qui  sub- 
sistera sera  plus  petite  que  le  nombre  obtenu  en  remplaçant  dans  lexpression  (1)  a  et  i  par  a„  et  h„. 

On  trouve  ainsi 

(à  -  an)\7(a„)]-M„ 

M„  étant  le  maximum   de  la  valeur  absolue  de  f  {x),  quand  x  varie  entre  a„  et  6„. 
D'ailleurs,    M„  est  au  plus  égal  à  M.  On  peut  donc  remplacer  cette  limite  par 

{b-a„)m[aa„)r- 
2[/-K)-/-(6)]^|/'K)|' 
et  cette  quantité    tend  vers  zéro  quand   n   augmente  indéfiniment,  puisque  a„  ayant  pour  limite  la 
racine,  f[a„)  tend  vers  zéro. 
Bonne  solution  par  M.  Parbod. 


MECAMOLE 


1372.  —  On  donne  deux  ares  rectangulaires  Oc,  Oy.  Une  barre  rectiligne  AB  de  longueur  a  se 
meut  dans  le  plan  xOy  ;  le  point  A  décrit  Ox  avec  la  vitesse  constante  u„  et  l'extrémité  B  est  animée  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  u„. 

1°  Former  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  B  . 

2°  Soit,  à  l'instant  t,  I  le  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B  aux  trajectoires  de  ces  points; 
écrire  l'équation  du  lieu  du  point  I. 

3'  M  étant  un  point  quelconque  du  plan,  invariablement  lié  à  la  barre  KB,  démontrer  que  l'Iiodographe 
relative  au  mouoement  de  ce  point  est  une  circonférence. 

1"  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  0  de  Ox  où  passe  le  mobile  A  à  lorigine  des 
temps  et  pour  sens  positif  le  sens  du  déplacement  de  ce  point.  Nous 
aurons  OA  =  v^t.  Dautre  part,  si  nous  appelons  o  l'angle  de  AB  avec 
Ox,  et  fl  la  longueur  AB,  les  coordonnées  du  point  B  auront  pour  expres- 
sion 

X  =  Vf,t  -t-  acos  o, 
y  =  a  sin  o. 

Les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  seront 

dx  do 

dt 

dy 


y 


par  suite,  la  vitesse  de  B  étant  uo,  nous  aurons,  pour  déterminer  o, 

(.,-«sin,^)Va^cos^o(^)'  =  «5. 


MÉCANIQUE  3il 


do 
Celte  équation  se  décompose  en  deux  :     -^  =  0,     qui  donne     <?  =  c'e     et  qui  correspond  au  cas 


où  le  mouvement  de  la  barre  est  un  mouvement  de  translation  parallèle  à  Ox  ;  puis 
qui  donne 


do       ^      . 

a  —^ Sî'.smç  =  0, 

dt 


sin  9  a 

Cette  équation  s  intégre  immédiatement:  en  pfl'et,  le  premier  membre  peut  s'écrire 

do 


et  l'on  a  finalement 


o     =■ 

rf? 

S! 

COS^y 

o            o 

O 

2sm-^cos-^ 

'^t 

d^S^ 

2!'„ 

■dt. 

o 

a 

tst 

puis, 


Lte-^  = 


Choisissons  pour  origine  des  temps  l'instant  où  la  barre  est  perpendiculaire  à  0.t  :  la  constante  sera 
nulle  et  nous  aurons  enfin  ,^ 

en  posant  a  =  — ^  • 

Dès  lors, 
et 


1  —  e'" 

COSo   = -- 

1  +  e=" 

=  -Ighot; 

2e»' 

i 

"^'^  ■         1-1- e-»' 

Ch  al 

les  coordonnées  du  point  B  en  fonction  du  temps  sont  donc 

IX  =  i!i,< —  a  tgh  Oit, 
^  ~    Ch  a/  ' 

Ce  sont  là  les  équations  paramétriques  du  lieu  de  B. 

Pour  construire  ce  lieu,  nous  remarquons  que  le  changement  de  /  en  —  t  change  simplement  le 
signe  de  x  et  n'altère  pas  ;/ ;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapporta  Oj/,  et  pour  en  avoir  une 
moitié,  il  suffit  de  faire  varier  <  de  0  à  +  ce  .  Nous  voyons  de  suite  que  dans  cet  intervalle  y  décroit 
depuis  a  jusqu'il  0.  La  dérivée  de  x  est 

dx  «ï  ch-ï<  — 2 


=   t'ii — •  =  Vn 


dt  ch-a/  ch'-xt 

elle  est  négative  jusqu'à  la  valeur  U  de  t  pour  laquelle  ch  st  =  y/ï,  et  positive  ensuite.  Soit  to  cette 
valeur;  x  est  nul  pour  t  =  0,  négatif  et  décroissant  depuis  t  =  0  jusqu'à  t  —  to;  pour  t  =  t<,,  il 
passe  par  un  minimum,  puis  croît  constamment  ensuite;  pour  /  =  -i-  x  ,  il  est  égal  à  -+-00  ;  il  s'annule 
donc  une  nouvelle  fois  pour  une  certaine  valeur  t,   plus  grande  que  /o. 


34:2 


MÉCANIQUE 


En  remarquant  en  outre  qu'au  départ,  pour    /  =  0,    la  dérivée  de  y    est   nulle,    on  a  tout   ce  qu'il 

faut  pour  donner  la  forme  de  la  courbe. 

Si  on  veut  l'équation  cartésienne  de  ce  lieu,  on  tirera 
t  de  la  seconde  équation  et  on  le  portera  dans  la  première  . 
On  aura  ainsi  successivement 

1 


at  =  dViX  ch 


ars:  ch 


puis 


arg  cil /a^  — »- 

y 


On  trouve  d'ailleurs  aisément  que 

arg  ch  —  =  L  (  —  •-+- v/-^  —  I   )  ; 

y         \y      ^  y-        ' 

par  conséquent,  l'équation  cartésienne  est  finalement 

,8,  ,=m^v5r7)^,5^. 


y      '   y 

2.  Les  coordonnées  du  point  I  s'obtiennent  immédiatement  en  cherchant  le  point  de  rencontre  des 
normales  en  A.  et  en  B,  tel  qu'il  est  indiqué  dans  l'énoncé.  La  normale 
en  A  a  pour  équation     X  =  vj  ;     la  normale  en  B, 

{X—x]x'-h(\'  —  y)>j'  =  0; 
la  première  donne  l'X  du  point  I,  la  seconde  donne  l'Y.  Si  nous  revenons 
aux  valeurs  initiales  de   x,  y,  x',  y'   et  que  nous  remplacions    X    par    v^t 
dans  la  seconde  équation,  celle-ci  devient 


et  donne 


mais 

donc  finalement 


dt 


■  a  cos  o(  «u  —  a  sin  i> 

«9 
~dî 

et 


dt 


/A-  ■  >  do  ^ 

■{\  —  a  sm  CD)  a  cos  o  -r^  =  0 
'    dt 


1 

ch  (Ht  ' 


Y  =  —  ch  a/. 

2 

Le  lieu  du  point  l  a  donc  pour  équations  paramétriques 

a 
(3)  -r  =  v4,  y  =  —  ch  it. 

Cette  courbe  se  construit  à  vue  :  elle  est  syin>Hrique  par  rapport  à    0;/,    admet  pour  sommet    le 
point     (o,  —  )'    tourne  sa  concavité  vers  les  y  positives  et  se  compose  de  deux  arcs    infinis  et  iiarabo- 
liques  dans  la  direction    0;/. 

3.  Si  nous  appelons  o,  et  6,  les  coordonnées  du  point  M  par  rap- 
port i\  l'axe  AB  et  à  l'axe  perpendiiulaire  mené  par  le  point   .\,   les 
('Oi)rdonnéos  du  point  M  dans  le  système  Ox,  Oy  seront 
X  =  t\t  -h  a,  cos  9  —  /',  sin  ip, 
1/  =  fï,  sin  <p  -f-  6,  cos  o  ; 
pur  conséquent,  les  composantes  de  la  vitesse  auront  pour  expressions 

X  =  u„  —  (a,  sm  o  M-  6,  cos  o)  — ^, 
y  =  (a,coso  —  Oi^\no)--. 


y 

y 

f 

0 

X 

MÉCANIQUE 


3'i3 


rff            2y.      .  .        .  sin2? 

Remplaçons  dans  les   seconds   membres  —7— par sin  =>,    puis    smocoso    par — - — .cos-o 


dl 
1 +COS  20  1  —  cos2o  . 

et  sm-i    par et    ^  ;     nous  aurons  successivement 

.    F  2  t 

2r 

x'  =  V» î-  (a,  sin-  o  +  //,  sin  ?  cos  o), 

a 

2r 
y'  =  —  (a.  sin  o  cos  =  —  Aj  sin-  a), 

a;'  =  u„ ^  r«i(l  —cos  2o)  -+-  i,  sin  2o], 

a    ~ 

,,'  =  I±  r„,  sin  2î>  -  6/1  —  cos  2=^)1; 
•'a  ■  ' 

x'  —  y.  -f — ^^ —   =  —  (a,  cos  2o  —  0,  sin  2o), 
(in 

v'  -+-  !^  =  —  (a,  sin  2--s  -t-  é,  cos  2o). 

^  a  n 

En  élevant  au  carré  et  ajoutant,  nous  oblenons 
(4)  (^,  _,,+  _i.)_^^,  ^__)    =_(« 

ce  qui  montre  bien  que  le  point   (x  ,  y'    décrit  un  cercle. 


et 


flnalfment 


bh. 


Femarques  géométriques.  —  Le  mouvonipnt  peut  cire  envisagé  comme  rcsullant  de  deux  mouve- 
menls  :  d'un  niouvcnicnt  d'eniraînemeni  de  la  barre,  parallèle  à  Ox  et  avec  la  vitesse  constante  fo  pour  chaque 
point  de  celle  barre  ;  puis  d'un  mouvement  de  rotation  de  la  barre  autour  du  point  A.  Pour  obtenir  la  vitesse 
du  point  B  dans  ce  mouvement  de  rotation,  imaginons  qu'on  imprime  à  tout  le  système  un  mouvement  de 
translation  additif,  parallèle  à  O.r  et  de  vitesse  égale  ii  —  ïo  ;  le  point  A  sera  alors  immobile  et  tout  se  réduira 
au  mouvement  de  rotation  autour  de  A.  Le  point  B  est  alors  animé  de  deux  vitesses:  la  vitesse  inconnue  r,, 
qu'il  a  dans  le  mouvement  indiqné  et  la  vitesse  —  vo,  parallèle  à  Oar,  et  que  nous  venons  de  lui  imprimer  Ces 
deux  vitesses  doivent  admettre  comme  résultante  la  vitesse  de  rotation  autour  de  A,  c'est-à-dire  une  vitesse 
perpendiculaire  à  AB.  Donc  la  vitesse  cherchée  vi,  est  symétrique  de   — co   par  rapport  à  une  perpendiculaire 

à  AB,  ou  enfin,  symétrique  de  la  vitesse  ro,  parallèle  à  Ox,  par  rapport 
à  AB.  Cette  remarque  très  simple  permet  d'obtenir  immédiatement  les 
composantes  de  la  vitesse  du  point  B  et,  par  suite,  les  coordonnées 
de    B. 

La  perpendiculaire  BI  au  point  B  à  la  vitesse  de  B,  Bt>,  est  symé- 
trique de  la  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  le  même  point;  donc  les 
angles  à  la  base  du  triangle  lAB  sont  égaux  et  ce  triangle  est  isocèle. 
Ceci  donne  un  moyen  très  simple  de  construire  le  point  I  et  de  calculer 
ses  coordonnées. 

La  vitesse  du  point  B  dans  le  mouvement  de  rotation  est  la  résul- 
tante de  deux  vitesses;  l'une,  constante  en  grandeur  et  de  direction 
variable  Bi-,,  ;  l'autre,  —  r„.  parallèle  à  Ox.  L'hodographe  relative  a  la 
première  est  le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon  ro. 
L'hodographe  relative  à  la  vitesse  totale  est  donc  ce  cercle  auquel  on 
imprime  la  translation   —  r,,  parallèle  à   Oar.  Soit   C    ce  nouveau  cercle.  L'hodographe  d'un  point  quelconque 

de  AB  situé  à  la  distance  r  du  point  A  est  donc  l'homothétiquo  de  C,  par  rapport  à  0,  et  dans  le  rapport 

Soit  Cl  ce  cercle.  Si  on  prend  un  point  M  invariablement  liéii  AB  et  à  la  dislance  r  du  point  A,  sa  vitesse  sera 
la  même  que  celle  du  point  précédent,  mais  elle  fera  avec  collo-ci  un  angle  constant  0  égal  à  l'angle  de  AM 
avec  AB.  L'hodographe  de  ce  point  dans  le  mouvement  de  rotation  s'obtient  donc  en  faisant  tourner  le  cercle 
Cl  de  l'angle  6  autour  de  A.  Soif  C.  le  nouveau  cercle  ainsi  obtenu.  11  suffit  maintenant  de  lui  faire  subir  une 


y 

/ 

--"/B 

'^          / 
1          / 
1        / 
1     / 
1   / 

0 

A 

X 

3U  PHYSIQUE 

translation  parallèle  à  Ox  et  d'ampliUide  fo  pour  avoir  l'hodographe  de  M.    On  voit  donc  bien  que  cette  hodo- 

graphe  est  un  cercle  . 

Bonnes  solutions:  MM.  Amblard,  conducteur  des  ponts  et  chaussées  à  Riiioes  ;    Par^od:   M.    I-urevcr  ;    G.    Pélissier, 
lycée  de  Toulouse:  Qokmeseur,  lycée  de  Rouen  :  M.  Gringier,  à  Monbydier  .  G.  Cotty,  k  Dijon. 


PIIVSIQU  E 


1283.  —  Un  voyageur  pesant  IQ^S  et  de  chaleur  spécifique  égale  à  l'unité  gravit  une  montagne  en 
s'élevaiit  de  600'"  en  une  heure  dans  un  air  sec  à  0°  et  à  la  pression  moyenne  de  700""".  //  fait  18  inspi- 
rations par  minute  et  rejette  à  chaque  expiration  1'''  d'air.  Cet  air  expiré  est  à  la  température  du  corps 

(38°  en  moyenne),  et    à  moitié  saturé  de  vapeur  d'eau  (densité  :  — ,     pression   maxima  à   38°  :  oO""")  ;  il 

8 

renferme  4  pour  100  en  volume  de  gaz  carbonique  [densité  :  'l,o3j.  On  admettra  que  lu  formation  de  ces 
deux  corps  a  produit  la  même  chaleur  que  si  elle  avait  eu  lieu  par  combustion  d'hydrogène  et  de  carbone  libres. 
Chaleur  de  formation  de  /'eau  .•  39'^"' ;  du  gaz  carboniqite  :  QA'^^K  Enfin,  pour  le  calcul  de  l'échange  de 
chaleur  résultant'  de  la  différence  des  températures  de  l'air  inspiré  et  de  l'air  expiré,  on  négligera  leur 
différence  de  masse  et  de  composition.  Chaleur  spécifique  de  l'air  :  0,237. 

De  com.bien  varierait,  en  une  heure,  la  température  du  voyageur  si  ses  vêtements  le  protégeaient  contre 
tout  échange  de  chaleur  avec  le  milieu  extérieur?  On  négligera  toute  production  d'énergie  étrangère  aux 
phénomènes  meniiontiés. 

Masse  spécifique  de  l'air  ù  38°  et  sous  la  pi'ession  d'un  millimètre  :  0,000001o. 

1.  Le  travail  accompli  par  le  voyageur  est  de    70x600    kilogrammètres,  et  le  nombre  de  grandes 

calories  équivalentes  est     — — =  98,6. 

426 

2.  La  vapeur  d'eau  produite  en  une  heure  représente  60  fois  18  litres  à  38"  et  sous  une  pression 
égale  ù  la  moitié  de  la  pression  maxima.  Sa  masse  en  kilogrammes  est  égale  à 

60X  18  X  4-X  ^tX  "StX ^-5^-  =  60  X  18 x:  ^  X  0,0000013  X 23  =  0,02531 

o  y / o  7bU  .  Oo  o 

1  ^ 

273 

et  représente  un  nombre  de  molécules-grammes  égal  à 

La  chaleur  dégagée  par  la  formation  de  cette  eau  est  donc,  en  grandes  calories, 

1,400  X  59  =  83. 

■i 

3.  Le  gaz  carbonique  exhalé  est  à  une  pression  égale  .iux  -r-ïT  ^'^  ^"^  pression  totale  de  700'°'°.  Sa 

masse  est  donc 

60  X  1 8  X  1  ,o3  X  —^  X  700  X  0,00000 1  o  =  0'^«,0694 

et  représente  un  nombre  de  molécules-grammes  égal  à 

^!^  =  1,578. 

La  chaleur  dégagée  par  la  lormation  do  ce  gaz  carbonique  est  donc 

1,578  xOi  =  148,3. 

4.  Kiilln,  l'air  qui  entre  à  0°  et  sort  à  38°  emporte  une  qnfintité  de  chaleur 

60  X  18  X  700  X  0,0000013  X  0,237  X  38  =  10,2. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE)  343 

Les  phénomènes  chimiques  ont  donc  produit     83+  1-48,3  =  231,3     calories. 

Sur  cette  quantité  de  chaleur,  98,0  calories  ont  été  transfornaées  en  travail  et  10,2  ont  échauffé  l'air 
expiré.  La  différence  231,3  — 98,6  — 10,:2  =  122,7  a  été  employée  à  élever  la  température  du  corps 
du  voyairenr.  dont  la  capacité  calorifique  est  de  TO"*?.   L'élévation  de  température  cherchée  est  donc 

122,7         .    _,. 

— =    1°,  lO. 


OLESTIONS   POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1903,  fin) 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

X  —  a 

4709.  —   D'un   point    P  (xo,  i/o,  3o)  on  abaisse  une  perpendiculaire    PM  sur   la  droite 

Calculer  les  pro.jections  du  segment  PM  sur  les  trois  axes  de  coordonnées. 

x  —  a         y  —  6         3  —  c       x  —  a'         y  —  '»'         z  —  c'  „  .      ,   „,     , 

4710.  —  Soient  les  deux  droites      =  — - —  = >     ; —  =  — -, —  = ; — ,      ».  ?,  Y     et    »,  ?,  r 

»  i3  r  »  !■'  r 

étant  les  cosinus  directeurs.  Déterminer  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites,  leur  plus  courte 
distance  et  les  poinls  où  la  perpendiculaire  commune  rencontre  les  deux  droites.  Peut-on  déterminer  a,  h,  c,  u',  h',  c'  en 
sorte  que  la  droite  joignant  les  ileux  points  (a,  h,  c)  et  {a',  b',  c)  soit  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  .' 

4711.  —  Étant  donné  un  numbre  quelconque  de  droites  dans  l'espace,  montrer  que  par  une  transformation  conve- 
nable de  coordonnées  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  Zab  —  O,  Sbc  =  0,  —  {a,  b,  c),  {a',  h.  c'),  ...  étant  les 
cosinus  directeurs  des  droites. 

4712.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  îles  carrés  de  leurs  distances  à  des  plans  fixes  soit  constante, 

4713.  —  Symétrique  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  ou  par  rapport  à  ime  droite. 

4714.  —  On  donne  trois  droites  passant  par  l'origine,  OA,  OB,  OC  et  ayant  respectivement  pour  cosinus  directeurs 
(a,  ?,  Y).  {%',  ?',  r')  et  (i~,  y,  y).  Etablir  analytiquement  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

4715.  —Trouver  l'équation  du  plan  tangent  au  point   {Xo,  i/o,  r»)   à  la  surface     M  ^T'    "T"  )  ~  **•     ^'ontrer  que   ce 

plan  passe  par  l'origine  et  qu'il  est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice. 

47le.  — On  considère  une  hélice  circulaire  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  d'axe  Oz.  On  demande  la  trace  sur 
le  plan  des  xy  d  un  c;lindre  passant  pir  l'hélice  et  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée. 

4717.  —  Trouver  les  foyers  de  la  niniciue  déûnie  par  les  équations    x-)-(/-(-z-i-l=0,    x'-t-y'  —  2x  —  2j/  —  1=0. 

4718.  —  Lieu  du  point  M  tel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  à  m  droites  fixes  soit  constante. 

4719.  —  Trouver  le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe 

a-Xo  b'y«  c-z„ 

^  a''  -hp'  b-  +  p'  "  ^  c'-ho  ' 

p  désignant  un  paramètre  varialile. 

4720.  —  Tangi'nte  en  un  point  de  la  courbe    x  ^  az",    y  —  i;  .     Calculer  la  longueur  d'un  arc. 

4721.  —  On  considère  la  surface  de  révolution  d'axe  05  et  dont  la  méridienne  dans  le  plan  des  xz  a  pour  équation 
a;  =  m/  —  sin  t),  ï  =  a(l  —  cos  t),  y  =  0.  Trouver  l'équation  de  la  surface.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit 
parallèlement  à  la  direction  qui  a  pour  paramètres  directeurs  (,  m.  il.   Projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy. 

4722.  — Rayon  de  courbure  de  l'hélice  circulaire.  Quelle  est  l'indicatrice  sphérique  des  tangentes  .'  Ne  peut-elle  être 
considérée  comme  une  hodographe  .' 

4723.  —  Trouver  les  coordonnées  des  centres  de  similitude  des  deux  sphères 

(.r-a)i  +  l!/-?l2-(-(3-v)-2  — R-2  =  0,  (x-a')2-(-(!/  — 3r-!  +  (:-v')^-R'2=  0. 

4724  —  Lieu  engendré  par  les  normales  menées  des  points  d'une  droite  à  une  elHpse  non  située  dans  un  même  plan 
avec  la  droite.  Cas  où  la  droite  passe  par  le  centre  de  l'ellipse. 

4725. —  Trou  ver  l'équation  du  cylindre  ayant  pour  directrice  le  cercle    x--i-  y-  —  K-  =  0,    :  =i  0    et  dont  les  génératrices 

sont  parallèles  à  la  droite      —=—=—.      Section  de  ce  cylindre  par  le  plan      1/ =  0.     Écrire  que  cette  section  est 
l         m         II 

semblable  à  une  conique  donnée. 

4726.  —  Équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe  i/  =  0,  c  =  ^(j)  tournant  autour  de  0;. 
Démontrer  que  la  normale  en  un  point  quelconque  rencontre  l'axe. 

4727.  —  Équation  générale  des  cônes  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite     -^  =:  —  =  -^■ 

»         i^         ■".' 

4728.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  ellipse  donnée  et  qui  sont  coupés  par  un  plan  suivant  un  cercle. 

4729.  —  Volume  engendré  par  une  cvcloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

4730.  —  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  cônes  ayant  pour  sommet  l'origine.  Interpréter  géométrique- 
ment cette  équation. 
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4731 .  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  la  courbe    y  ^  0,    j  =  tg  ;     tournant  autour  de  0:.  Déterminer  la 

courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  cette  surface  et  parallèle  à  la  direction     —  :=  —  =  —  • 

/         wi         n 

4732.  —  Soient  p,  g,  r  les  longueurs  des  normales  menées  d'un  point  M  à  trois  surfaces  données.  Si  p,  q,  r  vérifieni 
une  relation  f{p,  q,  r)  =  0,  le  point  M  décrit  une  surface  S.  Déterminer  la  normale  au  point  M  h  la  surface  S  et  inter- 
préter le  résultai  géométriquement. 

4733.  —  On  considère  une  hélice  circulaire  décrite  sur  un  cylindre  de  révolution  tangent  suivant  0:  au  plan  des  y; 
et  on  fait  tourner  celle  hélice  autour  de  Oï.  Trouver  la  surfnce  engendrée,  et  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  des  zx. 

4734.  —  Équation  du  conoide  engendré  par  des  droites  rencontiant  une  hélice  circulaire  et  coupant  son  axe  à  angle 
droit.  Section  de  la  surface  par  un  cylindre  de  révolution  |i:i-sant  par  Taxe  de  l'hélice. 

4735.  —  Dans  le  plan  des  xy  on  donne  la  conique  Ax-  -h  2B.rî/-^  Cy-  -h  D  =  0,  et  sur  0:  on  considère  deux  points 
M  et  M'.  Par  le  point  M  on  mène  une  droite  A  parallèle  à  Ox  et  par  M'  une  droite  i'  parallèle  à  Oy .  Trouver  le  lieu  d'une 
droite  assujettie  à  rencontrer  la  conique  et  les  droites  i  et  A'.  I.a  surface  obtenue  peut-elle  se  décomposer? 

4736.  —  On  donne  trois  droites 

l    y  —  a,  l    s  =  a',  i.    x  =  a", 

(    :   =  6,  }    X  =  h',  ^     I    y  =  b": 

trouver  le  lieu  engendré  par  une  droite  variable  qui  rencontre  A.  A',  A  . 

4737.  —  Lieu  engendré  par  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy,  rencontrant  0;  et  tangente  à  une  sphère  ayant  son 
centre  sur  Oj. 

4738.  —  Soient  M  et  M'  deux  point?  infiniment  voisins  d'une  courbe  gauche  ;  démontrer  que  la  distance  du  point  M' 
au  plan  osculateur  en  M  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  par  rapport  à  MM'. 

4739  —  Equation  du  tore  d'axe  0;  engendré  par  une  circonférence  située  dans  le  plan  j-O:.  On  coupe  ce  tore  par 
un  plan  bitangent  ;  trouver  l'équation  de  la  section  rapportée  à  deux  axes  du  plan  sécant. 

4740  — Equations  de  l'hélice  circulaire.  Plan  osculateur.  Normale  principale.  Rayon  de  courbure. 

4741.  — On  éclaire  un  tore  par  des  rayons  lumineux  parallèles:  démontrer  analyliquement  que  la  projection  de  la 
courbe  d'ombre  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  est  une  conchoide  d'ellipse. 

4742.  —  On  considère  les  deux  quadriques 

rt-  +  y-  -t-  43X  —  8a;  =  0,  x-  -h  y^  —  2yz -h  by  =  0. 

Trouver  la  projection  de  leur  intersection  sur  le  plan  des  xy  et  construire  la  courbe  obtenue. 

4743.  —  Lieu  d'une  droite  s'appuyant  sur  Os,  sur  l'ellipse     x  ^  3,     — — h  — I  :=  0,     et  qui  reste  parallèle  au 

b-         c- 
plan  des  xy.  Volume  compris  entre  Oz  et  le  plan  de  l'ellipse. 

4744.  —  Equation  du   cône   ayant  pour  sommet  le  point   (x„,  y.,,  So]  et  pour  base  l'ellipse      —;-  -+■  -^- 1  =;  0, 

î  =  0.    Condition  pour  que  ce  cône  soit  de  révolution. 

4745.  —  On  considère  le  cylindre  (2i  —  y)(2x- — y-j -^  x-  —  «/- ^  0  qui  contient  la  génératrice  0;.  Plan  tangent 
le  long  de  cette  génératrice. 

4746.  —  Etudier  la  surface       — ; —  -i — ^ — -  ^  -^      (a  >  b).     Section  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy. 

Volume  compris  entre  les  plans    :  =  0    et    z  =  b. 


Même  question  pour  la  surface     --; 

a-  —z         u  —  ^  c 

2 

4747.  —  Que  représentent  les  équations    x  =  —z",    y  =  z°.     Arc  de  cette  courbe.  Montrer  que  la  tangente  fait  un 

angle  constant  avec  une  direction  fixe. 

4748.  —  Volume  engendré  par  la  conique    ix°  +  2xy -~- y^  —  2ay  =0    tournant  autour  de  Oy. 

2 
4740.  —  Soit  M  un  point  de  la  courbe    x  =--z',    y  =  :-.    Le  plan  osculateur  en  ce  point  rencontre  0:  en  un  point  N. 

Lieu  de  la  droite  MN.    Pourrait-on  donner  au  point   M   sur  la  courbe  un  mouvement  tel   que  l'accélération  soit   constam- 
ment placée  sur  la  droite  MiN'.' 

4750.  —  Equation  du  cône  de  sommet  (Xo,  i/o,  So)  et  circonscrit  à  la  sphère  x'^  ■+■  y--¥-  z-  —  R'-  =0.  Lieu  du  point 
(Xo,  j/o.  Zo)  pour  que  la  trace  du  cône  sur  le  plan  des  xy  soit  une  conique  de  surface  donnée. 

4751 .  —  On  donne  la  courbe  définie  par  les  équations 

X  =  7'  cos  0  —  q°  sin  0,  !/  =  <?'  sin  0  +  î"  cos  0,  Z  =  {q  +  q')  cotg  a, 

où  q  est  une  fonction  de  0  et  x  une  constante.  Nature  de  cette  courbe.  Longueur  d'un  arc.  Projection  sur  le  plan  des  xy. 
Tangente. 

4752.  —  Lieu  du  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  une  ellipse  donnée  et  qui  est  coupé  par  un  plan  donné  suivant 
une  parabole. 

4753.  —  Plan  normal  en  un  point  d'une  courbe  gauche.  Si  ce  plan  passe  par  un  point  fixe,  que  peut-on  dire  de  la 
courbe  ■' 

4754 .  —  Trouver  les  renties  de  la  surface    a  cos  x  +  b  cos  y  +  c  cos:  +  d  =  0. 

4755.  —  Lue  surface  de  révolution  à  axe  vertical  définie  par  une  méridienne  est  limitée  par  deux  plans  horizontaux. 
Trouver  la  forme  de  la  méridienne  pour  que  la  pression  exercée  dans  ce  solide  sur  chaque  section  horizontale  soit  propor- 
tionnelle à  l'aire  de  la  section. 

4756.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Or,  et  on  considère  deux  ellipses:  une  dans  le  plan  des  xy  ayant 
pour  axes  Ox  et  Oiy,  l'autre  dans  le  plan  des  xz  ayant  pour  axes  Ox  et  Oz.  Ces  deux  ellipses  peuvent-elles  admettre  une 
infinité  de  normales  communes? 

4767.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  soit 
constant. 
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4758.  —  Une  droite  dont  n  points  Ai,  A;,  ....  A,  peuventètre  assujettis  à  décrire  il  surfaces  contient  un  autre  point 
A  dont  on  demande  le  lieu.  Quel  doit  être  le  nombre  n  pour  que  le  point  A  décrive  une  courbe.  Si  n  =  4,  montrer  que 
les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  divers  points  de  la  droite  passent  par  une  droite  ûxe. 

4759.  —  Asymptotes  de  la  courbe  définie  par  les  équations 

_        I  _         1  .  _       <- 

4760.  —Une  droite  se  déplace  dans  l'espace  de  façon  que  tous  ses  points  décrivent  des  courbes.  Démontrer  qu'à 
chaque  instant  tous  les  plans  normaux  aux  diverses  trajectoires  passent  par  une  même  droite. 

4761   _  Étudier  la  surface    -  =      °'^^    ■■     Démontrer  qu'un  cvlindre  de  révolution  passant  par  0;  coupe  cette  sur- 
.T-  ^  y- 
face  suivant  une  conique.  Trouver  le  plan  de  cette  conique. 

4762.  —  Par  le  point  (Xo.  yo,  Zo)  mener  des  plans  normaux  à  la  courbe    x  =  ftl),    y  =  Ç(().    ^  =  'il')- 

4763.  —  On  considère  une  droite  telle  qu'un  certain  nombre  de  surfaces  déterminent  sur  la  droite  des  segments  de 
longueurs  constantes.  Combien  faut-il  de  surfaces  pour  que  la  droite  soit  déterminée  ?  Lieu  d'un  point  de  la  droite  lorsque 
le  nombre  des  surfaces  données  est  inférieur  d'une  ou  de  deux  unités  au  nombre  trouvé. 

4764.  —  Trouver  les  lignes  d'égale  pente  sur  un  cùne  de  révolution  à  axe  vertical. 

4765.  —  Étudier  les  quadriques  : 

x^-i-y-  +  2yz-hiz'-\-2z  —  -2y+ 1=0     itransporterl'origineaucentre»  :  x^-  +  itj-^9z-  +  ixy  —  ix=0     (réduction); 

2ayz  +  2bzx -\- Scscy  =  l  ;  x--^-èiy -i-9y--i-5x:+ ix —  \  =  0  ;  x^  —  y^-h2zx—ôy +  -2z  —  0; 

a;2  _  2y3  =  0;  a;-  -H  2xy  —  Zy-  —  la;  +  j/i  H-  3:  —  y  =  0     ilieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  génératrices)  : 

(y  —  s)-  +  (s  —  x)'  +  (a?  —  y)-  ^  1     (rayon  de  ce  cylindre)  ; 

a;* -1-2x1/  —  3y^  —  :x-i- y::  -h3z  —  y  =  0     (cône  circonscrit  de  sommet  0)  ;  z-  -i-  xz  —  y^  -h  'ix  —  ^y  +  i  =:  0  ; 

^y  _  2)2  -(-  (z  —  x)»  -i-{x  —  y)-+{x+y-^z)-  =.  1  ;        x'^+lxy-iriyz  — 2a;  =  0     (génératrices  qui  passent  par  l'origine)  : 

x^ -<- !/- -H  :- —  21/::  =  1     (éléments  de  la  section  droite)  ;  xy  —  z  —  3  =  0    (sommet); 

a;2  +  a:: -(- j/:  —  1/- +  2a;  —  2i/ =  1     (génératrices);  a;--|-4y--t-3'-  — 4;/3  — 23x-|-4a;i/-l-2a;-t-4i/  — 23-t-H- a  =  0; 

"  X-  +  ixy  —  y^  -h  z-  —  2yz  -i-  ^x  —  iy  =:  ).  ;  4a;-  +  2xy  —  oy^-i-8yz —  ax  +  3  =  0; 

6x-+  ^i/-  +  ^z^  +  Zy:  +  izx  +  6xy=  I  ;  x- -h  iy- -h Q--  -  12j/: -h 6sa;  —  4a;i/ —  6a;  +  4y  —  6=  =0; 

yz-hzx-i-xy — a^  ;=  0     (méridienne). 

4766.  —  Équation  d'un  ellipsoïde  de  grandeur  donnée  etayant  pour  centre  le  point  (To,  î/o,  Zo). 

4767.  —  Trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  quadrique  J:' +  iy'  —  6i;:  +  8;  =0.  Lieu  des  points  de  ren- 
contre des  génératrices  rectangulaires. 

4768   —  Même  question  pour  la  surface     — -^ ^^ 1  =0.     Incidemment,  qu'estce-que  la  sphère  de  Monge  ? 

a-        b-        c' 

4769.  —  De  la  discussion  des  équations  du  centre,  déduire  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'éqjiation 
générale  du  deuxième  degré  à  trois  variables  représente  un  cylindre. 

4770.  —  Placer  sur  un  ellipsoïde  une  ellipse  de  grandeur  donnée. 

4771 .  —  Trouver  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (Xo,  j/o:  z<,)  et  pour  base  la  conique  :  =  0, 
xy  —  k-  =  0.     Trouver  les  axes  de  ce  cône. 

4772.  —  Trouver  le  volume  d'un  tonneau  en  l'assimilant  à  un  ellipsoïde  de  révolution.  On  donne  la  hauteur  h,  les 
rayons  des  bases  et  le  rayon  de  la  section  médiane. 

4773.  —  Montrer  nue  la  surface — 2;  =  0    est  unicursale.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction 

P         Q 
rationnelle  de  deux  paramètres.  Si  un  point  décrit  un  section  plane,  quelle  sera  la  relation  qui  reliera  les  paramètres? 

4774.—  On  considère  dans  le  plan  des  xy  un  carré  ABCD,  le  point  .\  étant  à  l'origine,  B  sur  Or  et  C  sur  Ci/.  Sur  les 
p.nralleles  h  0:  menées  par  les  points  A,  B,  C.  D.  on  prend  des  points  A'.  B',  C,  D'  définis  par  leurs  cotes.  On  demande 
l'équalion  du  paraboloïde  engendré  par  une  droite  rencontrant  les  droites  A'B',  CD'  et  restant  parallèle  au  plan  des  y;. 

4775.  —  Lieu  des  sommetsdes  sections  faites  dans  un  ellipsoïde  par  des  plans  passant  par  un  diamètre  de  l'ellipsoïde. 

4776.  —  On  donne  une  quadrique  f{x,  y,  z]  =  0,  et  un  plan  iix  +  vy  +  wz  =  0  ;  trouver  les  points  de  la  section 
où  le  plan  est  normal  â  la  surface. 

4777.  —  Existe-t-il  une  normale  commune  à  deux  quadriques  ? 

4778.  —  Lieu  des  droites  tangentes  à  deux  quadriques. 

4779.  —  On  considère  le  paraboloïde  T// —  a:  =  0.  Équations  des  génératrices.  On  considère  deux  génératrices 
qui  se  rencontrent.  Peuvent-elles  être  rectangulaires  ?  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  l'espace 
sur  la  génératrice  du  paraboloïde. 

4780.  —  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde ^-  -^—  =  )•     et  dont  les  jiénéralrices  sont  paral- 

u-        b-         c- 

xy.  .\xes  de  cette  ellipse.  Écrire  que  celle  ellipse  est 
semblable  à  une  ellipse  donnée. 

4781.  —   Condition  pour  que  le  plan     Ix -h  my -i- n:  ~h  p  =  0     soit  tangent  .à  l'ellipsoïde     — r -t- jr -^  -.  —  *  =  ". 
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Si  /.  m.  n  font  les  cosinus  directeurs  du  plan,  que  signifie  la  condition   trouvée  ?  Comme  application,  trouv.r  le  lieu  du 
centre  d'un  ellipsoide  de  grandeur  constante  assujetti  à  toucher  trois  plans  uses. 

4782.  —  Lieu  des  sommets  de  la  quadrique  2ay:  ^2b:x-h  icxy  =  1,  sachant  que  a,  h,  c  sont  liés  par  les  rela- 
tions   a- -^  ¥ -hc- =:  l,    abc  ^  K'. 

4783.  —   Combien   y  a-t-il  de  normales  à  lellipsoîde       ^  ^ h^^ I  =  0      situées  dans  un  plan  quelconque 

a-        b-         c- 
u.r  -!-  Cl/  H-  icr  -i-  >•  ^  0  ? 

4784   —  Calculer  le  volume  d'un  ellipsoïde. 

478Ô.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  la  droite  variable     —  =  cos  tu sin  ï.     —  =  sin  o  — ^  coso, 

a  '       c  ■        6  '        c  • 

où  o  est  un  paramètre.  Cette  surface  admet-elle  un  autre  système  de  génératrices  ? 

4786.  —  On  considère  rellipsoïde '- h-^- —  1  =  0:    lieu  des  pieds  des  normales  issues  des  divers  points  de 

a-  .       0-        c- 
X  II  z 

la  droite     —  =  —  =  —     Dans  quel  cas  le  lieu  se  réduit-il  à  deux  coniques  .' 
/  m         n 

4787.  —  Enveloppe  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  un  paraholoïde  elliptique  et  passant  par  les  foyers  des  sec- 
tions principales. 

4788.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère,  une  ellipse  dans  un  de  ses  plans  directeurs  et  une  tangente 
à  cette  ellipse.  On  considère  une  génératrice  du  paraboloïde  perpendiculaire  à  cette  tangente.  Ljeu  de  la  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  droites. 

■i789.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  extérieur.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  issues  de  ce  point 
aux  sections  de  l'ellipsoïde  par  des  plans  passant  par  un  de  ses  axes. 

4790.  —  Calculer  le  volume  compris  entre  la  surface  r  =  ry,  le  plan  des  xy,  un  plan  parallèle  et  le  plan 
x-^y-^k  =  0 

4791.  —  Plans  conjugués  par  rapport  à  un  paraboloïde  hyperbolique.  Qu'arrive  t-il  si  l'un  des  plans  est  tangent,  ou 
si  l'un  des  plans  est  un  plan  directeur  ? 

.4792.  —  Lieu  des  points  d'un  paraboloïde  hyperbolique  où  les  génératrices  font  un  angle  donné. 

4793.  —  Les  génératrices  d'un  hyperboloïde  déterminent  sur  deux  sections  planes  des  points  qui  se  correspondent 
bomographiquemenl.  Réciproque.  Cas  de  deux  sections  circulaires. 

4794.  —  On  donne  deux  droites  I)  et  D'.  Par  la  droite  D  on  mène  un  plan  quelcomiue  P,  puis  par  la  droite  It 
un  plan  P'  perpendiculaire  au  plan  P.  Lieu  de  la  droite  intersection  des  plans  P  et  P'. 

4793.  —  Un  point   .M   de  la  quadrique    PQ  =  RS    est  déterminé  par  les  équations 

^P  =  >.R.  (P=.S. 

)  (1=     S,        )  0=  1r. 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  >.  et  u  pour  que  M  décrive  une  conique  ? 

,r-  t/'-  c- 

4796.  —  La  normale  en   un  point   M  de  l'ellipsoïde h-, 1 — ; —  1  =  0    rencontre  le  plan  des  xy  en  P  et  le 

'  ^  a-        b-        c^ 

plan  des  x:  en  Q.    Par  le  centre  0  on  mène  un  vecteur  équipoUent  à  PQ,   soit   OR.  Lieu  du  point   R  quand  le  point   M 
décrit  l'ellipsoïde. 

4797. —  Relation  homographique  entre  deux  points  qui  parcourent  deux  droites  de  l'espace.  Quel  est  le  lieu  de  la 
rlroite  joignant  deux  points  homologues  '?  Réciproque. 

4798.  —  Lieu  du  milieu  des  cordes  d'un  ellipsoïde     ^-t--^-i--^  —  1  =  0    passant  par  le  point  (Jo,  yo,  co) 

a-        h-         c- 
.'«799.  —  Lieu  des  axes  de  la  quadrique    lyz -t-  ^izl  -^'Xy  =  1     quand  on  a    >, -t-  jo. -t-v  ^  0. 
4800   — Lieu  des  points  de  la  surface    x-  —  4j/-  —  2:  =  0    par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

■y.  —  Géométrie  Descriptive. 

4801.  —  On  donne  une  droite  1>  et  deux  points  A  et  1!  :  trouver  l'angle  des  deux  plan^  déûnis  jiar  la  droite  D  et 
chacun  des  points  A  et  R. 

4802.  —  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  queli'onque  et  il  une  droite  du  deuxième  bissecteur. 

•4803  —  ttn  donne  les  projections  de  trois  points  :  trouver  les  projections  du  cercle  passantpar  ces  trois  points.  Axes 
de  la  projection  horizontale. 

480'i.  —  .Même  question  en  supposant  les  points  définis  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs  cotes. 

4805.  -  On  donne  deux  plans  parallèles  P  et  Q  définis  par  leurs  traces  horizontales  et  leurs  angles  avec  le  plan  hori- 
zontal, un  point  m  sur  la  trace  du  plan  P  et  la  ligne  de  plus  grande  pente  tua  de  ce  plan.  Construire  le  parallélépipède 
admettant  les  plans  P  et  Q  pour  plans  de  deux  de  ses  faces,  le  plan  horizontal  pour  plan  d'une  autre  face,  le  point  »i  pour 
sommet  et  la  droite  ma  pour  arête.  On  suppose  connues  les  longueurs  des  arêtes.  Visibilité. 

4806.  —  Faire  tourner  deux  droites  quelconques  autour  d'un  axe  de  façon  que  leurs  projections  horizontales  devien- 
nent (larallèles. 

4807.  —  Seclion  d'un  parallélépipède  par  un  plan  parallèle  au  deuxième  bissecteur  et  passant  par  un  point  d'une 
aréle. 

4808.  —  Projection  cotée  d'un  cube  dont  une  diagonale  est  verticale.  Section  par  un  plan  horizontal  de  cote  donnée. 
48U9.  —  Construire  la  perpendiculaire  commune  à  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  dont  on  donne  les  longueurs 

des'siv-nrêtes. 

4810.  —  lians  un  plan  incliné  à  45»  sur  le  plan  horizontal,  on  donne  un  hexagone  régulier  dont  deux  ciités  opposés 
sont  lioiizontaux  et  donnés  par  leurs  jirojections.  Faire  la  projection  cotée  de  cet  hexagone. 
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4811.  —  Représenter  un  tétraèdre  régulier  qui  a  deux  arêtes  oiiposées  liorizonlales  sachant  que  l'on  donne  la  lon- 
gueur de  l'arête . 

4812.  —  On  donne  un  plan  défini  par  un  point  lo,  a)  et  une  droite  (D,  D).  lioconnaitre  si  un  point  donné  {b,  b')  est 
au-dessus  ou  au-dessous  du  plan. 

4813.  —  On  donne  un  tétraèdre  solide  et  l'on  demande  de  construire  avec  la  règle  el  le  compas  la  distance  du  centre 
de  gravité  à  l'une  des  bases. 

4814.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  pyramide  ayant  pour  base  un  quadrilatère  dans  le  plan  horizontal.  Ponc- 
tuer la  droite. 

4815.  —  On  donne  une  droite  cotée  et  un  point.  Trouver  l'échelle  de  pente  du  plan  ainsi  déterminé.  Mener  par  le 
point  la  perpendiculaire  au  plan. 

.4816.  —  Perjiendiculaire  commune  à  deux  droites  (géométrie  cotée). 

4817.  —  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  et  à  la  ligne  de  terre. 

4818.  —  On  donne  trois  points  de  cotes  0,  3  et  6.  Par  ces  trois  points  passe  un  cercle  qui  a  un  second  point  de  cote 
zéro.  Construire  ce  point. 

4819.  —  On  donne  deux  points  et  un  plan  horizontal.  Déterminer  un  triangle  équilatéral  ayant  les  deux  points  donnés 
pour  sommets  et  dont  le  troisième  sommet  soit  dans  le  plan  horizontal. 

48"20.  —  Trouver  les  plans  bissecteurs  de  deux  plans  définis  par  leurs  échelles  de  pente. 

4821.  —  On  donne  un  triangle  ABC.  (Couper  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan  qui  donne  une  section  égale  à  ce 
triangle. 

4822.  —  Représenter  par  ses  projections  une  parabole  connaissant  les  pro.jections  du  foyer  et  celles  de  la  directrice. 

4823.  —  On  donne  la  ligne  d'horizon  et  un  segment  du  géométral  en  perspective  sur  le  tableau.  Trouver  le  milieu  du 
segment. 

4824.  —  Représenter  en  perspective  une  allée  plantée  d'arbres  de  hauteur  donnée. 

4825.  —  Perspective  d'un  cube. 

4826.  —  On  donne  un  cône  défini  par  sa  base  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  par  son  sommet  (projec- 
tion horizontale  et  cote>.  Mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  un  point  délini  aussi  par  sa  projection  horizontale  et  sa  cote. 

4827.  —  Un  cône  a  pour  base  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal.  Distance  d'un  point  à  ce  cône. 

4828.  —  On  donne  une  parabole  dans  un  plan  horizontal  et  deux  points.  Construire  les  génératrices  du  cylindre  ayant 
la  parabole  pour  directiice  et  passant  par  les  deux  points. 

4829.  —  Trouver  li's  contours  apparents  d'un  cône  dont  on  donne  le  sommet  et  dont  la  base  qui  est  un  cercle  situé  dans 
un  plan  donné  est  définie  par  son  rabattement.  Section  de  ce  cône  par  un  plan  de  bout. 

4830.  —  Intersection  d'un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  S  de  cote  4 
et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Nature  de  la  section,  .\symptotes. 

4831.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (s,  s)  et  ayant  pour  base  une  courbe  dont  on  donne  le  plan  et  la  projection 
horizontale  qui  est  un  cercle.  Section  du  cône  par  un  plan  vertical.  Point  le  plus  haut. 

4832.  —  Un  losange,  situé  dans  un  plan  horizontal,  détermine  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  de  deux 
cylindres  de  révolution.   Trouver  l'intersection  ;  point  quelconque  el  tangente  en  ce  point. 

4833.  —  Intersection  de  deux  cônes  du  deuxième  degré,  donnés  par  leurs  bases  dans  un  plan  horizontal,  la  ligne  des 
sommets  ayant  sa  trace  horizontale  sur  une  tangente  commune  aux  deux  bases. 

4834.  —  fntersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan  horizontal.  Tangentes  aux 
points  de  rencontre  des  contours  apparents. 

4835.  —  Intersection  de  deux  cônes  du  deuxième  degré  ayant  une  courhc  plane  i-oninnuie.  -Montrer  que  ces  deux  cônes 
sont  bitangents.  Réciproque. 

4836.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  lun  est  vertical  et  l'aulre  horizontal. 

4837.  —  lin  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  horizontal.  Intersection  de  ce  cône  et  du  rjlimlre  de  révolution 
ayant  pour  axe  une  droite  donnée  et  tangent  au  cône. 

4838.  —  On  donne  un  cylindre  ayant  pour  base  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal.  Un  cône  dont  la  base  est  un 
cercle  dans  le  plan  horizontal  a  une  génératrice  parallèle  à  celles  du  cylmdie.  Branches  infinies  de  l'intersection. 

4839.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  tangents  intérieurement  au  point  «.  Le  plus  grand  est  la  trace 
d'un  cylindre  vertical.  En  a  se  projette  un  point  de  cote  donnée  qui  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  est  le  petit 
cercle.  Intersection  des  deux  surfaces.  Coter  un  des  points  et  grailuer  la  tangente. 

4840.  —  Deux  cônes  ont  respectivement  pour  bases  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  tangents  à  la  ligne  de  terre  au 
même  point  o.  Leurs  sommets  sont  sur  la  verticale  du  point  o  ;  intersection. 

4841 .  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  sont  verticaux  et  dont  les  angles  au  sommet  sont  égaux. 

4842.  —  On  donne  un  cylindre  ayant  pour  base  une  parabole  dans  le  plan  vertical  et  dont  les  génératrices  sont  hori- 
zontales, et  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  vertii' il  r(  ajant  une  génératrice  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

4843.  —  Un  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  ellipse  dont  le  grand  axe  ab  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre; 
son  sommet  est  dans  le  plan  de  Iront  du  grand  axe.  On  mène  les  génératrices  de  contour  apparent  vertical  sa,  s'a'  et  sb,  s'b' . 
Par  le  centre  de  l'ellipse,  on  mène  une  parallèle  à  la  génératrice  sb,  s'b';  c'est  la  génératrice  d'un  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  la  droite  sa.  s'a'.  Intersection  des  deux  cônes. 

4844.  —  On  donne  un  tétraèdre  abcd  dont  la  base  abc  est  sur  le  plan  horizontal.  Une  sphère  de  rayon  quelconque 
a  pour  centre  le  point  d  ;  trouver  sa  section  par  un  plan  de  pente  donnée  passant  par  ac. 

4845.  —  On  donne  une  sphère  et  un  point  (m,  ut').  Connaissant  la  projection  horizontale  d'une  tangente  à  la  sphère 
menée  par  ce  point,  trouver  la  projection  verticale. 

4846.  —  Ombre  portée  d'une  sphère  sur  le  plan  horizontal  en  prenant  un  point  pour  source  lumineuse.  Trouver  un 
point  de  la  courbe  d'ombre  et  la  tangente  en  ce  point. 

4847.  — Ombre  propre  et  ombre  portée  d'un  hémisphère  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal;  les  rayons 
lumineux  sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

4848.  —  On  donne  un  tétraèdre  solide,  et  on  demamle  de  construire  avec  la  règle  et  le  compas  le  rayon  de  la  sphère 
circonscrite  et  celui  de  la  sphère  inscrite. 
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4849.  —  Trouver  l'intersection  d'un  tétraèdre  avec  une  sphère  qui  admet  pour  grand  cercle  le  cercle  circonscrit  à  l'une 
des  faces. 

4850.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical.  Mener  par  un  point  des  tangentes  communes 
au  cylindre  et  à  la  sphère. 

4851 .  —  On  donne  une  droite  et  un  point.  Construire  la  sphère  ayant  le  point  pour  centre  et  tangente  à  la  droite. 
4S52.  —  Construire  une  sphère  tangente  aux  plans  de  projection  et  ayant  son  centre  sur  une  droite  donnée.  Intersection 

de  la  droite  et  de  la  sphère. 

4853.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné  ayant  son  centre  sur  une  droite  donnée  et  tangente  à  un  plan  donné. 

4854  —  Lne  surface  de  révolution  est  engendrée  par  un  cercle  de  front  tournant  autour  d'un  axe  de  front  non  situé 
dans  le  même  plan.  Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  et  tel  que  son  point  de  contact  soit  sur  un 
parallèle  donné. 

4855.  —  On  donne  un  axe  de  front  autour  duquel  on  fait  tourner  une  courbe  située  ilans  un  plan  horizontal.  Meneràla 
surface  engendrée  un  plan  tangent  par  un  point  donné,  le  point  de  contact  étant  dans  le  plan  méridien  perpendiculaire  au  plan 
de  front. 

4856.  —  Onihre propre  et  ombre  portée  sur  les  plans  de  projeclion  d'un  cùiie  dont  l'axe  est  vertical.  Les  rayons  lumi- 
neux sont  parallèles. 

4857.  —  Section  d'un  tore  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout.  Cas  particulier  où  le  plan  est  bitangent. 

4858.  —  On  donne  un  tore  à  axe  de  front.  Mener  à  ce  tore  un  plan  tangent  parallèle  h  la  ligne  de  terre,  le  point  de 
contact  étant  dans  un  méridien  donné  qui  fait  un  angle  de  45°  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

4859.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical,  et  un  point  lumineux  défini  par  sa  projection  horizontale  et  sa  cote.  Trouver 
l'ombre  du  tore  sur  le  plan  do  l'équateur. 

4860.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  défini  par  son  axe  et  une  génératrice.  Plus  courte  distance  de  ce 
cylindre  à  une  droite  quelconque. 

4861.  —  Etant  donné  un  tétraèdre  ABCD,  on  demande  l'intersection  de  ce  polyèdre  avec  le  cylindre  de  révolution  qui 
a  pour  axe  la  droite  du  plan  ABC  perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  et  dont  le  rayon  est  donné. 

4862.  —  Vn  cylindre  a  pour  base  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal.  Un  cylindre  de  révolution  tangent  au  premier  a 
pour  axe  une  droite  (D,  IV).  Trouver  les  contours  apparents  de  ce  cylindre. 

4863.  —  On  donne  un  tétraèdre  SABC  et  une  circonférence  inscrite  dans  la  base  ABC.  Cette  circonférence  est  la  base 
d'un  cylindre  droit  dont  on  demande  l'intersection  avec  les  faces  du  tétraèdre. 

4864.  —  Intersection  d'un  plan  déUni  par  ses  traces  avec  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre. 

4865.  —  On  donne  deux  droites  :  l'une  d'elles  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  tangent  à  l'autre.  Trouver  les  con- 
tours apparents  de  ce  cylindre. 

4866.  —  Ktant  donné  un  cylindre  de  révolution  défini  par  son  axe  et  son  rayon,  on  demande  de  lui  mener  par  un 
point  un  plan  tangent.  Intersection  avec  une  droite. 

4867.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  une  sphère  et  ayant  pour  axe  une  droite  donnée. 

4868.  —  On  donne  un  plan  par  une  frontale  et  une  horizontale.  Construire  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné 
tangent  au  plan  suivant  l,i  frontale. 

4869.  —  Couper  un  cône  de  révolution  par  un  plan  de  manière  que  la  section  se  projette  horizontalement  suivant  un 
cercle. 

4870.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent;  l'une  d'elles  est  axe  d'un  cône  de  révolution  ;  l'autre  est  une  généra- 
trice :  1"  On  domie  la  projection  horizontale  m  d'un  point  du  cône  ;  trouver  la  projection  verticale  wi'  ;  2°  Mener  à  ce  cône  un 
plan  tangent  parallèle  îi  une  droite  ;  3'  Contours  apparents  de  ce  cône  ;  -4»  Intersection  avec  une  droite. 

4871.  —  .Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec, les  plans  de  projection. 

4872.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 

4873.  —  Mener  par  un  point  une  tangente  commune  à  deux  sphères. 

4874.  —  Construire  un  cône  île  révolution  tangent  à  une  sphère  connaissant  l'axe  et  le  sommet. 
4875    —  Construire  l'axe  d'un  cône  de  révolulion  inscrit  dans  un  trièdre. 

4876.  —  Une  suiface  gauche  de  révolution  est  définie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  ;  on  doiuic  en 
outre  un  point  lumineux.  Trouver  lui  point  de  la  courbe  qui  limite  l'ombre  propre.  Tangente  en  ce  point. 

4877.  —  On  considère  l'iiyperboloïde  engendré  par  la  rotation  d'une  ligne  de  front  autour  il'un  axe  vertical.  Trouver 
la  section  de  cette  surface  par  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  un  point. 

4878.  —  On  donne  un  li;perboloide  de  révolution  par  son  axe  de  front  et  une  génératrice  .i  ;  on  prend  un  point  («,  a') 
sur  cette  génératrice.  Mener  à  la  suiface  un  plan  tangent  vertical  ayant  son  point  de  contact  sur  le  parallèle  décrit  par 
{a,  a'). 

4879  —  Déterminer  un  point  il'une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  droite  horizontale  tournant  autour 
d'un  axe  quelconque.  Plan  tangent. 

4880.  —  On  consiilère  un  [jaraboloïde  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal  et  admettant  une  génératrice  (i  ver- 
ticale et  une  génératrice  (!i  déllnie  par  sa  projection  cotée.  Siu-  la  génératrice  horizontale  de  cote  u,  on  prend  un  point  m. 
TrouviT  le  plan  tangent  en  ce  point.  Sommet  de  ce  paraboloïde.  Section  par  un  plan  quelconque. 

4881.  —  On  donne  un  paraboloïde  délini  par  deux  droites  et  un  plan  directeur  horizontal.  On  donne  la  projection 
horizontale  d'un  point;  trouver  sa  projection  verticale. 

48H2  —  Ueprésenter  en  géométrie  cotée  un  paraboloïde  é([uilatère  dont  l'axe  est  vertical.  Tracer  plusieurs  généra- 
trires  di-  chaque  sj.-lè(ne.  Construire  les  courbes  de  niveau. 

■'«883.  —  On  doiuie  une  verticale  et  une  droite  de  bout  ipii  sont  deux  généraliices  d'un  paraboloïde  ayant  pour  plan 
iliri'cleur  li-  second  bissecteur.  Trouver  des  génératrices  des  deux  systèmes. 

488'».  —  lii  li\perboloide  est  délini  en  géométrie  cotée  par  deux  génératrices  horizontales  et  par  une  verticale,  ('.on- 
striiin^  une  uénéialrice  quelcomiiie. 

4885.  —  On  donne  un  hyperboloïdc  ii  une  nappe  par  trois  génératrices  dont  une  est  verticale  et  luie  autre  de  liout.  On 
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le   suppose  éclairé  par   un  point  lumineux.  Déterminer  le  point  de  la  courbe  d'ombre  propre  qui  se  trouve  sur  une  géné- 
ratrice. 

4886.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  admettant  deux  génératrices  de  front  et  un  plan 
directeur  horizontal. 

4887.  —  On  donne  une  .surface  gauche  de  révolution  à  ave  vertical  défini  par  une  génératrice  de  front.  Construire 
une  génératrice  quelconque  G  de  l'autre  système.  Sur  cette  génératrice  on  prend  un  point  (.«,  s'„  et  on  considère  le  cone  de 
révolution  engendré  par  G  tournant  autour  de  la  ligne  de  bout  du  point    ».  v'  .  Trouver  l'intersection  des. deux  surfaces. 

4888.  —  Dans  un  plan  horizontal  on  donne  deux  droites  Ox  et  Oy  et  un  cercle  C.  Trouver  l'intersection  des  tores 
engendrés  parla  rotation  du  cercle  successivement  autour  des  deux  droites. 

4889.  —  Un  ellipsoïde  est  tangent  à  deux  plans  horizontaux  en  deux  ombilics.  Construire  les  lignes  de  niveau  de  cet 
ellipsoïde. 

4890.  —  Intersection  d'un  hémisphère  repo.sant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  et  d'un  cylindre  ayant  pour  direc- 
trice un  cercle  du  plan  horizontal. 

4891.  —  On  donne  une  droite  de  front  .\li  et  un  cercle  horizontal  dont  le  centre  0  est  le  milieu  de  \]^.  .Montrer  qu'il 
existe  un  ellipsoïde  passant  par  le  cercle,  par  les  points  A  et  H,  les  plans  tangents  en  ces  points  étant  horizontaux.  Inter- 
section de  cet  ellipsoïde  avec  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  tangent  en  A  et  pour  sommet  un  point  de  la 
Terticale  du  point  0. 

4892.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes  à  axe  vertical.  Trouver  la  projection  horizontale  d"un 
point  de  la  surface,  connaissant  sa  projection  verticale.  Plan  tangent  en  ce  point. 

4893.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  réTolution  dont  l'axe  est  dans  le  plan  de  front  du  centre.  Nature  de 
la  projection  verticale  de  l'intersection. 

4894.  —  Trouver  le  contour  apparent  horizontal  d'un  ellipsoïde  tangent  au  plan  horizontal  en  un  ombilic. 

4895.  —  On  donne  dans  un  plan  de  front  une  ellipse  et  une  parabole  ayant  un  foyer  commun.  Trouver  l'intersection 
des  surfaces   de   révolution  engendrées  par  ces  courbes  tournant  autour  de  leur  axe  focal. 

4896.  —  Ombre  portée  par  une  sphère  sur  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  situé  dans  le  plan  de  front  du  centre 
de  la  sphère.  Les  rayons  lumineux  passent  par  un  point. 

4897.  —  .Mener  à  un  eli.psoïde  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  parallèle  au  deuxième  bissecteur. 

4898.  —  Intersection  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  d'un  hémisphère  reposant  par  sa 
base  sur  le  plan  horizontal. 

4899.  —  Intersection  de  deux  hyperboloïdes  engendrés  le  premier  par  une  frontale  tournant  autour  d'un  axe  vertical, 
et  le  deuxième  par  une  droite  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  de  front.  Les  deux  axes  se  rencontrent. 

4900.  —  On  donne  une  verticale  13.  :'i  et  deux  droites  (D,  D')  et  (A,  A).  Intersection  de  l'hyperboloïde  défini  par  ces 
trois  droites  avec  l'hyperboloïde  engendré  par  la  rotation  de  (0,  D')  autour  de  la  verticale  (3,  z'j. 

4901 .  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  ayant  son  centre  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

4902.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical.  Dans  le  plan  de  front  de  l'axe,  on  considère  une  droite 
(.\,  Al  qui  est  l'axe  d'une  surlace  de  révolution  ayant  pour  directi-jce  une  courbe  quelconque  (C,  G'/.  Trouver  un  point 
quelconque  de  l'inlerseclion  et. la  tangente. 

4903.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  h  axe  vertical,  et  un  paraboloide  ayant  pour  génératrices  l'axe  du  cône,  une 
droite  quelconque  et  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal.  Chercher  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente. 
Points  remar([uables. 

4904.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur 
horizontal  et  ayant  pour  génératrices  l'axe  de  l'hyperboloïde   et    une    droite   quelconque.  Intersection  des   deux   surfaces. 

4905.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical.  Démontrer  que  les 
projections  horizontales  des  sections  planes  du  paraboloide  par  des  plans  passant  par  une  droite  sont  des  cercles  ayant 
même  axe  radical. 

4906.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  de 
front.  Mener  à  ces  deux  surfaces  une  tangente  commune  parallèle  à  une  direction  donnée;  cas  où  la  direction  donnée  est 
de  bout. 

4907.  —  On  donne  une  verticale  et  deux  autres  droites.  Intersection  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  défini  par  ces 
trois  droites  et  de  l'hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  l'une  des  droites  tournant  autour  de  la  verticale. 

4908.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellip.soïde  à  trois  axes  inégaux. 

4909.  —  Ombre  d'une  sphère  sur  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  les  rayons  lumineux 
étant  de  front  etâiô". 

4910.  —  Intersection  de  deux  paraboloides  hyperboliques  à  plan  directeur  horizontal  et  ayant  une  génératrice 
commune. 

4911.  —  On  donne  un  tore  h  axe  vertical  et  un  paraboloide  hyi.erboljque  à  plan  directeur  horizontal  et  admettant 
pour  géiiéralrices  l'axe  du  tore  et  une  droite  donnée.  Déterminer  l'interseeliou.  Points  sur  un  parallèle  et  sur  un  méridien. 

4912.  —  In  paraboloide  est  déQni  par  un  plan  directeur  horizontal  II  et  deux  génératrices  de  front  qui  rencontrent 
Il  en  a  et  6.  Intersection  de  ce  paraboloide  et  du  cône  de  révolution  engendré  par  la  droite  ab  tournant  autour  d'une  des 
génératrices. 

4913.  —  Intersection  de  deux  surfaces  gauches  de  révolution  ayant  une  génératrice  commune,  l'une  ayant  son  axe 
vertical. 

4914.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  hyperboloïde  défini  par  trois  génératrices, qui  sont  l'axe  du  tore, 
une  droite  de  bout  et  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

4915.  —  On  donne  une  droite  D  qui  est  l'axe  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé, défini  par  les  sommets  et  les  foyers 
de  l'ellipse  méridienne.  Contour  apparent  de  l'ellipsoïde. 

'VI.  —  Cinématique. 
4910.  —  Un  point  .M  décrit  une  courbe  plane  de  telle  manière  que  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  OM  soit  propor- 
tionnelle au  temps.  Démontrer  que  l'aire  du  parallélogiamiue  construit  sur  O.M  et  sur  le  vecteur  vitesse  MV  est  constante. 
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4917.  —  L'hoilo^raphe  lUi  mouTemont  des  planète?  est  un  cercle.  Récipi'0([ue. 

4H18.  —  Étudier  le  m  )uvemeiit  relatif  de  deux  pomls  pesants  tombant  suivant  la  même  verticale. 

4919.  —  Un  point  mobile  se  meut  sur  une  droite  avec  une  accélération  proportionnelle  à  la  puissance  m'  de  la  vitesse. 
Calculer  sa  vitesse.  Cas  où    m  =  l. 

4920.  —  Un  point  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  une  hélice.  Trouver  l'hodographe. 

4921.  —  Un  mobile  décrit  une  ellipse  suivant  la  loi  des  aires  par  rapport  au  foyer  F.  Trouver  l'iiodograplie. 

4922.  —  ÊtUilier  le  mouvement  rectiligne  dans  lequel  la  vitesse  est  liée  à  l'abscisse  par  la  formule     »*  =  /.-(x-  -+-  m'). 

4923.  —  Étudier  le  mouvement  rectiligne  déUni  par  la  formule  x  =  'i  ch(uj(  +3).  Exprimer  la  vitesse  et  l'accéléra- 
tion en  fonction  de  l'abscisse. 

4924.  —  Un  ctiasseur  décrit  l'axe  Oy  avec  une  vitesse  constante  ».  Quand  il  est  au  point  0,  son  chien  part  d'un  point 
A  de  O.r  avec  une  vitesse  constante  2«  toujours  dirigée  vers  le  chasseur.  Construire  la  courbe  décrite  par  le  chien.  A  quel 
moment  le  chien  rejoint-il  le  chasseur  ? 

4925.  —  Un  point  M  de  Goordorméi-s  0,  3,  1  tourne  autour  de  la  droite  j;=3+-l,  1;  =  :—  :!,  faisant  un  tour  en 
trois  minutes.  Quelles  sont  ses  coordonnées  au  bout  d'une  minute? 

492(j.  —  Mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  hélice.  En  déduire  la  position  du  plan  osculateur  et  le  rayon  de 
courbure. 

4927.  —  Étudier  les  mouvements  dans  lesquels  l'hodographe  relative  à  un  point  0  est  une  droite  ne  passant  pas  par 
le  point  0. 

4928.  —  Un  cylindre  de  rayon  égal  à  S""  tourne  autourdeson  axe  en  faisant  un  tour  par  minute.  Un  point,  sur  une 
hélice  de  pas  donné  tracée  sur  le  cylindre,  se  déplace  avec  une  vitesse  de  lO™  par  seconde.  Trouver  la  vitesse  absolue  du 
point.  .Nature  du  mouvement  et  de  la  trajectoire. 

4929.  —  Étudier  le  mouvement  défini  par  les  équations  p  =  /.(,  m  =  v^i.  Rayon  de  courbure  et  développée  de  la 
trajectoire. 

4930.  —  On  considère  un  mouvement  à  vitesse  constante  et  tel  que  l'accUération  fasse  un  angle  constant  avec  la 
vitesse.  Que  peut-on  dire  de  la  trajectoire  ?  Etudier  le  mouvement  où  l'accélération  est  constante  ainsi  que  sa  projection  sur 
la  tangente. 

l  —  t-  2t 

4931.  —  Etudier  le  mouvement     0  =^ •-,    w=  -.     Vitesse. 

l  -h  l-  1  H-  (- 

4932.  —  Construire  la  courbe    x  =  - — ^  ^     y  =  ^^7-     Déterminer  À  en  fonction  du  temps  (  de  manière  que  le 

point  décrive  la  courbe  d'un  mouvement  uniformément  accéléré. 

4933.  —  On  considère  un  triangle  isocèle  OBA  de  sommet  B|  et  on  suppose  que  OU  et  BA  sont  deux  tiges  articulées 
en  B.  Le  point  0  est  fixe  et  A  se  déplace  sur  Ox.  On  prend  sur  AB  un  point  M.  Lieu  du  point  M  :  mon- 
trer que  c'est  une  ellipse.  On  prolonge  OB  d'une  longueur  Bl' =  OB.  on  joint  PM.  Quelle  est  la 
position  de  celte  droite  par  rapport  à  l'ellipse?  En  supposant  que  A  décrive  Or  d'un  mouvement  uni- 
forme, quel  sera  le  mouvement  du  point  ,M  ?  Accélération. 

4934.  —  On  doiuie  un  point  0  et  une  droite  D.  On  joint  le  point  0  à  un  point  M  quelconque 
de  la  droite,  et  sur  CM  on  prend  un  point  .N  tel  que  la  longueui-  MN  soit  constante.  Calculer  la  vitesse 
de  N  en  fonction  de  celle  du  point  .M. 

4935.  —  On  joint  ini  point  iM  d'une  courbe  C  à  deux  points  fixes  0  et  0'.  Quelle  doit  être  la 
courbe  C  pour  que  les  vitesses  angulaires  de  OM  et  OM  soient  inversement  proportionnelles  aux  dis- 

^  tances  O.M  et  OM? 

Q  J       ^  4036.  —  .Mouvement  d'un  point  sur  une  hyperbole  équilatère  sachant  que  la  projection  du  point 

sur  une  asymptote  a  un  mouvement  uniforme.    Calculer  l'accélération  tangentielle  et  l'accélération 
normale. 

4937.  —  0  et  0'  étant  deux  points  lixes,  un  point  M  se  déplace  de  telle  façon  que,  si  on  appelle  u  et  u'  les  vitesses 
angulaires  des  rayons  vecteurs  OM  et  O'.M.  on  ait  constamment  w.OM -i- w'.O'M  =  0.  En  déduire  une  relation  entre  les 
angles  des  droites  OM  et  OM  avec  00',  et  montrer  que  le  point  M  décrit  une  conique. 

4938.  —  Une  droite  D  tourne  autour  d'un  de  ses  points  0  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o>.  Un  point  M  se 
déplace  sur  cette  droite  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Étudier  le  mouvement  de  ce  point.  Vitesse  à  un  instant 
quelconque. 

4939  —  On  donne  dans  un  plan  un  système  d'axes  rectangulaires  fixes  ,rOi/  et  un  système  d'axes  mobiles  x'O'y'  égale- 
ment rectangulaires,  trouver  les  composantes  sur  Ox  et  0»/  de  la  vitesse  d'un  point  M  invariablement  lié  au  système  x'O'y'. 
Chercher  le  point  (|ui  a  une  vitesse  nulle. 

4940.  —  On  donne  un  point  fixe  0  dans  un  plan  et  un  point  mobile  M  qui  se  déplace  de  telle  fa(;on  que  la  vitesse 
angulaire  de  O.M  soit  constante  et  que  l'accélération  de  M  soit  constaininput  perpendiculaire  à  OM.  Etudier  le  mouvement 
(lu  point  M. 

"VII.  —  Dynamique. 

4941.  —  Un  point  matériel  est  sollicité  par  trois  axes  rectangulaires  avec  des  forces  proportionnelles  aux  distances  du 
point  aux  axes.  Trouver  les  équations  du  mouvement. 

4942.  —  In  point  est  soumis  il  la  pesanteur  et  a  une  force  qui  est  fonction  de  sa  distance  à  une  droite.  Montrer  qu'il 
y  a  uni;  fonction  de  forces. 

49'<3.  —  l  n  point  M  \x,  y)  se  déplace  dans  un  plan  sous  l'action  delà  force  X  =  —  k'y,  Y  =k'x.  Le  point,  parti 
d'une  certaine  position,  y  revient.  Travail  accompli  par  la  force  pendant  ce  déplacement. 

49^.4.  —  In  point  est  mobile  sur  un  cercle  et  est  soumis  à  un  frottenieul  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  angu- 
laire- Trouver  son  mouvement. 

4945.  —  Soil  un  cercle  de  diamètre  AB.  Un  point  H  décrit  le  cercle  de  A  en  B  en  étant  repoussé  par  le  point  B  avec 
une  force  proportionnelle  ii  la  distance  MB.  Evaluer  le  travail  total. 
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4946.  —  Un  point  décrit  une  ellipse  décentre  0  sous  laction  d'une  force  passant  par  le  point  0.  Déterminer  cette 
force . 

4947.  —  Un  point  décrit  la  courbe    ?'  =  a-  cos2m    sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  pôle.  Trouver  cette  force. 

4948.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  avec  une  force  proportionnelle  au  cube  de  la 
distance.  Trouver  la  trajectoire 

4949.  —  Un  point  se  meut  sur  un  cercle.  11  est  soumis  à  une  force  de  composantes  X  =  mii'-hpy,  Y  =  —  mx. 
Calculer  le  travail  de  cette  force  quand  le  point  exécute  une  rotation  complète. 

4950.  —  Trouver  les  mouvements  dans  lesquels  l'hodographe  est  un  cercle.  Cas  où  la  force  est  centrale. 

4951.  —  Un  point  décrit  un  cercle  qui  a  pour  centre  l'origine,  sous  l'action  d'une  force  dont  les  projections  sont 
X  =  ai/'  -r-  b  sin  x.    Y  ^  c  cos  y.    Travail  accompli  après  un  tour. 

4952.  —  Un  point  .M  décrit  un  cercle  sous  l'influence  dune  force  passant  par  un  point  0  de  ce  cercle  et  fonction  de 
la  distance    )-  =  0M.    Calculer  cette  fonction. 

4953.  —  Un  point  M  décrit  la  courbe  !/ ^ —l  e  "  -^  p    "1    sous  l'action  d'une  force  parallèle  à  0.r  ft   fonction  de    l'y 

du  point  .M.  Trouver  celte  fonction. 

4954.  —  Mouvement  d'un  point  M  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance.  Condition  pour  que,  d'un 
point  Mo,  on  puisse  atteindre  un  point  M,,  et  lieu  de  l'extrémité  Vj  du  vecteur  MoV»  représentant  la  vitesse  initiale  avec 
laquelle  il  faut  lancer  le  mobile. 

4955.  —  Un  point  M  assujetti  à  décrire  une  parabole  est  attiré  par  un  point  A  de  l'axe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. Le  point  A  est  lui-même  animé  d'un  mouvement  uniforme.  Trouver  le  mouvement  du  point  M. 

4956.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  décrire  une  cycloïde. 

4957.  —  On  a,  sur  les  côtés  d'un  angle  donné,  deux  points  matériels  qui  se  repoussent  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. Déterminer  le  mouvement. 

4958.  —  Un  point  matériel  Jfest  sollicité  par  des  forces  normales  à  des  surfaces  données  et  proportionnelles  aux  lon- 
gueurs de  ces  normales.  Calculer  le  travail  élémentaire. 

4959.  —  Mouvement  d'un  point  dans  un  plan  sachant  qu'il  estaltiréçar  une  droite  de  ce  plan  proportionnellement  à 
la  distance. 

4960.  —  On  donne  un  cercle  et  deux  points  M»  et  Mi  de  ce  cercle.  On  lance  en  M»  un  point  pesant  avec  une  vitesse 
initiale  v.,.  Trouver  la  condition  pour  qu'il  puisse  atteindre  le  point  .M,. 

4961  .  —  Un  point  se  meut  sur  une  droite  en  étant  attiré  par  un  rentre  fixe  extérieur  à  la  droite,  la  force  d'attraction 
étant  proportionnelle  à  la  distance.  Comment  peut-on  représenter  simplement  le  mouvement  ? 

4962.  —  Un  point  décrit  la  courbe    .^  =  n  cos-u    sous  l'action  d'une  force  émanant  du  pôle.  Etudier  le  mouvement. 

4963.  —  Étant  donnée  la  courbe     —  =r  — '■ ^ —      parcourue  par  un  mobile  suivant  la   loi  des  aires,  trouver  la 

.=  P 

nature  de  la  force  qui  le  sollicite. 

4964.  —  Un  point  parcourt  la  courbe  ( j- -i- !/')(x — y\  —  2x{/ =  0  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  donnée  : 
trouver  la  force  qui  le  sollicite. 

4965.  —  Un  point  M  décrit  une  droite  de  A  en  B  :  il  est  attiré  par  un  point  0,  la  force  d'attraction  étant  proportion- 
nelle h  lansle  de  OM  et  AB.  Calculer  l'expression  du  travail  accompli  par  la  force. 

4966.  —  Un  point  décrit  un  cercle  sous  l'action  de  la  force  X  =  ay,  Y  ^=  bx.  Travail  total  quand  le  point  décrit 
le  cercle. 

4967.  —Un  point  pesant  décrit  une  courbe  dans  un  plan  vertical  sans  vitesse  initiale  à  partir  d'un  point  0.  Calculer 
le  temps  employé  pour  parcourir  un  arc  donné  OM. 

4968.  —  Un  point  est  attiré  par  une  droite  proportionnellement  à  l'inverse  du  cube  de  la  distance  à  la  droite.  La 
vitesse  initiale  est  parallèle  h  la  droite.  Etudier  le  mouvement. 

4969.  —  .Mouvement  d'un  point  pesant  tombant  verticalement,  sachant  que  l'air  offre  une  résistance  proportionnelle 
à  une  puissance  de  la  vitesse    /=  Ai".    Cas  particulier  où    n  =  1    ou  2. 

4970.  —  Deux  centres  attirent  un  point  .M  suivant  des  forces  inversement  proportionnelles  h  la  distance.  Étudier  le 
mouvement. 

4971 .  —  Dans  le  mouvement  des  planètes,  quelle  doit  être  la  vitesse  Initiale  pour  que  l'orbite  soit  un  cercle  '? 

4972.  —  Un  point  pesant  décrit  sans  vitesse  initiale  un  segment  d'une  courbe  située  dans  un  plan  vertical.  Temps 
employé  pour  le  parcours. 

4973.  —  Le  travail  élémentaire  d'une  force,  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe>  est  égal  au  produit  du 
déplacement  par  le  moment  de  la  force  par  rapport  à.  l'axe. 

4974.  —  Un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  et  proportionnelle  à  la  vitesse. 
Trouver  les  équations  du  mouvement  et  la  trajectoire. 

4975    —  Calculer  le  travail  accompli  par  une  force  centrale. 

4976.  —  Etudier  le  champ  de  forces  défini  par  les  équations  X  =  yz,  Y  =z  zx,  Z  =  xy.  Lignes  de  force  et  sur- 
faces de  niveau . 

__^__^ ^  4977.  —  Ou  donne  deux   centres  d'attraction  .V  et  B  et  sur  la  droite  AB  deux  points  .M 

^      t  '^     f        et  P.  M  est  attiré  vers   A  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance  et  subit  une  résistance 

proportionnelle  à  la  vitesse  :  P  est  attiré  vers  B  dans  les  mêmes  conditions.  Les  deux  mobiles 
se  rencontrent-ils,  et  quelles  sont  alors  leurs  positions  ? 

4978.  —  Mouvement  d'un  point  lancé  verticalement  avec  une  vitesse  de  Sô""  h  la  seconde.  Calculer  la  hauteur  maxi- 
ma  atteinte  par  le  point  mobile.  Se  servir  de  la  règle  à  cdcul. 

4979.  —  On  considère  le  champ  de  forces  dû  â  un  aimant.  Un  point  du  champ  est  attiré  par  chaque  pôle  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance.  Y  a-t-jl  un  potentiel  ' 

4980.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oi/.  Un  point  M  se  déplace  sur  Oj/  d'un  point  .\  à  un  point  B  ;  il  est 
attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  C  de  Ox.  Ouel  est  le  trav.iil  do  cette  force  (|uand  le  point  va  de 
A  en  B. 
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4981.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.r,  Oy  et  un  point  B  sur  Oy  :  on  lance  du  point  B  parallèlement  à  Oj; 
un  point  M  de  masse  unité  avec  une  vitesse  de  SOm  à  la  minute.  Ce  point  est  attiré  par  le  point  0  proportionnellement  à  la 
distance.  Chercher  à  quelle  distance  de  0  le  point  M  -va  rencontrer  Ox.  sachant  que  OB  =  lO"  et  que,  le  point  M  étant  à 
l'unité  de  distance  du  point  0,    l'attraction  est  de  5'-?. 

4982.  —  Le  coefficient  de  frottement,  au  départ,  de  l'acier  sur  l'acier  étant  f,  trouver  la  plus  grande  inclinaison  qu'on 
peut  donner  à  une  voie  de  chemin  de  fer  pour  qu'un  train  puisse  y  stationner  sans  glisser. 

4983.  —  Démontrer  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  lorsqu'un  point  est  soumis  à  une  force  perpendiculaire  à  un 
axe  fixe  et  fonction  de  la  distance  du  point  à  cet  axe. 

4984.  —  Un  point  M  décrit  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  sous  l'action  d'une  force  passant  par  un  point 
fixe  G  et  proportionnelle  à  la  distance.  Calculer  le  travail  total. 

4985.  —  On  donne  deux  droites  dans  l'espace  et  un  point  sur  chacune  de  ces  droites.  Ces  points  s'attirent  proportion- 
nellement à  leur  distance:  trouver  les  mouvements  de  ces  points  sur  les  droites. 

4986.  —  Un  point  matériel  est  assujetti  h  décrire  une  parabole  y- —  2p.r  =  0  d'un  mouvement  uniforme.  Trouver 
la  force  qui  le  sollicite. 

4987.  —  Un  corps  pesant  tombe  et  éprouve  une  résistance  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse.  Ktudier  le 
mouvement.  Cas  où  la  puissance  est  égale  à  2. 

4988.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  la  cycloide  x=  R(ç>  —  -—  sin  o),  y  =  R(coso—  1)  sous  l'action  d'une  force 
passant  par  l'origine.  Déterminer  cette  force  en  fonction  de  œ. 

4989.  —  .\vec  quelle  vitesse  faut-il  lancer  un  projectile  sous  un  angle  de  30»  avec  l'horizon  pour  qu'il  atteigne  un  point 
situé  à  .301^™  et  à  2"  au-dessous  de  l'horizon  ? 

4990.  —  Un  corps  pesant  tombe  avec  une  résistance  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse.  Ktudier  le  mou- 
vement. 

4991.  —  Soit  A  le  point  le  plus  bas  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  vertical.  On  lance  en  A  sur  le  cercle  un  point  ma- 
tériel pesant  avec  une  vitesse  r„,  et  on  suppose  que  le  point  ne  peut  quitter  le  cercle  vers  l'extérieur.  Quelle  doit  être  la 
vitesse  i\  pour  que  le  point  tourne  dans  le  cercle  sans  tomber  ?  De  quelle  hauteur  doit-on  laisser  tomber  le  point  sur  une 
courbe  se  raccordant  au  cercle  au  point  A  ? 

4992.  —  Un  point  P  est  attiré  par  un  centre  d'attraction  mobile  M  qui  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme. 
Étudier  le  mouvement  de  P  sachant  que  la  force  est  proportionnelle  à  la  dislance. 

4993.  —  In  cvlindre  de  10"^"'  de  hauteur,  de  ô'^™  de  rayon  tourne  avec  une  vitesse  de  10  tours  à  la  seconde  autour  de 
son  axe.  Sa  densité  est  égale  à  7.  Calculer  la  force  vive  du  cylindre. 

4994.  —  On  considère  une  courbe  y  =  f{x)  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires.  C'est  la  trajectoire  d'un  point 
soumis  a  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  Ox  et  fonction  de  la  distance  du  point  à  Ox.  Déterminer  la  nature  de  cette 
fonction. 

4995.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  O.v,  0;  et  on  considère  un  point  M  soumis  à  l'action 
d'une  force  perpendiculaire  au  plan  MOî  et  proportionnelle  à  la  distance  du  point  M  à  0;.  Etudier  le  mouvement  du 
point  M. 

VIII   —  Statique. 

4996.  —  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole. 

4997.  —  Centre  de  gravité  d'un  quadrilatère. 

4998.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  G  de  l'aire  limitée  par  une  courbe  AM,  ;/  =  f{x).  par 
les  axes  Ox,  Oy  et  une  ordonnée  .MP. 

Déterminer  la  courbe  de  manière  que  l'abscisse  X  du  point  G  soit  liée  à  l'abscisse   .r   du  point 
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P  par  la  relation    X  =  kx.    Cas  particuliers  où     fc  ^  — i     k  =  —• 

4999.  —  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires:  une  tige  homogène  AB  de 
densité  linéaire  p  est  placée  sur  Oy  et  attire  suivant  la  loi  de  Newton  un  point  M  de  O.r.  Trouver 
la  résultante  des  forces. 

5000.  —  Réduire  un  système  de  forces  .à  deux:  i°  dont  l'une  passe  par  un  point  donné; 
2°  dont  une  ligne  d'action  est  donnée:  3°  dont  les  lignes  d'action  sont  rectangulaires.  Si  les  condi- 
tions 1"  et  3»  sont  réunies,  la  force  qui  passe  par  le  point  décrit  un  cône. 

5001 .  —  Conditions  pour  que  m  points  soient  sur  un  solide  invariable  et  pour  que  ce  solide  soit  au  repos. 

5002.  —  Trouver  un  point  M  dans  le  plan  d'un  triangle,  tel  que  trois  forces  appliquées  en  ce  point,  perpendiculaires 
aux  côtés  et  mesurées  par  les  distances  de  M  à  ces  côtés,  soient  en  équilibre. 

5003.  —  Un  point  matériel  pesant  M   est  assujetti  à    rester  sur  un  paraboloide  d'axe   vertical;  il  est 
sollicité  par  une  force  constante  passant  par  un  point  fixe.  Trouver  les  positions  d'é<iuilihre  du  point  M. 

5004.  —  On  donne  deux  points  fixes  A  et  B  auxquels  est  attaché  un  til.  Un  anneau  infiniment  petit 
supporte  un  poids  P  et  glisse  le  long  du  fil.  Trouver  la  position  d'équilibre. 

5005.  —  Ou    ilivise  un  carré  en  neuf  carrés  égaux  et  aux  centres  de  ceux-ci  on  applicpie  des   poids 
proportionnels  aux  nombres  indiqués  ci-contre.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  poids. 

o«tuo.  —  In  point  M,  sitiu'  à  l'intérieur  d'un  tétraèdre  ABCD,  est  soumis  à  l'action  de  quatre  forces  représentées  en 
grandeur  et  en  direction  par  les  vecteurs  MA,  MB.  MC,  MD,  puis  ii  l'action  de  <niatre  autres  forces  représentées  en  grandeur 
et  en  direction  parles  distances  du  point  M  aux  faces  ilu  tétraèdre.  Le  point  M  peut-il  prendre  une  position  d'é(|uilibre  sous 
l'action  de  ces  huit  forces'.' 

5007.  —  Trouver  les  équations  d'équilibre  d'un  solide  en  coordonnées  obliques,  en  iirictuant  une  Irimsformation  de 
coordonnées. 

5008.  —  Cenlie  de  gravité  de  l'aire  d'une  demi-ellipse. 

5009.  —  Position  d'équilibre  d'un  hémisphère  pesant  jilacé  sur  ui\  pl;in  horizontal,  sachant  qu'un  point  du  cercle  de 
base  est  pesant. 

5010.  —  Un  cerceau  peut  rouler  sans  glisser  sur  un  pliin  horizontal.  Une  canne  P(,)  homogène  repose  par  lUie  de  ses 
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extrémités  P  sur  le  plan  horizontal  et  s'appuie  sur  le  cerceau  en  M.  11  y  a  frottement  en  P  et  M.  Peut-il  y  avoir  équilibre? 
son.  —  Six  forces  égales  sont   appliquées  suivant  les  côtés  d'un  hexagone  régulier  AliCDEF.  Peut-on  trouver  trois 
forces  égales  qui  fassent  équilibre  à  ce  système  et  qui  soient  appli(|uée5  suivant  les  côtés  du  triangle  é<(uilatéral  ACE  ? 

5012.  —  Équilibre  d'un  point  pesant  mobile  sur  un  cercle  vertical  avec  frottement. 

5013.  —  Centre  rie  gravité  d'un  arc  d'hélice.  Lieu  de  co  point  quand  l'une  des  extrémités  de  l'arc  varie. 

5014.  —  Centre  de  gravité  d'un  hémisphère. 

5015.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  passe  par  un  point  fixe  et  ait  une  intensité  donnée. 

5016.  —  On  donne  six  droites  dans  l'espace.  Peut-on  trouver  six  forces  en  équilibre,  telles  que  leurs  lignes  d'action 
soient  ces  six  droites?  Condition  de  possibilité.  Lorsqu'on  donne  cinq  des  droites  et  un  point  de  la  sixième,  quel  est  le  lieu 
de  cette  droite  ? 

5017.  —  On  donne  quatre  forces  concourantes  en  un  point  0,  cton  désigne  par  G  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  <|ui 
a  pour  sommets  les  extrémités  des  forces.  Montrer  que  la  résultante  l'St  dirigée  suivant  OG  et  égale  à  4  OG. 

5018.  —  Équilibre  d'une  barre  pesante  reposant  par  ses  extrémités  sur  deux  plans  inclinés. 

5019.  —  Démontrer  qu'une  force  unique  peut  se  décomposer  suivant  les  arêtes  d'un  tétraèdre  d'une  seule  manière. 

5020.  —  On  donne  des  droites  concourantes  Di,  D.,  . . .,  D„  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  mène  des  perpendiculaires 
sur  ces  droites,  et  on  suppose  que  ces  perpendiculaires  représentent  des  forces  agissant  sur  P.  Condition  pour  que  le  point 
P  soit  en  équilibre  sous  l'aclion  rie  ces  forces. 

5021'.  —  Centre  de  gravité  de  l'arc  et  de  l'aire  d'une  cycloïde. 

5022.  —  On  suppose  qu'en  chaque  point  d'un  champ  la  force  soit  définie  par  les  équations 

X  ^  x'  —  yz,  Y  =;  !/'  —  zx,  Z  ^  z-  —  xy. 

Calculer  le  potentiel. 

5023.  —  Équilibre  d'une  barre  reposant  à  l'intérieur  d'un  hémisphère  creux  et  s'appuyant  sur  le  bord  de  l'hémisphère. 
r>024.  —  Un  point  situé  à  l'intérieur  d'un  tétraèdre  est  sollicité  par  des  forces  normales  aux  faces  du  tétraèdre  et  égales 

aux  distances  du  point  à  ces  faces.  Trouver  les  positions  d'équilibre. 

5025.  —  l'n  point  M  est  attiré  par  quatre  forces  normales  aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre  et  égales  aux  surf.aces  de  ces 
quatre  faces.  Conditions  d'équilibre. 

5026.  —  Positions  d'équilibre  d'un  point  attiré  par  plusieurs  centres  fixes  proportionnellement  à  la  distance. 

5027.  —  Est-il  possible  de  réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  rectangulaires  et  dont  la  plus  courte  distance 
soit  donnée? 

5028.  —  Un  fil  inextensible  est  suspendu  en  deux  points  fixes  X  et  B.  On  attache  deux  poids  P  et  Q  respectivement 
en  deux  points  C  et  D  du  fil.  Position  d'équilibre  du  système. 

5029.  —  On  considère  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj/  et  rencontrant  Oy  en  un  point  A. 
On  considère  sur  la  courbe  un  point  variable  M  et  on  demande  de  déterminer  la  courbe  :  1»  de  façon  que  ['.abscisse  Xi  du 

centre  de  gravité  de  l'arc  A.M  soit  une  fonction  donnée  de  l'abscisse  x  du  point  M.  Cas  particulier,    r,  =  — ;     2°  de  f.içon 

que  le  centre  de  gravité  de  l'arc  AM  soit  fixe. 

5030.  —  On  donne  trois  points  sur  un  cercle  X,  B,  C.  Un  point  M  assujetti  à  rester  sur  le  cercle  est  attiré  propor- 
tionnellement à  la  distance  par  les  points  A,  B,  C,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  le  même.  Positions  d'équilibre  du 
point  M.  Cas  on  le  point  .M  est  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions  sur  le  cercle. 

5031.  —  Deux  cercles  concentriques  représentent  l'ensemble  de  deux  poulies  solidaires.  Une  chaîne  est  enroulée  selon 
la  disposition  ci-contre,  et  son  adhérence  sur  les  poulies  est  supposée  parfaite.  .\u  moyen  de  ce  système  on 
soulève  un  poids  P.  Condition  d'équilibre.  On  néglige  toute  espèce  de  frottement. 

5032.  —  On  donne  sur  une  droite  m  points  matériels  M,,  Mj,  ...,  M„,  de  masses  données  pi.p»,  .-.,  p„. 
qui  attirent  un  point  M  de  la  même  droite  et  de  masse  p  proportionnellement  aux  masses  et  inversement 
à  la  distance.  Positions  d'équilibre.  Stabilité. 

5033.  —  Déterminer  une  courbe  passant  par  l'origine  0,  telle  que  si  l'on  mène,  en  un  point  M 
quelconque,  la  tangente  qui  rencontre  Ox  en  T,  le  centre  de  gravité  de  l'arc  OM  soit  sur  la  parallèle  à  0!/ 
menée  par  T. 

5034.  —  Une  échelle  dont  on  néglige  le  poids  est  appliquée  contre  un  mur  vertical  sur  lequel  il  n'y 
\P    a  pas  de  frottement.  On  donne  le  coefficient  de  frottement  f  sur  le  sol.  Une  personne  se   trouve  sur  un 

échelon  donne.  Equilibre. 

4 


CONCOURS  DE  190.5  (Suite) 


LICENCE  ES  SCIENCES  (Paris.) 

Certificat  de  Mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences  physiques. 

h'preuvi^    lhéoriqui>. 

I.  —  1449.  Intégrer  l'équation  différentielle 

(.-.■.^^.,.=  1. 

Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  le  point  de  coordonnées    a;  =  0,    ;/  =  1. 

II.  —  1450.  Intégrer  l'équation  difl'érentielle 

d'y 


-f-  4i/  ^  sin  ax, 
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dans  laquelle  a  désigne  une  constante  donnée. 

III.  —  1451.  L'expression 

{x  +  -y)dx  +  ydy 
(x-t-yf 
est-elle  la  différentielle  totale  d'une  fonction  U  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y  ?  Dans  le  cas  de  l'affir- 
mative, déterminer  cette  fonction  U. 

IV.  —  1452.   On  considère  la  surface  S  qui.  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Oa;, 
a'  Oy,  0:,  a  pour  équation 

z  —  œ-  +  1/  +  1  ; 

i 
on  prend  sur  Ox  une  longueur    OA  =  1,    sur  Oy  une  longueur    OB  =  —  ;      on  joint  AB 

A    ï      et  on  construit  le  prisme  droit  ayant  pour  base  le  triangle  OAB.  Calculer  le  volume  limité 
par  le  tiiangle  OAB,  les  faces  latérales  du  prisme  et  la  surface  S. 

[S6  juillel  de  8  h.  à  midi.) 
Epreuve  pratique. 


I.  —  Calculer  à  -j^  près  l'intégrale  détinie 


,""        dx 


4  cos  X 

II.  — 1453.  In  point  m  dont  la  masse  est  Ser  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces,  à  savoir  : 
1»  Un  poids  p  ; 

2o  Une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  0  ayant  une  intensité  constante  et  égale  à  celle  du  poids  : 
(a)  Montrer  que  la  résultante  des  deux  forces  dérive  d'une  fonction  de  forces  U  qu'on  supposera  nulle  au 
point  0  ; 

(^)  Déterminer  et  représenter  les  surfaces  de  niveau  ; 

(y)  Calculer,  dans  le  système  C.G.S.,  le  travail  total  effectue  par  la  résultante  des  deux  forces  quand  le 
point  m  passe  de  la  position  A  située  à  1"°  au-dessus  de  0  sur  la  verticale  de  ce  point,  au  point  B  situé  à  50^'" 
de  0  sur  une  horizontale  issue  de  ce  point; 

(5)  Le  mobile  m  est  lancé  du  point  A  dans  une  direction  quelconque  avec  une  vitesse 
initiale  de  4cni  à  la  seconde  et  soumis  à  l'action  des  deux  forces.  Appliquer  au  mouvement 
le  théorème  de  la  force  vive  et  calculer  la  vitesse  du  point  dans  une  quelconque  de  ces  posi- 
tions ;  on  ne  cherchera  pas  la  trajectoire  du  point. 

Nota.  —  On  appellera  r  la  distance  du  mobile  au  point  0  et  ô  sa  hauteur  au-dessus  du 

plan  horizontal  passant  par  G.  On  prendra    g  =  980. 

{S6  juillet,  de  S  h.  à  4  h.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1454.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  Oa;  en  des  points  T    et  N  tels 
que  le  segment  'FN  ait  une  valeur  constante  2o.  Trouver  l'équation  de  la  courbe  et  la  construire. 

1455.  —  Théorcniex:  1"!'.  P'et  O,  Q' étant  les  projections  des  foyers  d'une  ellipse,  F  et  I'',  sur  une  droite 
(luclconque  cl  sur  la  parallèle  à  cette  droite  menée  par  son  pôle,  on  a 

FP.FQ'+F'P'.FQ  =26^ 
2(1  p,  P'  pi  Q,  Q'  l'iiint  les  projections  des  extrémités  F,  F'  d'un  diamètre  d'une  des  focales  d'un  ellipsoïde 
sur  im  plan  parallèle  ii  la  tangente  à  la  focale  en  F  et  sur  le  plan  parallèle  au  précédent  mené  par   son  p(Me, 
on  a  FP.F'Q'-fI'P'.FQ  =  2K-, 

K  étant  le  demi-axe  de  rellip.soïdc  perpendiculaire  au  plan  de  la  focale. 

VASNIER. 
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DEUXIEME   PARTIE 


GEOMETRIE   ANALYTIQUE 


1378.  —  On  considère  deux  axes  reclangulaires  Ox,  Oy  et  un  cercle  tanfjcnl  à  ces  deux  droites  et 
ayant  pour  centre  le  point  (a,  a)  de  la  première  bissectrice. 

1'  Trouver  l'équation  d'un  cercle  langent  à  Oy  et  orthogonal  au  précédent,  et  le  lieu  du  centre  de  ce 
cercle.  Par  chaque  point  du  plan,  il  passe  deux  de  ces  cercles;  trouver  dans  quelle  région  du  plan  doit  être 
ce  point  pour  que  les  deux  cercles  soient  réels. 

2°  On  associe  ces  cercles  de  façon  que  leurs  points  de  contact  avec  Oy  décrivent  une  involution  ayant  le 
point  0  pourpoint  central  et  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  pour  point  double.  Lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  cercles. 

3°  Lieu  du  point  de  rencontre  des  polaires  de  l'origine  par  rapport  à  deux  cercles  orthogonaux  du  sys- 
tème. 


1.  Soit  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point 

y 


ou  bien 
(2) 


^j  et  tangent  à  Oy;  son  équation  est 

Pour  que  ce  cercle  soit  orthogonal  au  cercle  donné, 

(C)  (a:_a)2-H(y_a)^  =  aS 

il   faut  que  la  puissance  du  point  «>  par  rapport  au  cercle  C 
soit  égale  à  a^  ;  on  doit  donc  avoir 

(a  —  a)3  -(-  (^  —  a)2  —  a^  =  x' 
ou  bien 

(I)  (3  — a)^-2a=c  =0. 

Cette  relation  montre  que  le  lieu  du  point  «>  est  une  para- 
bole ayant  pour  axe  la  droite  i/  —  a  =  0  et  pour  tangente 
au  sommet  l'axe  Oy  ;    le  paramètre  de  cette  parabole  étant 

égal  à  a,  elle  admet  pour  foyer  le  point    l  -—,    a  \  ■ 

En  tenant  compte  de  la  relation  (1),  l'équation  du  cercle 
w  s'écrit 

a{x'  -h  y-)  -  a-(?-  fl;-  —  2a3y  -^  a?' =  0 


^\a  —  x)  ■ 


a^(x  —  y)  -h  a(x-  -h  !/-  —  ax)  =  0 . 

L'équation  précédente  prouve  qu'à  tout  point  {x,  y]  du  plan  correspondent  po  ur  3  deux  valeurs  ; 
par  conséquent,  on  peut  dire  que  par  tout  point  (x,  y)  du  plan  il  passe  deux  cercles  o». 

Pour  que  ces  cercles  soient  réels,  il  faut  que  3  soit  réel  et,  par  suite,  que  le  discriminant  de  l'équa- 
tion (2),  considérée  comme  un  trinôme  du  second  degré  en  ?,  soit  positif  ou  nul. 

On  doit  donc  avoir 

a(x  —  y  r  —  (a  —  x)[x-  +  ;/-  —  ax)  >  0 
ou  bien 

^[(^— iy  + (y -«)-'- ir]^^- 

Le  point  (x,  y)  doit  donc  être  situé  à  droite  de  Oi/  et  à  l'extérieur  du  cercle 


(x-|)  +iy-' 


=  0. 
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L"enveloppe  des  cercles  <■>  est  formce  de  l'axe  0//  el  du  cercle  précédent  qui  a  pour  centre  le  point 
,   a  )    et  qui  est  tangent  à  Oy  au  point  B. 


iî 


2.  Soit      ('a')  [^x  —  a)-  -+-  [y  —  P')-  =  a'- 

ou  bien 

§'2{a  —  x)  -+-  2p'a{x —  y)  +  a{x-  -+-  y^  —  ax)  —  0, 
un  cercle  associé  à  [m). 

Pour  tout  point  du  lieu,   ^  et  |i'  sont  racines  de  l'équation  (2). 

Or,  par  hypothèse,     pp'  =  a-  ; 

le  produit  des  racines  de  l'équation  {2)  est  donc  égal  à  a-,  c'est-à-dire  que 

a  —  X 
ou  bien 

X-  -+-  y-  —  o^  =  0. 
Tel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  cercles  tu  et  eu'.   C'est  un  cercle  ayant  l'origine  pour 
centre  et  passant  aux  points  A  et  B. 

3.  Deux  cercles  w  et  lu'  sont  orthogonaux  lorsque 

(a  —  a')2  H-  (  p  _  ^')^  =  a-  -h  a'- 

ou  bien 

(P— (i')2  — 2aa'  =  0. 

En  tenant  compte  de  l'équation  (1),  cette  relation  s'écrit 

ou  bien 

(3)  2«-[(S  +  ^7-4p^']_i^?'-a(^+^')  +  a;p  =  0. 
La  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cercle  '"  est 

x{^  —  a)--+-  'ia'py  —  2a  p-  =  0 
ou 

(4)  '^\x  —  2a)  -  2^a(x  —  »/)  -h  a^x  =  0. 

Pour  tout  point  du  lieu  cherché,  ^  et  p'  sont  racines  de  l'équation  (4).  Ce  lieu  s'obtiendra  donc  en 
éliminant  jJ  el  p'  entre  la  relation  (3)  et  les  deux  relations 

iaix — w)  ,,  a'x 


On  trouve  ainsi 

2[{x  -  y)-  -  x{x  -  2a)]  _  (y  -  a)»  =  0 
ou  bien 

{y  -  a){y  —  -ix  -^3a)  -{-2a-  =  0. 
C'est  l'équation  d'une  hyperbole  admettant  comme  asymptotes  les  droites 
y  —  a  =  0,  y  —  ix-i-3a  =  0. 


BROS,  à  Albi. 


Solution  géométrique  des  deux  premières  parties.  —  1.  L'inversion  de  centre  C  et  ayant  pour 
puissance  a-  transforme  le  ccicle  (C|  en  hii-iiiême  et  les  cercles  (ui)  en  eux-mêmes;  elle  transforme  Oy  en  le 
cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre.  L'enveloppe  des  cercles  (w)  se  compose  donc  de  Oy  et  de  ce  cercle.  Le 
lieu  des  centres  est  alors  évident  ainsi  que  la  région  du  plan  recouverte  par  les  cercles  (u), 

2.  L'inversion  de  centre  G  el  ayant  pour  puissance  a'  transforme  les  deux  cercles  associés  l'un  dans  l'au- 
tre. Donc  le  lieu  de  leurs  points  de  rencontre  est  le  cercle  de  rayon  a  ayant  pour  centre  le  point  0. 

PAHHOD. 

Bonne  solution  :  M.  (InANr.iKR,  îi  Monbydier. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  J.  Ybbnaux,  à  Mons;  llené  BniN  ;  F.  Sockeki.,  l'cole  du  l'oint  du  jour,  à  Lyon  ;  P.  Gaossot, 
lycée  de  Har-li;-l)uc  ;  C.  Cottv,  lyciîc  de  Dijon  ;  G.  KoucKy,  îi  Roanne  ;  A.  Dkdiù.  à  Bucarest. 
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1379.  —Soient  A  et  B  deux  points  quelconques  d'une  conique  (G;;  les  deux  foyers  de  (G)  sont 
sur  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B,  el  les  tangentes  à  celte  conique  aux  foyers  de  (G) 
passent  par  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  (C). 

Solutioa  analytique.  —  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  conique  (C)  soit  un  ellipse  rap- 
porlée  à  sou  centre  et  à  ses  axes  ;  son  équation  tangentielle  est  alors 

(C)  a^u^ -h  b^v- —  w- —  0 . 

L'équation  des  points  d'intersection  de  la  droite  AB(u„,  u,.  Wo)  et  de  (C)  est 

{a-u--\-b-v^  —  iv-){a^ul  +  6-i)|  —  wl)  — (a'uu^  -h  b-vv„  —  ww»)*  =  0. 

Une  conique  (r)  admettant  pour  foyers  les  points  A  et  B  a  pour  équation 

(r)  (a^-u-  4-  (i-v-  —  w'^j(a^ul  ■+-  A^uj  —  «'5)  —  (a*uUo  +  b^vv,,  —  icw^)-  -i-  À(tt-  +  v'^)  =  0. 

Le  pôle  P  de  la  droite  AB  par  rapport  à  (C)  est 

(P)  a-uu„  -H  b^vvo  —  wu'o  =  0 . 

Nous  allons  déterminer  X  de  façon  que  le  pôle  -  de  Ox  par  rapport  à  (P)  coïncide  avec  le  point 
P;  nous  montrerons  ensuite  que  la  conique   (r)   passe  par  les  foyers   F  et  F'  de   (C). 

Le  pôle    -   de    Ox   par  rapport  à    r   a  pour  équation 

b'^v(a'-ul  -+■  b'-v^  —  w^)  —  b-Vo'a-uu^  -+-  b-vv^  —  ww^)  +  ).y  =  0 
eu  bien 

(^)  a-6'-Uoyg.u  -r-  {wlb-  —  ).  —  a^b^u^v  —  b^V(,ti\ic  =  0. 

Les  points    P  et  -    coïncident  lorsque 

(1)  b\a^ul'^bH^l—ici)-^l=0. 

Cela  posé,  l'équation  des  points  d'intersection  de  (r)   et  de    Ox    est 
[(a-u-  -hb-v-  —  !t'-)(rt-U5-f- 6*1)5  —  "'u)  -+-  '-("'  -i-  "*)  —  («^""0  "*"  b-voo —  ww„)'\ 

X[b^{a^ui-^  h^v'i  —  «•o)-t-X  — 6*uo]  —  [6'»(a-«5 -f- 6^b-o  —  w^)-h/.v  —  b'u^{a-uuo-i-  b-vo^ — tvWoYf  =  0. 

En  tenant  compte  de  la  relation  (1),  cette  équation  se  réduit  à 

C'U-  —    c'    =:   I). 

La  conique    r    passe  donc  par    F  et  F'. 

La  réciproque  de  la  proposition  est  immédiate. 

BROS,  àAlbi. 


Solution  géométrique. 


Supposons  pour  fixer  les  idées  que  la  conique  (C)  soit  une  ellipse,  et  soient 
A  et  B  deux  points  de  cette  ellipse,  F  et  F'  ses  foyers.  Nous  au- 
rons 

AF  -^  AF'  =  BF  +  BF' 
et  AF  — BF  =  BF'  — AF', 

ce  qui  montre  que  les  points  F  et  F'  appartiennent  à  deux  branches 
distinctes  d'une  hyperbole  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B. 
D'autre  part,  soit  T  le  pôle  de  AB  ;  la  droite  FT  est  bissectrice  de 
l'angle  .-VFB  et  la  droite  FT,  bissectrice  de  l'angle  AF'B  :  donc 
ces  deux  droites  sont  les  tangentes  à  l'hyperbole  aux  points 
F  et  F'. 
AMBLARD,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Ruines  (Cantal). 


Bonnes  solutions:  MM.  G.  Coxrr,  lycée  de  Dijon:  Gbaxgier,  i  Monbydier  :  A.  Dkd:c.  à  Bucnresl  :  E.  Vagsbli. 
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MECANIQUE 


D' 


1382.  —    On  considère  un  parallélépipède  rectantjle  ABCDA'BC'D'  et  les  douze  forces  A.\',  BB',  CC 
DD ,  AB,  BC,  CD,  DA  et    A'D',  D'C,  C'B',  B'A'.  Réduire  ce  système. 

Par  raison  de  symélrie,  les  quatre  forces  égales,  parallèles  et  de  même  sens  AA',  BB',  CC  et  DD'  se 
composent  on  une  force  unique  égale  à  4.  A  A',  appliquée  le  long  de  la  droite 
GG',  G  et  G   étant  les  centres  des  faces  ABCD  et  A'B'C'D'. 

Les  quatre  forces  AB,  BC,  CD  et  DA  ont  une  résultante  nulle,  car  la  pro- 
jection d'un  contour  fermé  sur  un  axe  quelconque  est  nulle  ;  elles  se  rédui- 
sent donc  à  un  couple  égal  à  —  2  aire  ABCD. 

Les  forces  appliquées  le  long  du  contour  A'B'C'D'  se  réduisent  aussi  à 
UM  couple  égal  à  h- 2  aire  A'B'C'D'  ou  bien  -f-2  aire  ABCD. 

Les  deux  couples  se  détruisent  donc.  Le  système  de  forces  se  réduit  à 
une  résultante  unique. 

BROS,  à  Albi. 


/ 

"'     B 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


1456.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  les  deux  cercles  ayant  pour  équations 

x2-f-y2   —  R^  =  0,  (X— (1)2-1-2/2—  R'2   =0. 

1°  Former  l'équation  générale  des  cercles  r  tangents  au  premier  et  orthogonaux  au  second. 
2o  Lieu  des  centres  des  cercles  T. 

3°  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  F  par  rapport  à  ces  cercles.  On  trouve  une  conique  S.  Étudier  le 
genre  de  celle  conique  selon  la  position  du  point  F  dans  le  plan. 

4°  Lieu  dos  points  F  pour  lesquels  la  conique  S  e.st  une  hyperbole  équilatère. 
5°  Déterminer  les  points  F  pour  lesquels  la  conique  S  est  un  cercle. 

Cil.  MiCllEL. 

1457.  —  D'un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse  on  abaisse  sur  les  diamètres  conjugués  égaux  les 
perpendiculaires  MF,  MQ  ;  la  médiane  MR  du  triangle  .MFQ  est  perpendiculaire  à  la  polaire  du  point  M.  Cas  où 
le  point  .M  est  sur  l'ellipse. 

(1.    FOMENÉ. 

1458.  —  i"  Ine  droite  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  I.  Trouver  les 
équations  du  mouvement  d'un  point  de  la  droite  invariablement  lié  à  cette  droite. 

2"  Former  les  composantes  de  la  vitesse  ;  placer  la  tangente  et  la  normale  à  la  trajectoire  en  un  point. Montrer 
que  le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 

3°  Calculer  l'accélération,  la  composante  tangentielle  et  la  composante  normale  ainsi  que  le  rayon  de  cour- 
bure. Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération. 

4°  La  masse  du  point  mobile  étant  égale  à  1,  donner  l'expression  du  travail  pendant  le  temps  t  et  donner  le 
travail  accompli  pendant  la  première  heure. 

Nota.  —  Le  rayon  du  cercle  est  1  ;   au  temps    /  =  0    le  mobile  coïncide  avec  le  point  de  contact  de  la 

droite  et  du  cercle.  Les  unités  employées  sont  les  unités  C.G.S. 

E.  H. 


BAII-I.I-UUC.   —  mf.  CUHTB-JACQDBT 


Le  Rédacteur-Gérant  :  U.  VUIBEHT. 
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REVLE   DE   MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


NOTE  RELATIVE  AUX  VOLUMES  DES  FOUDRES  OVALES 

par  M.  G.  Maupin,  professeur  :iu  collège  de  Saintes. 


L  —  Il  y  a  quelques  années,  le  propriétaire  d'un  foudre  ovale  rempli  d'eau-de-vie  vint  me  demander 
s'il  était  possible  de  calculer  exactement  le  volume  de  ce  foudre.  Lui,  en  savait  la  contenance  par  une 
mesure  directe,  et  il  se  trouvait  en  litige  avec  la  régie  qui.  ayant  appliqué  une  formule  quelconque,  lui 
comptait  un  hectolitre  en  trop. 

H.  —  Le  foudre  avait  une  forme  singulière,  les  fonds  étaient  ovales,  les  douves  avaient  des  cour- 
bures différentes  et  deux  d"entre  elles  étaient  absolument  rectilignes.  Après  examen,  j"ai  pensé  qu'on 
pouvait  supposer  elliptiques  les  douves  de  plus  forte  courbure,  et  que  la  surface  devait  alors  être  consi- 
dérée comme  engendrée  par  une  ellipse  de  grand  axe  constant,  se  déplaçant  parallèlement  à  elle-même 
en  s'appuyant  sur  lesdites  douves  elliptiques. 
IIL  —  Reportons-nous  à  la  figure  et  posons 

OD  =  c,  DM  =  X,  0.\  =  a,  OB  ==  DN  =  b. 

Nous  trouvons  sans  difficulté 


:2(a2_a')  dz. 


et,  par  suite, 

0) 


v  = 


r.bcl  3 


slW- 


n- 


h  =  65, 


IV.  —  Dans  l'application,  on  avait,  en  centimètres, 
c  =  74,  a  ;=  oO,  a  =  34, 

ce  qui  donne,  en  employant  une  table  de  logarithmes  à  sept  décimales, 
V  =  i  593  litres. 
Le   propriétaire  trouvait  l  .5'.I4  litres. 

V. — J"ai  vu  ensuite  plusieurs  autres  foudres  ovales  et  j'ai  remarqué  que  b  était,  suivant  les  cas, 
non  pas  toujours  supérieur  à  a,  mais  aussi  égal  ou  inférieur.  D'après  les  connaisseurs,  les  foudres 
ovales  présentaient  deux  avantages  :  1"  une  rangée  placée  le  long  du  mur  d"une  cave,  les  douves  recti- 
lignes se  touchant,  avait  une  grande  stabilité  ;  2"  ils  tenaient  plus  de  liquide  que  les  foudres  ronds- 

VI.  —  La  première  assertion  est  certaine  ;  la  seconde  mérite  d"être  vérifiée.  Elle  signifie  que  si,  au 
fond  d'une  cave,  on  peut  placer  en  ligne  ni  foudres  ovales  de  dimensions  {a,  b)  à  la  bonde  et  de 
volume    V,    ou    n    foudres  ronds  de  dimensions    (a,   a)    à  la  bonde  et  de  volume   V,   on  doit  avoir 

(2)  mV  —  n\'  >  0. 

En  effet,  un  foudre  rond  ayant  pour  hauteur    'ic,    pour  rayon  au  fond    »,   pour  rayon  à  la  bonde    a,    a 
pour  volume 


(3) 


V  =  ^  -c  (2a^  +  : 
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si  on  suppose  encore  la  méridienne  elliptique. 
En  tenant  compte  de  la  condition 

(4)  mb  =  na, 
et  en  posant 

(5)  u  —  arc  ces 

l'inégalité  (2)  devient 

3  sin  II  cos  !/  +  3u  —  4  sin  u  - 


(6) 


■  2  sin  H  ces-  u 


>0. 


Or  le  numérateur  de  cette  fraction  est  une  fonction  de  u  constamment  croissante,  nulle  pour 
u  =  0. 

Toutefois,  remarquons  que  praliquemenl,  on  supposant  de  même  épaisseur  tous  les  foudres  V  et 
V,  ceci  n'est  démontré  que  si  b  '^  a,  sinon  la  somme  des  épaisseurs  des  parois  serait  plus  grande 
pour  les  V  que  pour  les  V,   et  il  serait  impossible  de  conclure. 

VIL  —  Enfin  j'ajoute  que  ces  foudres  sont  d'ordinaire  employés  isolément,  soit  qu'on  en  garde  un  à 
titre  de  travail  curieux  et  soigné,  soit  qu'on  en  fasse  faire  un  sur  mesure  pour  remplir  l'espace  2/*  laissé 
vide  dans  un  chai  par  une  rangée  de  foudres  ronds  et  pour  caler  l'ensemble.  D'après  quelques  données 
trop  rares,  je  crois  pouvoir  dire  que  les  foudres  ovales  coûtent  40"/,)  de  plus  que  les  foudres  ronds,  et 
tiennent  à  peine  6  7»  de  plus  qu'eux. 

Détail  du  calcul,  qui  n'est  pas  mis  dans  la  note  : 

OD  =  c,  OK  variable  =  ;, 

DM  =  a,  a<a. 

OA  =  a, 
OB  =  DN  =  6  ; 
La  surface  est  engendrée  par  une  ellipse  dont  un  des  axes  est  cons- 
tant, et  qui  s'appuie  sur  l'ellipse  MA. 
Equation  de  KIJ   dans  son  plan  : 

X^c-     ■  Y- 


a'-c^-H;°(2-  —  a'-) 


b- 


-1=0. 


b    ,-, 


Surface  de  l'ellipse  KIJ:     -—\/a-c'--i-z-(oi''  —  a'), 
c 

Volume  du  cylindre  infiniment  petit  de  base  KIJ  (base,   ellipse 

entière  KIJ,  hauteur  dz)  : 


d\ 


Tt  —  \/a-ç-  -+■  z'[a^  —  a-)dz  ; 


puis 

et,  en  posant 


/  +  c     f, 

:    /       7c—  v/rt'c-H-  z-(a.^  —  a-)  dz 


=  sino. 


^a^  — 


r       a» 
Application  : 


\là^  —  ■ 


b  =  G5<:"i, 


c  =  74, 


■ — t-  a  1  =  T^bc\    ,  ,  arc  cos h  a  1 

J  L  >"  —  »'  a         A 


54, 


=  50. 
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V  =  î:  X  65  X  7 


if-^  X  0,3873167  +  ool, 
L  v'416  J 


V  =  -  X  65  X  74  X  10S,37i     en  centimètres  cubes . 

V  =  1593M3. 
Voici  en  outre  la  dérivée  de  )>  : 

X  =  3  sin  u  CCS  u  +  3m  —  4  sin  u  —  2  sin  m  ces-  u, 

V  =  3cos^  u — 3  sin- u  H- 3  —  4  ces  m  — 2cos3  u  +  4sin-ucosM, 

X'  =  6  ces-  M  —  4  cos  w  —  2  cos^  m  -h  4(1  —  cos^  u)  cos  u, 

X'  =  6  ces-  u  —  4  cos  u  —  2  cos^  u  -(-  4  cos  u  —  4  cos^  u, 

X'  =  6  cos^  M  —  6  ces'  w  >•  0. 


SUR  LA  DERIVEE  n^  DE  e-^= 
par  M.  J.  Richard,  professeur  au  lycée  de  Dijon. 


La  Revue  de  M alhéma tiques  spéciales  a  publié  la  solution  d'un  exercice  relatif  à  la  dérivée  n"  de  e-^'. 
Cet  exercice  peut  se  résoudre  par  la  méthode  suivante,  que  M.  Hermite  exposait  dans  son  cours  pour 
les  polynômes  de  Legendre. 

La  dérivée  n«  de  e-^-  est  de  la  forme  P  e-^*,  P„  étant  un  polynôme  de  degré  n.  Je  passe  la 
démonstration  facile  de  cette  proposition. 

Je  vais  démontrer  que  l'équation     P„  =  0    a  toutes  ses  racines  réelles. 

i°  L'intégrale  ;  P„e-''-g{x)dx,  où  ^(x)  est  un  polynôme,  a  un  sens.  Ceci  est  facile  à  démon- 
trer. Je  passe  également  sur  ce  point. 

2°  Si  g(x)  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  n,  cette  intégrale  est  nulle. 
En  effet,  prenons  la  formule  suivante  : 

f{]„\dx  =  U„„,V  —  U„_-2V.  +  U„-.,V2 1-  (—  l)"-'UV„„,  +  (—  l)"/UV„rfx, 

dans  laquelle  U^  désigne  la  dérivée  p«  de  U.  Cette  formule  se  démontre  simplement  en  prenant  les 
dérivées  des  deux  membres  et  constatant  qu'elles  sont  égales.  Alors  les  deux  membres  ne  diffèrent  que 
par  une  constante.  Comme  les  intégrales  ne  sont  déterminées   qu'à  une  constante  près,  les  limites  de 
l'intégration  n'étant  pas  flxées,  on  peut  supposer  que  les  deux  membres  sont  égaux. 
Or,  dans  celte  formule,  faisons     V  =  g{x),     U  =  e-^^. 
Le  premier  membre  sera 

fP„e''^^g{x)dx  ; 
dans  le  second  membre  les  premiers  termes  contiennent  <'"'-  en  facteur,  le  dernier  est  nul  si  g{x)  est 
de  degré  moindre  que  n,  car  V„  =  0. 

Donc,  dans  ces  conditions,  nous  aurons 

JP„e'^-g{x)dx  =  e'^-'i'{x], 
^{x)  étant  un  polynôme  entier. 

Pour    X  =  —  00    et    x  =  h-  oo,     le  second  membre  est  nul,  donc  : 

f  \e-^'g{x)dx  =  0. 

3°  L'équation    P„  =  0    a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

En  effet,  si  ^(x)  =  1,  l'identité  précédente  montre  que  P„  ne  peut  pas  garder  toujours  le  même 
signe,  donc  P„  doit  s'annuler;  soit  a  une  racine,  on  aura    P„  =  (x — '')'Hx),    "il^)  étant  dedegré  n  —  1. 
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Dans  l'identité,  faisons    g{x)  =  (j  —  a)  ;     on  aura,  puisque     P„  =  (x  —  ^)i'{x), 

e-^'(x  —  aj-'i('T)rfx  =  0, 


J- 


ce  qui  montre  que  ^(a?)  ne  peut  garder  un  signe  constant,  alors  il  doit  s'annuler.  Soit  S  une  racine,  on 
aura 

Y'„  =  {x-y.){x-'?)Q(x); 
dans  l'identité  faisons    g{x)  =  (x  —  a){x — ^)     et  remplaçons  P„  par    (ar  —  a)(ar  —  ^)Q(x)  ;     on  aura 


I      e-'\x  —  :i.y-{x  —  ^)H}{x)  =  0, 


donc  Q(j;)  doit  s'annuler.  En  continuant  ce  raisonnement,  on  démontre  l'existence  de  n  racines  réelles 
pour  P„. 

Une  racine  ne  peut  être  double,  car  si  l'on  avait 

P„  =  (ar-a)?0(x), 
on  pourrait  faire,  dans  l'identité,    rj{x)  =  Q(x),     et  alors 

Ç'°e-'\x  —  o.Y[(i{x)]Hx  =  ù, 

ce  qui  est  absurde,  la  quantité  sous  le  signe  /  étant  toujours  positive.  On  verrait  de  même  que   si  P„ 
avait  une  racine  imaginaire    p-^<]i,     on  aurait 

et,  en  prenant    g{x)  =  ll{x),     on  aurait 


I       e-''[{x  —  pf  -h  q-][ti{x)  \^dx  =  0, 


ce  qui  est  impossible  pour  la  même  raison  que  ci-dessus. 
La  proposition  est  donc  surabondamment  démontrée. 
La  proposition  donnée  dans  la  Revue  (N"  1368)  n'est  pas  identique  à  celle-ci.   Elle  s'v  ramène  en 

1 

2" 

y„  =  e-'-^Q„;     or     e-^— '  =  e*xe  ^      -' 
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i.376.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  un  point  M  variable  sur  BC.  On  joint  ses  projections 
sur  AB  et  sur  AC  par  une  droite  qui  enveloppe  une  parabole  ru.  Il  existe  de  même  les  deux  paraboles  II»  et  ric 

1°  Construire  les  divers  éléments  de  ces  paraboles. 

2"  Construire  les  tangentes  communes  à  ces  paraboles  prises  deux  à  deux  et  prouver  géomrtriqunnenl 
(fu  elles  n'ont  aucun  point  d'intersection  réel. 

Soient  P  et  Q  les  projections  du  point  .M  sur  les  côtés  AB  et  AC  ;  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  BC,  les  points  P  et  (J  décrivent  sur  AB  et  AC  des  divisions 
liomographiqucs.  Donc  la  droite  PO  enveloppe  une  conique  tangente 
aux  droites  AC  et  AB.  De  plus,  cette  conique  est  une  parabole,  car 
lorsque  le  point  P  est  à  Tmlini  sur  AB,  le  point  O  est  aussi  à  l'inlini 
sur  AC,  et  la  droite  PQ  coïncide  avec  la  droite  de  l'inlini. 

Kn  plaçant  le  point  M  successivement  aux  points  B  et  C,   on  voit 

que  la  parabole  ii^  est  tangente  aux  deux  hauteurs  B3  et  Cy  ;  par  suite, 

celte  parabole  est  bien  déterminée  par  les  quatre  tangentes  AB,   AC, 

*"     ^   Bfi,  Cy.   Comme  les  deux  tangentes  menées  par  le  point  ^  sontperpen- 
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diculaires,  la  directrice  de  la  parabole  passe  par  le  point  p;  elle  passe  aussi  par  le  point  ■;.  Donc  la 
directrice  est  la  droite  Sy. 

D'autre  part,  le  foyer  est  le  point  commun  aux  deux  cercles  AC-f  et  ABâ  :  c'est  le  point  a. 

D'une  manière  analogue,  la  parabole  n^  est  tangente  aux  droites  BA,  BG,  Aa,  Cy  ;  elle  a  pour 
directrice  la  droite  av  et  pour  foyer  le  point  p. 

On  voit  déjà  que  les  droites  A^  et  Cy  sont  deux  tangentes  communes  aux  paraboles  iiv  et  n^.  La 
troisième  des  tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  est  la  perpendiculaire  élevée  en  a^  en  son  milieu. 

Cherchons  maintenant  si  ces  paraboles  ont  des  points  communs  réels.  Soit  M  l'un  d'eux  ;  joi- 
gnons Ma,  M.3,  et  abaissons  Ma  et  Mb  respectivement  perpendiculaires  sur  les  directrices  iy  et  ay 
des  paraboles  n^  et  !]„. 

On  doit  avoir  en  même  temps 

.Ma  =  Ma  et  Mi  =  M6. 

Or,  en  général,  dans  les  triangles  rectangles  Môa  et  Map,  on  a 

Mb  <  Ma  et  Ma  <  M3. 

Remplaçons  dans  ces  inégalités  MA  par  Mf!   et  Ma  par  .Ma  ;  nous  avons 

en  même  temps 

M?<Ma  et  Mn<M?, 

ce  qui  est  manifestement  impossible. 
Donc  les  deux  paraboles  n'ont  en  général  pas  de  point  commun  réel. 
La  démonstration  est  en  défaut  si  l'on  a  à  la  fois    Ub  =  Ma    et    Ma  =  Ma,     c'est-à-dire  si  Ma 

et  '.M^   sont  respectivement  perpendiculaires   à    ya    et    y?-    Dans  ce  cas,  le 

point  M  sera  communaux  deux  paraboles,  si  l'on  a    .Ma  =  M3. 

Cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si      av  =  v3,      c'est-à-dire  si  le 

triangle  apy  est  isocèle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  le  triangle  donné  est 

lui-tnème  isocèle. 

Si  l'on  a     ay  =  yp^     les  deux  paraboles  Ha  et  Ils  ont  un  point  commun  M 

obtenu  en  menant  par  a  et  p  des  perpendiculaires  à   -(x    et   yâ.  De  plus,  les 

paraboles  sont  tangentes  en  ce  point  à  la  droite  My. 

PARROD,  à  Vesoul. 
Bonnes  solutions  par  MM.  Bros,  à  .\Ilji  ;  G.  Cotty,  lycée  de  Dijon  ;  M.  GnANciEn,  àMonbydier. 


MECANIQUE 


1377.  —  Un  point  matériel  .M  est  attiré  par  un  centre  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance  et 
lancé  en  un  point  A,  avec  une  vitesse  donnée  i„,  dans  une  direction  quelconque  d'un  plan  P  passant  par  le 
point  A. 

1°  Trouver  la  trajectoire  décrite  par  le  point  M  et  le  lieu  de  cette  trajectoire  quand  la  direction  de  r^ 
varie  dans  le  plan  P. 

2°  Pour  chaque  plan  P  passant  par  le  point  A,  le  lieu  est  un  ellipsoïde.  .Vonlrer  que  l'un  d'eux  est  de  révo- 
lution autour  deOk  et  trouver  son  intersection  avec  celui  qui  correspond  à  un  plan  quelconque  P.  Expliquer 
le  résultat. 
3°  Trouver  le  lieu  des  ombilics  de  cet  ellipsoïde  quand  la  direction  du  plan  P  varie. 
1.  Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  0.\  et,  pour  axes  des  y  et  des  :,  deux  autres  droites  per- 
pendiculaires entre  elles  et  perpendiculaires  à  OA.  Je  désigne  OA  par  a,  par  u,  v,  w  les  paramètres  de 
la  normale  au  plan  P  et  par  a.  S,  y  les  composantes  de  la  vitesse  t)„.  J'ai  alors  successivement 

u{x  —  a)  -)-  yi/  -H  wz  =  0, 
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pour  équation  du  plan  P,  et,  entre  a,  p,  y,  les  relations 

ui  +  î)^  -i-  iv'(  =  0, 

2-+  p-  H-Y^  =  «;> 

Soient  alors  A. MO  la  force  attractive  qui  sollicite  le  point  M  et  x,  i/,z  les  coordonnées  de  ce  point; 
les  équations  du  mouvement  sont  immédiates;  ce  sont 


d-x  ,  d-x 

m    —7—-  =  —  Au-,  — — 

di^  dt- 

d-y  ,  d-y 

m-r-f-   =  —  ku.  ou  •^ 

dt-  ^■ 

'd-z  _  _  ...  dh_  _ 

dt-   ~  ~   -'  rfr^    —  —  to  „, 

en  désignant  par  u-  le  nombre  positif  -^  •    Leurs  intégrales  sont  connues:  ce  sont 

m 

X  =  A  cos  (o/  H-  A'  sin  tof, 

î/  =  B  cos  tu<  H-  B'  sin  wt, 

:  —  C  cos  loi  +  C  sin  w  /, 

et,  si  on  tient  compte  des  circonstances  initiales  du  mouvement,  c'est-à-dire  si  l'on  exprime  qu'à  l'épo- 
que    /  =  0,     X—  a,     y  =  0,     ;  =  0,     y^  =  a,     t)„  =  p,     y,  =  •(, 

a 

X  =  a  cos  r-ot -\ sin  wt^ 

?     . 
y  —  —  sm  (.J^ 

.  —  -^sin  (o(. 

Dès  lors,  nous  aurons  le  lieu  du  point  (x,  y,  z)  en  éliminant  ot,  p,  y  et  t  entre  ces  trois  équations  et 
les  relations  initiales.  Nous  avons  d'abord  a,  p,  f  en  fonction  du  temps  et  de  x,  t/,  :.  Alors  les  deux  re- 
lations rappelées  deviennent 

Hx  -t-  t'î/  -t-  wz  —  lia  cos  (ui  =  0, 

(x  — a  cos  (ut)- -h  y-  -+-:-  =  ^  sin-  w/  ; 

(0" 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  cos  mI  entre  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

(*)  (vy  -+-  ivzV  -h  uHy^  -h  s-)  -+-  -^P''  —  -^  =  0. 

C'est  l'équation  du  lieu  ;  Pi/  dési;j;ne  la  fonction  linéaire 

ux-\-vy  +  wz. 

2.  Il  est  visible  que  c'est  là  l'équation  d'un  ellipsoïde  ayant  l'origine  pour  centre.  Mais  ceci  était 
évident  géométriquement  :  en  effet,  il  est  établi  dans  le  cours  de  mécanique  que  la  trajectoire  du  point 
M  pour  l'une  des  vitesses  «„  est  une  ellipse  ayant  pour  diamètres  conjugués  0  A  et  le  vecteur  OB  parallèle 

à  t)„  et  ayanl  pour  longueur  —  ;  le  lieu  du  point  1?  est  donc  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et 
pour  rayon  —  dans  le  plan   1',,   |)arallMe  au  plan  I'  et  mené  par  le  point  0  ;  le  lieu  total  du  point  M  est 

engendré  par  une  ellipse  dont  l'un  des  diamètres  est  fixe,  OA,  et  dont  l'extrémité  du  diamètre  conjugué 
décrit  le  cercle  signalé  ;  nous  savons  que  ce  lieu  est  un  ellipsoïde  ayant  pour  plan  cyclique  le  plan  P,  et 
pour  diamètre  conjugué  de  ce  plan  la  droite  OA. 

Si  le  plan  P,  est  perpendiculaire  à  OA,  l'ellipsoïde  correspondant  est  do  révolution  :  nous  aurons 
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son  équation  en  faisant     u  =  i,    y  =  0,     w  =  0;    ceci  nous  donne 

(2)  :/'^:-  +  -Vt'^  = -^' 

et  l'équation  montre  aussi,  avec  clarté,  que  cet  ellipsoïde  est  de  révolution.  La  géométrie  nous  dit  qu'il 

n'y  en  a  pas  d'autre;  le  calcul  ordinaire  le  ferait  voir  tout  aussi   aisément. 

Si  nous  retranchons  maintenant  de  l'équation  (1),  l'équation  (2)  multipliée  au  préalable  par  u-,  nous 

obtenons 

(vu  +  n'z)--\ — -ï— (P-— w-x')  =  0; 
a-tu- 

cette  équation  se  décompose  en  deux  autres:     vy -h  wz  =  0,     qui  représente  un  plan  passant  par  l'axe 

des  X,  et 

vv  -+-  wz  -\ rV  (2"ar  -hvy-h  ivz)  —0, 

fl-to- 

qui  représente  un  autre  plan  passant  par  le  point  0. 

Ce  résultat  était  évident  a  priori,  car  si  on  envisage  le  plan  P  qui  correspond  à  un  ellipsoïde  quel- 
conque, et  le  plan  P'  qui  correspond  k  l'ellipsoïde  de  révolution,  ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une 
droite  A,  et  si  l'on  place  la  vitesse  «o  sur  cette  droite,  le  point  M  décrit  une  ellipse  commune  aux  deux 
ellipsoïdes  ;  ainsi  s'explique  l'origine  de  la  première  section  plane,  celle  qui  est  située  dans  un  plan 
passant  par  Ox.  L'autre  plan  contient  le  lieu  des  intersections  des  ellipses  qui  correspondent  à  deux 
vitesses  v^  situées  dans  un  même  plan  avec  Ûx. 

3.  Le  point  A  étant  toujours  un  ombilic  delà  surface,  le  lieu  des  ombilics  de  l'ellipsoïde  (1)  est 
évident  :  c'est  la  sphère  ayant  l'origine  comme  centre  et  pour  rayon  a. 

Il  est  intéressant  de  retrouver  ce  résultat  par  le  calcul  ;  c'est  par  là  que  nous  allons  terminer.  Si 
nous  nous  appuyons  sur  ce  que  le  plan  P  est  un  plan  cyclique,  nous  voyons  de  suite  que  les  deux 
plans  cycliques  sont  fournis  par  l'équation  suivante  : 

{vy  -+-  wz)'-  -h  uHy-  -+-  z-)  h ~  P-  —  «^(x-  -h  y-  -h  î^)  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  effet  en 

ux-^vy-h  wz  =  0 
et 

vy  -+-  wz  —  ux-\ -^  p  =  0. 

Les  ombilics  relatifs  au  premier  plan  cyclique  sont  fixes.  Posons 


a-oi- 

le  second  plan  cyclique  s'écrira 

Q  ^  Oux  -H  vy  -+-  irz  =  0, 
et  nous  aurons  le  lieu  des  ombilics  correspondants  en  prenant  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  et  élimi- 
nant w.  i',  w  entre  ses  équations  et  celle  de  l'ellipsoïde.  Or,  en  tenant  compte  de  ce  que 

vl  1-1-6 


0*0)-       1  —  e 
l'équation  de  l'ellipsoïde  devient 

(l  —  0)[(vy-^wzf-hu-{y"-i-z^-)]-hil  -H  6)P^— a=u2(l -f- 6)  =  0, 
ou 

(1  _  ^yjvy  -H  «•:)'  —  «»x^  -4-  u-(x=  H-  y*  -+-  Z-);  -H  (1  -h  9)P'  —  a'w'(i  -4-  0)  =  0, 
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ou  enfin 

2PQ-)-(l  — e)u2(j,-2-i-j/2^-s-)— (1  +e)a'-u2  =  0. 
Rappelons  maintenant  que  les  équations  du  diamètre  conjugué  du  plan  Q  sont 

f'x  ^  t'y  ^  f'-'  . 
ew        V         w 
nous  aurons  ici 

«Q  -^  OmP  -I-  (  1  _  f))u^x  _   yP  -.-  L'O  -(- 1 1  —  f))u-.'/    _   ?<'P-t- wO-f-(l— e]»^; 
0«  V  w 

OU  bien,  après  avoir  retranché    P  +  Q     de  chaque  rapport  et  simplilié, 


Q 

w  y 


Pour  éliminer  u,  v,  w,  nous  pouvons  prendre  v  =  y,  lo  =  z  et  porter  dans  les  équations  du 
diamètre  et  dans  celle  de  rellipsoide  ;  nous  aurons  deux  équations  ne  contenant  plus  que  u  : 

Ow2  _  (6  -)-  l)xu  —  y-  '—  -J-  =  0, 
et 

2(uj;-t-  y"-  -^  z-)[})ux -V-  j/^-i-s^)  +  (1  —  0,u-(a--  -+-  y-  +  :'-)  —  (1  +  'J)a-«-  =  0. 
La  seconde  de  ces  équations  peut  s'écrire  ainsi 

2  Om-x-2  -I-  2(1/- -t-  :^)[(0  H-  \.)ux  -H  y^  +  z*]  -H  (1  —  0)u-(x^  4-  ;/-  -h  ;^)  —  (  1  -(-  e)a=w^  =  0  ; 
or  la  quantité  entre  crochets  est  égale  à  Om^,  en  vertu  de  la  première  équation;  il  n'y  a  plus  qu'à  effec- 
tuer cette  substitution  pour  parvenir  au  résultat  final 

X-  -H  y-  -V-  ;'-  —  a-  =  0. 

Bonnes  solutions:  MM.  Parrou;  M.  Labrence  ;  Bros,  à  Albi.  (Ces  trois  solutions  ne  diffèrent  delà  précédente  qu'en  ce 
que  le  calcul  relatif  au  lieu  dos  oinljilics  n'y  ligure  pas)  :  G,  Foccrv,  à  Roanne  :  M.  Grangier,  à  Monbydier  ;  (dans  les  deux 
dernières  copies  figure  le  calcul  relatif  au  lieu  des  ombilics:  celle  de  M.  Grangier  est  particulièrement  bonne). 


1384.  —  1°  Former  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  mobile  M,  qui  possède  une  accélération 
constante  parallèle  à  la  direction  y  =  mx,  qui  passe  à  l'origine  avec  une  vitesse  dirigée  suivant  la  droite 
y  =  X      et    qui  passe  enfin  par  un  point  donné  B(0,  b)  de  l'axe  des  y. 

2°  Dans  l'hypothèse  m  =  2,  déterminer  l'axe,  la  tangente  au  sommet  et  le  paramétre  de  celte  trajec- 
toire. 

3°  m  étant  quelconque,  on  appelle  «„  et  g  les  projections  sur  Ox  de  la  vitesse  â  l'origine  et  de  l'accé- 
lération du  point  M.  Déterminer  ces  deux  quantités  de  façon  que  la  vitesse  au  point  A,  nuire  que  l'origine, 
oii  le  mobile  rencontre  Ox,  soit  représentée  par  un  vecteur   AT    limité  en    T    à  l'axe  des  y. 

4°   Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  équipollent  à  AT  mené  par  l'origine,  quand  m  varie. 

1.  Soient  Vt,  et  g  les  projections  sur  Ox  de  la  vitesse  à  l'origine  et   de  l'accélération  du  point  M  ; 

leurs  projections  sur  Oy  sont  u^  et  mg,  et  les  équations  du  mouvement  peuvent  s'écrire 

d'-x  d^ii 

=  9,  -77T  =  >"0- 


On 

en 

tire. 

en 

intégrant 

{i) 

dx 

puis 

(2) 

dl-        "'  di' 

dg_ 
dt 


—  mgt  -(-  «0, 

1 

—  mgt-^vj, 

en  supposant  le  temps  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  est  à  l'origine. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  il  faut  éliminer  m  entre  les  équations  (2);  l'élimination  se 


ou 
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fait  très  simplement  en  formant  les  rombinaisotis 

1      ■ 

y-x  =  -gt-(m~lj, 

y  —  mx  =  —  Vel{m  —  1), 

puis  en  élevant  la  deuxième  au  carré  et  en  divisant  membre  à  membre.  Nous  trouvons  ainsi 

2v-Jm—i)  , 
(y  —mxy ^ {y  —  x]  =  0. 

Ecrivons  enfin  que  cette  courbe  passe  par  le  point  (0,  h)  ;  nous  avons 

2vl(m  —  \)  __  ^^ 

U 
et  par  suite,  l'équation  de  la  Irajertoire  est 

(!/  TH.D- —  //;/  —  .r'  =:  0. 

Elle  représente  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  droite     y  —  mx  =  0. 

2.    Pour     m  =  "2,     cette  équation  devient 

(y—2x'f-  Hy  —  xi  =  0. 
Un  diamètre  quelconque  a  pour  équation     y  —  :2x-+-À  =  0,     et  pour  obtenir  la  tangente  à  l'extré- 
milé,  nous  écrivons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

(y  —  2.r  +  ).)-  -  2X(i/  —  2x)  —  /^  —  b{y  —  x)  =  0, 

(y  —  2a;  +  If-  -h  x{b  -h  4>)  —  y{b  -+-  11)  —  À-  =  0. 
Exprimons  que  le  diamètre     y  —  2ar-i-À  =  0     est  perpendiculaire  à  la  tangente 

[h^  4X)x  —  (6  -f-  2X)y  —  À-  =  0, 

nous  avons    À  = r—  j     et  l'équation  précédente  prend  la  forme 

10 

,  :ib\-        h  I  9b  \ 

3'/  96 

L'axe  a  pour  équation     y  —  tv  — -—      et  la  tangente  au  sommet    .t-h2(/  +  -— -• 

Prenons  la  première  droite  pour  axe  des  X,  la  deuxième  pour  axe  des  Y  ;  les  formules  de  transfor- 
mation sont 

V2x-— =  \ya,  x+2y4-— =  \^, 

et  l'équation  de  la  courbe  s'écrit 

oY- —   =0,  ou  1  ■ p-  =  0, 

5  ô\i5 

b 
ce  qui  montre  que  le  paramètre  est  égal  à  _  ■ 

3    L'abscisse  du  point   A   est -^     alors  la  projection  du  vecteur   AT  sur   Ox  est  --^  •    Le 

2y„ 

mobile  est  en   A  à  l'instant     t  = •>     et  à  cet  instant  la  projection   de  la   vitesse  sur    (Jx    est 

mg 

2w„ 

m 

On  a  donc 

v^m[m  —  2)  =  h; 

on  en  déduit 

h 

"o  ~  r  ■ 

'        m(m  —  i  ' 
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puis  la  valeur  de  g    est  donnée  par  la  formule  (-'ii 


9  = 


i6(m  — 1) 


-(m  —  2)' 

4.  Pour     t= — -,     -~-    est  égal  à   — l'o  ;    cette  quantité  est  donc  la  projection  de    AT    sur   O7  ; 
mg        al 
par  suite,  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  vecteur  équipollent  à    AT    dont  l'origine  est  0  sont 

_    b  _        —b 

W  ''-^'  ■^-  m(m-2)  ■ 

Eliminons   m;    nous  obtenons  l'équation  du  lieu 

ixy^ —  b{x-i-  y)'-  =  0. 
Cette  équation  représente  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement  à  l'origine,  la  tangente  en 
ce  point  étant  la  droite    a;4-j/  =  0.    Elle  admet  une  asymptote     j;  = -^,    et  des  branches  paraboli- 
ques dans  la  direction    Ox. 

Pour  la  construire,  nous  nous  servirons  des  équations (4). 
En  prenant  les  dérivées  de  x  et  de   y    par  rapport  à  m^ 
nous  avons 

,  _       2//  ,  _    2b[m  —  i  ) 

^~~m^'  ^  "  m-{m  —  2)-  ' 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  chaque  point  est 


M  =  —  =  - 


et  sa  dérivée  par  rapport  à  m, 
Les  variations  de  x,  y,  .M    sont  résumées  dans  le  tableau  suivant  : 


m{  m  —  1) 

;:m  — 2)^  ' 

M'  = 


3in 


(m -2)^ 


m 

x' 

;/' 

M' 

X 

y  î 

—  00 

0 

0 

-+- 

- 

-i- 

cr. 

déc. 

0 

-+-00 

X 

-t-ao 

-HOC 

- 

— 

-- 

déc. 

déc. 

2 

96 
4 

9i 
8 

1 

— 

— 

— 

déc. 
b 

déc. 
b 

-+- 

déc. 
b 
4" 

cr. 

H- 00 

—  X 

-+- 

■+■ 

déc. 

cr. 

—  oc 

0 

0 

Rebroussement,  tangente    î/-f-a-  =  0. 


cr     ',  branche  OA. 

\ 


cr.    /  branche  BC. 

1 

-—    I  point  d'inilexion  C. 

^      / 
déc.  \  branche  CL). 

0     1  tangente  parallèle  à  Û,r,   U. 

déc.  (  branche  DE. 

1  asymptote    x  =  —■ 

-x^  4 

CF.    ^  branche  FO. 
—  1  I  rebroussement. 

PARROD,  il  Vesoul. 

Bnnnes  soliilions  |iar  M>l.  Itnos,  ;i  Allii  ;  DiimnEnT,  à  C.ienoblc  ,  Gcianuikh,  a  Monby.iier  ;  M.  Lauiibsce  ;  P.  KIagrov,  lycée 
de  Naniv.  ' 
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1408.  —  Dans  un  plan  de  front,  on  donne  un  axe  vertical  u/;',    et  une  circonférence  A    de  centre   K'    et  dont 

le  rayon  est   égal    à   35  millimitres.  On   fait  tourner  l'ensemble  de  l'axe  et  de  ta 
Bon  inférieur  de  /  en-Ule  ...  ^  j>  •   .        r    j     /•  j,  ,  .   i  i 

— ,: ^, circotiference  autour  d  un  point    ,,)    de  taxe,  dun  angle   a    tel  que,  dunssa  nou- 


velle position,   la  circonférence,    désignée  maintenant  par   B,    soit  tangente  à    A. 
I  L'axe  prend  une  nouvelle  position    (o')/'. 

/i   j'\      /y'  Cela  posé,  on  considère  deux  tores  :  le  premier  a  pour  axe  m'i'  et  pour  mé- 

^      /-x'  ridienne    la   circonférence    A  ;    le  second  a  pour  axe    w'y'   et  pour  méridienne  la 

I        /     s  circonférence   B. 

-4*.^  On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections    le  solide  commun    aux 

y\  deux  tores,  tes  parties  vues  en  traits  pleins,  les  parties  cachées  en  points  ronds. 

j  Le  croquis  ci-contre,  coté  en  millimétrés,  définit  les  données  de  l'épure.  —    tu 

I  est  la  projection  horizontale  de  l'axe  vertical. 

I  On  représentera  tes  lignes  de  construction  en  traits  rouges  pleins. 

(Ecole  Polytechnique,  concours  de  1905.) 

Mise  en  place  et  contours  apparents.  —  On  obtient  la  position  du  cercle  B  en  décrivant  l'arc  de  ravon  lo'a' 
et  prenant  son  intersection  b'  avec  un  arc  de  centre  a'  et  dont  le  rayon  est  égal  au  diamètre  du  cercle  A'. 
L'angle  de  la  rotation  étant  ainsi  défini,  on  obtient  la  position  de  l'axe    w'i'    sans  difticulté. 

I.e  contour  apparent  vertical  de  chaque  tore  .se  compose  des  deux  cercles  méridiens  de  front  et  de  leurs 
tangentes  communes  perpendiculaires  k  chaque  axe  et  qui  sont  les  projections  verticales  des  deux  parallèles 
décrits  par  les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  l'axe. 

Le  contour  apparent  horizontal  du  tore  à  axe  vertical  se  compose  des  deux  parallèles  décrits  par  les  extré- 
mités du  diamètre  horizontal  du  cercle  méridien.  Celui  du  tore  à  axe  oblique  s'obtient  en  portant  sur  chacune 
des  normales  k  l'ellipse,  projection  du  cercle  que  décrit  le  centre  du  cercle  méridien,  à  partir  du  pied  de  cette 
normale  et  dans  les  deux  sens,  une  longueur  égale  au  rayon  du  cercle  méridien,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  prenant  l'enveloppe  des  contours  apparents  de  la  sphère  génératrice  du  tore.  On  obtient  ainsi  une  courbe 
extérieure,  de  forme  ovale  et  une  courbe  intérieure  qui,  dans  le  cas  actuel,  présente  deux  points  doubles  et 
quatre  rebroussement»  très  voisins  deux  à  deux  de  chaque  point  double. 

On  peut  le  reconnaître  en  mesurant  les  deux  demi-axes  de  l'ellipse  en  question,  qui  sont  ici  a  =z  aûm»i, 
b  =  4(inini^     d'où  l'on  déduit  l'abscisse  du  point  de  rebroussement  de  la  développée  sur  le  grand  axe: 

c- 
a 
d'oii,  le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  l'ellipse: 

50  — 18  =  32. 

Ce  rayon  étant  moindre  que  le  rayon  du  cercle  méridien,  la  courbe  intérieure  présente  bien  quatre  rebrous- 
sements.  En  un  mot,  ce  contour  apparent  est  formé  de  deux  développantes  de  la  développée  de  l'ellipse,  trajec- 
toire du  centre  :  l'une  externe,  l'autre  interne  à  cetle  ellipse. 

Intersection  des  deux  surfaces.  —  Les  deux  tores  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  plan  de  bout 
qui  passe  par  la  corde  commune  aux  deux  cercles  méridiens  A,  et  B',  puisque  cette  corde  est  un  axe  de  symé- 
trie pour  les  deux  sections  méridiennes  de  front.  Donc  ce  plan  de  bout  coupera  les  deux  tores  suivant  la  même 
courbe  qui  est  ainsi  une  partie  de  l'intersection.  On  en  aura  autant  de  points  qu'on  voudra  en  coupant  le  tore  à 
axe  vertical  et  ce  pian  debout  par  des  plans  horizontaux  dont  chacun  donnera  un  parallèle  et  une  droite  de  bout 
qui  se  couperont  en  deux  points  appartenant  k  la  section. 

Cette  courbe  se  projetant  verticalement  suivant  la  droite  c'd',  on  a  de  suite  les  points  où  sa  projection 
horizontale  touche  le  contour  apparent  du  tore  A  en  rappelant  le  point  {e',  e)  où  celle  droite  traverse  le  plan 
de  l'équateur.  On  a  aussi  déterminé  les  points  où  la  tangente  est  de  bout,  en  rappelant  les  points  c'  et  rf'  situés 
sur  le  parallèle  le  plus  haut  et  le  plus  bas,  en  c  et  d.  La  projection  horizoniale  de  la  courbe,  comme  celle  de 
toute  l'intersection  des  deux  tores,  est  symétrique  par  rapport  à  la  projection  du  plan  de  front  des  axes,  qui 
est  on  plan  de  symétrie  pour  les  deux  surfaces. 
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Sans  rien  préjuger  sur  l'autre  partie  de  l'intersection  des  deux  lorcs,  on  peut  appliquer  la  métbode  des 
sphères  auxiliaires  ayant  pour  centre  le  point  d'inttrsection  des  axes  (co,  lo').  On  obtient  ainsi  par  points  la 
projection  verticale,  par  l'intersection  des  parallèles  communs  à  la  sphère  et  aux  deux  tores,  et  qui  se  projet- 
tent suivant  des  droites  ;  les  sphères-limites  a'f  et  «'<;'  donnent  les  points  o'  et  v'  où  cette  courbe  traverse  la 
droite  déjà  obtenue  comme  partie  de  la  projection  verticale  de  l'intersection.  Les  sphères  passant  par  le  paral- 
lèle le  plus  haut  et  le  parallèle  le  plus  bas  du  tore  A  donnent  des  points  V  et  p  oix  la  courbe  touche  le, 
contour  apparent  vertical  du  tore    A,    deux  autres  points  étant  aux  points  de  contact  des  cercles  méridiens  des 

deux  tores. 

On  a  aussi  construit  les  points  où  la  courbe  traverse  le  plan  de  l'équateur  du  tore  A  et  qui  donnent  les 
points  oii  la  projection  horizontale  touche  le  contour  apparent  de  ce  tore:  tel  est  le  point   (m',  m). 

Tangentes.  —  On  obtient  la  tangente  en  un  point  m'  de  la  projection  verticale  eu  menant  par  ce  point  la 
perpendiculaire  au  plan  des  normales  aux  deux  sui'faces  ;  à  cet  efTet,  on  a  déterminé  la  ligne  de  front  de  ce 
plan  en  cherchant  les  points  où  les  normales  à  chaque  tore  le  long  du  parallèle  du  point  M  rencontrent  l'axe  : 
ainsi  la  normale  h'\i!  donne  s'  sur  Taxe  du  tore  R.  tandis  que  pour  le  tore  A  la  normale  étant  horizontale 
puisque  M  est  dans  le  plan  de  l'équateur,  on  obtient  le  point  o.  11  suffit  donc  de  mener  par  m'  la  perpendi- 
culaire sur   os'  pour  avoirla   tangente  cherchée. 

En  projection  horizontale,  on  a  construit  la  tangente  au  point  l  par  la  même  méthode,  en  menant  la  per- 
pendiculaire   hx    au  plan  des  normales,  qui  est  ici  le  plan  vertical    In. 

On  obtient  ainsi  en  projection  verticale  une  courbe  qui  a  la  forme  d'une  ellipse,  et  en  projection  horizon- 
tale une  courbe  ayant  deux  points  doubles  sur  la  ligne  des  centres  des  tores,  et  symétrique  pai-  rapport  à  cette 
ligne,  comme  nous  l'avons  dit. 

Des  considérations  géométriques  conduisent  d'ailleurs  à  reconnaître  que  la  projection  verticale  de  la  courbe 
cherchée  est  effectivement  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  dans  le  plan  de  symétrie  de  bout  c'iZ',  et  le  centre 
dans  le  plan  de  l'équateur  de  chaque  tore,  la  projection  horizontale  se  composant  de  deux  ellipses  ayant  le 
même  grand  axe  que  la  projection  verticale. 

So'ide  commun.  —  Le  contour  apparent  du  solide  commun  se  compose  des  portions  de  contour  apparent 
de  chacun  des  tores,  intérieures  à  l'autre  tore,  portions  reliées  par  les  arcs  de  la  ligne  d'intersection  allant 
d'un  point  de  contact  sur  l'un  de  ces  contours  apparents  au  point  de  contact  sur  l'autre.  On  devra  donc  suppri- 
mer toute  partie  du  contour  apparent  de  l'une  des  surfaces,  qui  serait  extérieure  à  l'autre.  Telles  sont  toutes 
les  lignes  tracées  en  trait  mixte. 

Parties  vues  et  parties  cachées.  —  Tout  d'abord,  il  est  manit'esle  qu'un  point  vu  à  la  fois  sur  les  deux  sur- 
faces est  vu  sur  le  solide  commun.  Nous  partirons  donc  d'un  tel  point,  par  exemple,  en  projection  horizontale, 
du  point  V  où  l'ellipse  traverse  la  section  plane  de  bout,  et  qui  est  il  la  fois  au-dessus  de  l'équateur  et  en  avant 
du  plan  de  front  des  axes,  puis  nous  suivrons  la  courbe  jusqu'à  ce  qu'elle  touche  un  des  contours  apparents, 
en  e  par  exemple.  Klle  cesserait  d'être  vue  à  partir  de  ce  point  si  la  ligne  de  contour  apparent  du  tore  A  sub- 
sistait de  part  et  d'autre  du  point  de  contact,  mais  elle  l'orme  en  réalité  à  partir  de  ce  point  une  partie  du  con- 
tour apparent  du  solide  commun,  jusqu'au  point  où  elle  touche  le  contour  apparent  du  second  tore,  à  partir 
duquel  elle  devient  cachée  par  cette  surface.  Ensuivant  la  même  règle,  tout  en  cheminant  sur  la  courbe  de 
section,  on  détermine  les  arcs  vus,  tracés  en  plein,  et  les  arcs  cachés,  tracés  en  pointillé  rond. 

On  remarquera  pour  chaque  tore,  en  projection  horizontale,  une  portion  du  contour  apparent  intérieur 
limitant  le  solide  commun  et  vue,  tandis  que  l'autre,  m  pour  le  tore  A,  cl  v:w  pour  le  tore  B,  est  enlevée 
comme  extérieure  au  solide  commun. 

j^yji; Voici  comment  on  peut  établir  analytiquenient  les  résultats  énoncés  plus  haut  ;i  l'égard  de  la  nature 

de  l'intersection  des  deux  tores. 

Prenons  le  plan  des  axes  pour  plan  des  zx,  l'axe  donné  pour  axe  des  ;;  et  le  point  w  pour  origine.  Le  cercle 
m  'ridicn  a  pour  équation 

{x  —  ay  +  {z  —  b)-^  —  \\^  =0, 

Q„  a;- -(-:-  — 2oa;—?6; -t-c*  =  0,  eu  posant    c-=à-+b'~R-. 

L'équation  du   tore  engendré  par  ce    cercle  en   tournant    autour  de    oz    s'en  déduit  en   rempla(,-ant    a; 
par    /x»  ■+■  y^, 
d'où 

(T)  (/r* -h !/■'  -h  -*  —  26î  -t-  c-2)-  —  i a\x'-  +  yi)  =  Q. 
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On  fait  tourner  Taxe  w:  de  l'angle  a  tel  que 


R  =  v/a--i-  b'  sin 


Le  second  tore  a  pour  équation  par  rapport  au  système  ymx'z' 

(r'2  -(-  v-  -H  z'-  —  2*;'  +  c^)"  —  4a2(a:'^  +  V")  =  0. 
Pour  le  rapporter  aux  premiers  axes,  nous  poserons 
x'  ^  X  ces  a  —  z  sin  a, 
-'  =  X  sin  a  +  :;  COS  i. 


4'^ 


d'où 


X  (T)     [a;2+  i/2-|-;2_26(xsin  a -(- =  cos  a)+c2]2 

—  4a2[(x  oos  a  —  ;  sin  ï)2  +  !/^l  =  0 . 
^^^^      ,  Cherchons  les  solutions  communes  a   T  et  T'.  Si  on  retranche  membre  à 

""■■  membre,  on  a  deux  différences  de  carrés  qu'on  peut  transformer  en  produit 

[■2(a:- H- .1/2  + -- +  c2)  _  26  |a;  sin  i  +  .-fcos  2  +  l){]2*[a:  sin  a+3(cOS  i—  1)] 

—  ita^[x({  —  cosa)-)-  :  sin  »l[ir(l  +  COS  i)  —  z  sin  ^]  =  0, 
qu'on  peut  écrire,  en  introduisant  l'arc  ^. 

X-  -!-;/- +  z-  -ir-cr  —  ih  COS  —  1  j;  sin  -^  H- z  cos  — )    26  sin  —  hr  r,os  — c  sin  — 

,    .    .      'J-  %\       .      1  air  1  «l^ 

—  4o-  sin  —  cos  —  a;  sin  —  -H  I  cos  —    p"  cos  —  —  r  sin   —     =  0, 

ou  enfin 

\x  cos  —  —  2sin  ^  j   a;2  +  î/2_,.2j_^(;2_2(a'-f-62)  cos  ^(  a-  sin  -^  +:  "^O' V  )     —  ^• 
Cette  équation  peut  remplacer  l'équation  (T').  Elle  se  décompose  en 

^y)  X  cos  —  —  :  sin  -^  =  0, 

pl.in  passant  par  „).v,  et  la  sphère 

•■'^'  a;2  +  ;/2-|-z2  _2((,2-(-62)  cos-if-r  sin  -^-l-rcos^j  =0. 

Donc  l'intersection  des  deux  tores  se  compose  de  la  section  du  tore  T  p;ir  \c  plan  P,  puis  de  la  section    du 
tore  T  par  la  sphère  (S). 

Rappelons  que  sin 

L'équation  fS)  s'écrit 

'^^'  6(a:2+!/2-!-j2_^c2)— 2c(Rx-f-cz)  =  0. 

Portons  dans  T  l'expression  de    x^  +  v^  -f-cS-t-c'^    tirée  de  cette  équation  ;  elle  devient 

"^'  :'c5  — 62):  +Rca;]'2  _  a-26-^(x2  +  !/S)  =  0. 

cùne  du  second  degré  qui  passe  par  la  section  de  T  par  S.  Nous  allons  montrer  que  C  et  S  sont  hitan- 
gentes,  et  par  suite  se  coupent  suivant  deux  coniques,  ici  des  cercles.  Pour  cela,  cherchons  à  délerminer  >.  de 
manière  que    XC  +  6S    se  décompose  en  un  produit  de  facteurs. 

/.|  [(c^  —  62):  -(-  Rcx  î  —  a262(a;'  +  j,2)  j  +  J2(a;2  j^^f.^-j-  +  c^  —  26c(Rr  +  cz)  —  0. 

On  remarque  que  y  n'entre  que  par  y-\  on  devra  donc  avoir  une  expression  de  la  forme 

Ay*  -t-  B(i(x  H-r;  +  to)'. 

Donc  les  termes  indépendants  de  y^  forment  un  carré  parfait.  Or  les  ternies  du  premier  deijré  et  le  terme 
constant  sont 

Donc  le  carre  complet  est 

„,         ,    .  'Rx-(-c:  — 6ci', 

et  on  doit  avoir 

>J  Hc*  —  62)1/  +  Rrx]«  —  rt>62x2  f  +  6-\V  +  -J)  =  (R^-  +  c:f  ; 

identité  vérifiée  pour  "  ' 

L'équation  précédente  s'écrit  donc 


6^  —  R'- 


i/a*  -h  62 


/flS  .+.  fc2 


c^  — 6« 


V-[*--/"^"^^.]  +(Rx  +  c--)2  =  0, 
—  R262|/»  +  (a»  —  R»)rRx  +  ri)2  =  0  ; 
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ce  sont  deux  plans  qui  couperont  la  sphère  S  suivant  deux  cercles  avant  la  même  projection  verticale  puisque 
les  deux  équations  ne  renferment  d'autre  terme  en  y  que  y-. 

On  peutencore  reconnaître  lanature  de  l'intersection,  de  manière  peut-être  plus  simple,  en  raisonnant  comme 
il  suit  : 

On  sait  que  l'intersection  du  tore  à  méridienne  circulaire  et  d'une  sphère  se  projette  sur  le  plan  méridien 
qui  leur  est  commun  suivant  une  ellipse,  ou  une  fraction  d'ellipse. 

Dans  le  cas  actuel,  considérons  la  sphère  dont  le  centre  'j'  serait  à  la  rencontre  des  normales  communes 
aux  méridiens  des  tores  et  dont  le  cercle  générateur  passerait  par  les  points  de  tangence  0'  et  0"  de  ces  méri- 
diens. Cette  sphère  sera  bitangenle  à  chacun  des  tores.  A  cause  de  la  symétrie,  l'intersection  de  nette  sphère 
avec  le  premier  tore  sera  la  môme  qu'avec  le  second  tore  ;  donc  elle  sera  aussi  l'intersection  des  deux 
tores . 

Or  cette  intersection,  en  projection  verticale,  est  une  ellipse  tangente  en  0'  et  0"  au  méridien  de  la  sphère. 

jMais  alors  l'intersection  sera  la  même  ()ue  celle  de  la  sphère  w  |.t  du  cylindre  du  second  degré  de  boiitayan'' 
pour  base  celle  ellipse  ;  comme  ce  cylindre  et  la  sphère  u/  ont  deux  plans  langents  communs  en  0'  et  0",  ils  se 
coupent  suivant  deux  courbes  planes,  qui,  appartenant  à  la  sphère  w',  sont  forcément  deux  circonférences 
dans  l'espace. 


l'HYSIQUE 


1292.  —  L'objectif  d'un  microscope  a  "•""'  de  diamètre  et  environ  1'='"  de  longueur.  L'ocnlaire  est  vn 
oculaire  d' Huyghens  de  3'=""  de  distance  focale,  4<""  de  longueur  et  5<""  de  diamètre  au  verre  de  champ.  La 
longueur  totale  de  l'instrument  est  de  2:2'^'"  environ. 

Aijant  mis  ce  microscope  aupoinl  sur  un  micromètre  nfijeclif  au  centième  de  millimètre,  on  trouve,  avec 
la  chambre  claire,  que  20  divisions  de  l'image  occupent  une  longueur  de  50°"°  à  une  distance  de  3^"^™.  Calcu- 
ler, autant  que  le  permettent  les  données  : 

i"  La  puissance  de  rin.sirument  ; 

2°  Son  grossissement  ; 

3°  La  distance  focale  de  l'ohjectif  : 

4°  Le  champ  linéaire  ; 

5°  La  clarté,  en  attribuant  A  la  pupille  de  l'observateur  un  diamètre  de  4"""  ; 

6°  La  latitude  d'accommodation,  en  supposant  le  punctum  proximum  à  l.'i':"',- 

7°  Le  tirage  maximum  à  donner  à  l'instrument  après  qu'il  a  servi  à  une  obsercnlion  directe,  pour  mettre 
l'image  aupoinl  sur  une  plaque  photographique  placée  ù  {'.'t"'^  de  l'oculaire. 

1°  La  puissance  est  le  quotient  du  diamètre  apparent  de  l'image  par  le  diamètre  linéaire  de  l'objet. 

oO  ...  20     ^ 

L'image  a  50"'"  de  diamètre  et  est  vue  à  liaO""  ;  son  diamètre  apparent  est    -— -  •    L  objet  a  — —  de 

oOxlOO         '   ^, 
millimètre.  La  puissance  est  donc,  avec  le  millimèlie  pour  umte,  — r—  —  0,781.  ce  qui  représente 

781  dioptries. 

La  puissance  ainsi  déterminée  est  sensiblement  égale  à  la  puissance  nominale,  qui  représente  l'in- 
verse de  la  distance  focale  de  l'inslrument  tout  entier.  On  a  donc  pour  la  valeur  de  celte  distance  focale: 

F  =    —l—  =  l'"",28. 
0,781 

2"  Le  grossissement  est  le  produit  do  la  pui'^sance  par  la  dislance  de  vision  à  l'oeil  nu,  que  l'on 
suppose  de  2o<:"'.  On  a  donc,  en  prenant  le  millimètre  pour  unité  :     (î  =  0,781  x2o0  =  19.'>. 

3"  Désignons  respeciivement  par  o,  f  ei  h  la  dislance  focale  de  l'objectif,  celle  de  l'oculaire  et  la 
distance  du  second  point  nodal  deTobjeclil  au  premier  |ii)iiil  nodal  de  l'oculaire.  On  sail  que  la  valeur 
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absolue  P  de  la  puissance  satisfait  à  la  relation 

I         1         h 
-?  =  -+---  —  ■ 

f      h 

Confondons  le  second  plan  principal  de  l'obje  lit"  avec  sa  face  d'émergence,  ce  qui  s'écarte  fort  peu 
de  la  vérité,  et  remarquons  que  le  premier  plan  principal  de  l'oculaire  est  k  a»"  en  dehors  de  l'inslrn- 
ment;  alors  h  =  23<=™,  et  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

K  1  "30 

—  0,781=1  +  - ri^,  d'où  ç  =  8">"',2. 

o         30         30? 

4o  L'objet  doit  être  à  peu  près  dans  le  premier  plan  focal  de  l'objectif,  c'est-à-dire  à  une  distance 
du  premier  point  nodal  égale  à  8""", 2.  Plus  exactement,  l'image  objective  doit  se  former  sensiblement 
dans  le  premier  plan  focal  de  l'oculaire,  et  il  est  facile  de  voir  que  ce  dernier  est  à  20<='"  de  l'objectif. 
L'objet  doit  donc  être  à  une  dislance   ■p   du  premier  point  nodal  de  l'objectif  donnée  par  l'équation 

111 

1 = ,  d  ou  »  =  8n"",oo. 

f        200  8,2  ' 

C''ci  posé,  le  verre  de  champ  de  l'oculaire  ^-'^nl  2='"  de  diamètre  et  étant  à  17'=ni  de  l'objectif,  le 
champ  linéaire  moyen  a  une  grandeur   x   qui  doit  satisfaire  k  la  proportion 

X  8.O0  ,,   . 

= ,  d  ou  X  =  1""". 

20  170 

S"  On  voit  aisément  que  la  seconde  face  de  l'objectif  est  à  20'="i  du  premier  foyer  de  l'oculaire; 
si  donc  on  regarde  l'anneau  oculaire  comme  l'image  de  cette  seconde  face  à  laquelle  on  attribuera  le 
diamètre  donné  de  7"""  on  aura,  on  appelant  y  le  diamètre  de  l'anneau  oculaire  et  appliquant  une  for- 
mule connue 

—■  =  ——1  d'où  V  =  l'n^.OS. 

7         200  J  ' 

Les  pinceaux  lumineux  qui   pénètrent  dans  I'ipII  ont  donc  ce  diamètre,   tandis  qu'à   l'uni  nu    ils 

auraient  le  diamètre  de  la  [uipille,  4'"'".  La  clarté,  qui  est  égale  au  rapport  de^  sections,  est  donc 

/  1 ,03 


-)'  =  0,07. 


F- 
6°  On  .>:ait  que  la  latitude  d'aciommodation  d  un  microscope  a  seu'^iblement  pour  expression    -^;— , 

0 

F   désignant  la  dislance  focale  de  l'instrument  tout  entier  et   Z   la  distance  du  punctum  proximum.   La 
valeur  numérique  est  donc  ici 

-j^=o-,on. 

7"  Pour  transporter  l'image  virtuelle  de  la  distance  de  to'^"^  k  l'infini,  il  faut,  d'après  le  calcul  précé- 
dent, tirer  l'instrument  de  Ofn'n.OlI  ;  on  conçoit  qu'un  nouveau  tirage  de  0'""',0H  la  ramènera,  réelle,  de 
l'infini  à  15"="'.  L'application  de  la  formule  qq' =  F-  confirme  d'ailleur?  ce  résultai.  I-e  tirage  total 
sera  donc  Omm^o-i^^  c'est-à-dire  excessivement  petit. 
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ECOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  fCours  spéciaux). 
Analyse. 
1459.—  Trouver  une  courbe  (elle  que  les  distances  AN  et  AT  d'un  point  fixe  A  à  sa  normale  et  à  sa  tangente 
en  un  point  M   soient  dans  un  rapport  de  longueur  constant  lorsque  le  point  M  change 
déposition  sur  la  courbe. 

(Durée  :  4  heures.) 
Trigonométrie. 

Pour  évaluer  )a  distance  des  points  .\   et  B  inaccessibles,  on  a  mesuré  la  distance  de 
deux  points  C   et   D,  et  les  angles  que  forment   CA,  CB.    DA,  DB    avec  la  direction   CD. 
l"  On  demande  d'établir  les  formules  qui  permettent  de  calculer  la  distance  AB   et  les 
distances   AH    et   BK  des  points  A   et    B   à  la  base  CD. 
2°  On  donne     CD  =  snOm, 

cÛa  =  ■70o21'33  ',  GDB  =  3.5°10'i2", 

DCA  =  29°  VIO".  UCB  =  60o|2'45". 

Calculer  la  valeur  numérique  de   AB,  AH,  BK. 

Les  quatre  points   .4,  B,  C,  D   sont  supposés  dans  un  même  plan  horizontal. 

(Durée  :  1  heures. 
Mécanique. 

I.  — On  a  deux  rouleaux  cylindriques  de  rayons   R    et  r,  avec    B  >  >■,    fixés  en    A   et  B   rospeclivement 
sur  un  plan  horizontal,   les  points  de  contact  étant  à   une  distance    .\B  =  a.     On  pose  sur  ces  rouleaux  une 
tige  pesante  T,   de  longueur    EF  =  l,    d'épaisseur  négligeable  et  de  poids  p,    dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  cylindres,  de  façon  que  son  milieu  M  soit  à  égale 
distance  des  points  de  contact. 

1»  La  tige  est-elle  en  équilibre? 

2'  Dans  le  cas  où  elle  serait  en  équilibre,  on  attache   à   l'extrémité   F   la  moins 
élevée  un  poids  P.  Quelles  sont  alors  les  conditions  d'équilibre?  (Il  suffit  d'examiner 
à  quelles  conditions  la  tige  ne  pourra  ni  basculer  ni  glisser). 
Ou  tiendra  compte  du  frottement,  dont  lecoefticient  est   /". 

n.  —  Problème  du  parachute.  On  laisse  tomber  dans  l'air,  avec  une  vitesse  initiale  verticale  i",,,  dirigée 
de  haut  en  bas,  un  corps  plan  pesant  supposé  maintenu  horizontal.  Chaque  point  du  corps  décrit  une  verticale. 
Soit  p  le  poids  de  ce  corps  en  kilogrammes,  S  sa  surface  en  mètres  carrés;  la  résistance  R  de  l'air  en 
kilogrammes  au  mouvement  vertical  du  corps  s'exerçant  normalement  au  plan,  en  son  centre  de  gravité,  et 
ayant  pour  valeur  à  l'instant  t  :  R  =  ASb-,  où  v  est  la  vitesse  de  chute  à  l'instant  t,  k  un  coenicient 
numérique. 

1°  Discuter  les  variations  de  la  vitesse   suivant  les  valeurs  de     l'o    et    t;     dire  en   particulier  ce  qu'elle 
devient  pour    <  =  ;»■, 

2o  Trouver  le  plus  possible  de  propriétés  du  mouvement  du  corps;  indiquer  au   moins  une   méthode  pour 
trouver  l'espace  parcouru,  si  le  temps  manque  pour  la  développer. 

3°  Applications  numériques.  —  On  prend    k  =  0,34,    S  =  12115,    p  =  2O0''?r5  ;   [.  —  Trouver  la  valeur  de 
la  vitesse  au  bout  d'un  temps   infini;  II. —   tvi    étant  égala  10  mètres,  quelle  est  la  valeur  de    o    au  bout  de 
,  2  secondes. 

On  prendra  l'accélération  g  de  la  pesanteur  égale  à  9ni,8l,  e  (base  des 
log.    népér.)   égal  à  2,718,  logi„e  =  0,434.  {Durée  :  4  heures). 

Épure. 

On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  dont  le  rayon  de  base  a  "jO"" 
et  la  hauteur  130°"". 

Le  centre  de  la  base  est  situi'  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  k  8(i"°  en  avant  de 
la  ligne  de  terre  qui  coïncide  avec  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Dans  le  plan  de  front  de  l\isc  on  donne  un  cercle  de  25°"»  de  rayon  dont  le 
centre  est  à  51  ""^  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  35""  à  droite  de  l'axe  du  cône. 

Par  ce  cercle  passe  un  cylindre  dont  les  génératrices  font  sur  les  deux  plans  de 
projection  des  angles  de  4.'j''  avec  la  ligne  de  terre,  ainsi  que  l'indiquent  les  flèches 
ci-contre. 
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On  demande  de  représenter  le    ci'ine  avec  l'entaille  qu'y  a  faite  le  cylindre  supposé  enlevé. 

(Durée  :  4  heures.) 
Croquis  et  dessin  de  machines. 

1"  Partie.  —  Croquis. 
(Feuille  1/4  grand-aigle,  quadrillée.) 
1»  Sur  une  première  feuille,  faire  au  crayon,  à  main  levée,  le  relevé  géométral  (plan,  élévation  et  coupe) 
de  l'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen. 

2"  Relever  ses  dimensions  (en  millimètres)  et  les  inscrire  sur  le  croquis. 
(On  accordera  i  h.  1/2  pour  cette  première  partie  du  travail,  après  quoi  le  modèle  en  relief  sera  retiré  de  la  salle.) 

Si""  Partie.  —  Mise  au  net 
(Feuille    I   4    grand-aigle.) 
Sur  une  seconde  feuille,  mettre  au  net.  k  l'encre  de  Chine,  a  une  échelle  déterminée,  le  croquis  précédent. 

Nota.—  L'échelle  est  laissée  a  l'arbitraire  de  -M.M.  les  candidats,  elle  devra  être   choisie  assez  grande  pour  que  la  feuille 
soit  bien  remplie.  —  L'échelle  doit  être  dessinée  dans  une  partie  libre  de  cette  feuille. 

[Durée  :  4  heures.) 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  {Paris,  1>  ses.sion). 

Mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences  physiques. 

Epreuve  théorique. 

I.  —1460.    Les    lettres  x  el  y  désignant   les    coordonnées  d'un  point   .M    par  rapport  ;i  deux  aivcs  rec- 
tangulaires  Oa;  et   Oj/ :   1"  calculer  l'intégrale 

fy-dx  -+-  [x'—  ■2xy)d!i, 
le  long  de   l'arc  du  cercle  ACB   décrit  de   0  comme  centre  avec   l'unité  comme  rayon  et 
situé  dans  l'angle  positif  des  axes    xOy;    2°  calculer  la  même  intégrale  le  long  de  la  corde 
1*\^Y*  aB;  3°  reconnaître  si  l'expression 

y-dx  -1-  {x-  —  '2xy)dy 
est  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  el  y; 
4°  déterminer  un  facteur    À,    fonction  de  la  seule  variable   x,   de  telle  façon  que  le  produit  de  l'expression 
précédente  par  À,    '/.y-dx  +  l{x-  —ixy)dy,    soit  une  diflFérentielle  totale  exacte,  et  indiquer  la  fonction  dont  ce 
produit  est  alors  la  différentielle. 

II.  —  1461.  Intégrer  l'équation  difTcrenlielledu  second  ordre 

y^y  =  -  1, 

;/"   désignant  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  inconnue   ?/    par  rapport  à  la  variable  .'■.    t.uiislriiire  celle  des 
courbes  intégrales  qui  passe  par  le  point  de  coordonnées     a;  =  1,    ;/  =  I     et  qui  admet  en 
^  '^       ce  point  une  tangente  parallèle  à   Ox. 


0  A 


y^  III.—    1462.  Cn  pendule  simple   OM    dont  la  longueur  est    (■"    et  dans  lequel  le  point 

matériel    M    a  une  masse  de  lO'^f  est  écarté  d'un  angle  droit  de  la  verticale  dans  la  position 
initiale   OA.   Il  est  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  initiale. 

Calculer  en  unités    C.G.S.    la  vitesse  que  possède  le  point   M   à  l'instant  où  le  pendule 
passe  par  la  verticale  OB.  ainsi  que  la  tension  du  fil  k  cet  instant. 
Un  prendra    g  —  980. 

{SU  octobre  i903,  de  S  h.  a  midi). 
Epreuve  pratique. 

I.  —  1463   Intégrer  l'équation  différentielle 

dy 


dx        X       V  x' 

Figurer  les  courbes  intégrales  en  supposant  que  x  et   y   riésif-nent  les  coordonnées   rectangulaires  d'un 
point   M. 
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II.  —  Calculer  les  intégrales 

I  -a;-  sin  a;  dj?  :  /    ,  _ 


"4  P""^^- 

Nota.  —  On  indiquera  >iir  la  copie  le  détail  des  calculs. 


25  octobre  1905.  de  2  h.  à  4  h.) 


QUESTIO.NS  PROPOSEES 


1464.  —  Si  doux  coniques  sont  bitangentes,  les  rayons  de  courbure  aux  points  de  contact  forment  une 
proportion. 

1465.  —  On  donne  la  parabole  de  sommet  0  et  de  foyer  F  ijui  a  pour  équation,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, 

!/î  —  2px  =  0. 
I"  On  suppose  qu'un  point  VI  se  déplace  sur  la  parabole  de  façon  que  sa  vites.se  soit  dans  un  rapport  cons- 
tant avec  la  distance  F.\l.  Trouver  la  loi  des  espaces. 

20  On  suppose  qu'une  droite  qui,  dans  sa  position  initiale,  coïncide  avec  la  tangente  au  sommet  roule  sans 
glisser  sur  la  parabole  de  façon  que  le  point  de  contact  coïncide  à  chaque  instant  avec  le  point  M.  Trouver  la 
trajectoire  du  point  .\  de  cette  droite  qui,  dans  la  position  initiale,  coïncide  avec  le  sommet  0  de  la  parabole. 
Etudier  le  mouvement  de  ce  point  sur  la  trajectoire. 

30  On  abaisse  du  foyer  F  la  perpendiculaire  FP  sur  la  droite  mobile  précédente.  Montrer  ([ue  le  mouvement 
du  point  P  sur  cette  droite  est  uniforme. 

40  Calculer  .\P  et  FP  en  fonction  du  temps  et  montrer  comment  les  expressions  de  AP  et  de  FP  peuvent 
servir  k  déterminer  le  mouvement  du  foyer  F  dans  le  roulement  sans  glissement  de  la  parabole  sur  sa  tangente 
au  sommet. 

Cii.  .Michel. 
*■ 
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1386.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  eliips<'.  rencontre  les  axes  en  P  et  Q  et  les  parallèles  aux 
nxes  menées  par  ces  pointf  se  rencontrent  en  R.  On  considère  la  droite  tAR  et  la  droite  analogue  M'R'  qui 
correspond  à  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  de  OM.  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
droites  MR  et  M'R'. 

Soit H  —  —  1=0     l'équation  de  l'ellipse,  et  soient  n  cos  o,  h   sin  ^  les  coordonnées  d'un 

a^         b- 

point   M  de  celte  ellipse. 

La  tangente  en  ce  point,      —  coso+4-sino — 1  =0       rencontre  Or  en    un  point   (|ui    a  pour 
a  '        h 

abscisse  et  l'axe  des  u  en  un  point  qui  a  pour  ordonnée  —. ;   les  coordonnées    du   point    R 

CCS  I.  ,7  r  T  r  gljj  j^ 

ah 
sont  alors     x  =  , 


sin  =  ^     -V-- 
X  —  a  cos  1» 

= 

y  — 

6  sin  0 

a 

a  cos  0 

coso 

h 

sin  = 

—  6  sin  ^ 
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(1)  bx  cos'  ç  —  ay  sin'  9  —  06  cos'-  œ  =  0. 

L'équation  de  la  droite  correspondante  M'R' s'en  déduit  en  remplaçant  9  par    —  +  9,     ce  qui  donne 
(2)  hx  sin^  °  -I-  ay  cos    9  —  a6  cos  Sa  =  0. 

et  pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droiles,  il  faudrait   éliminer  9  entre   les  équa- 
tions (1)  et  (-2). 

Slais  il  sera  plus  simple  de  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  a:  et  y,  nous  aurons  ainsi  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu  en  fonction  du  paramètre  9. 
En  faisant  ce  calcul,  on  trouve 

cos-  9  (cos^  9  ^-  sin'  ?) 


cos-  <B  (cos'  ?-f-sin'  o) 
j-  =  a '^ — 


y 


ces"  o-Hsin"  9  "  cos"  ? -H  sm" 

Pour  avoir  toute  la  courbe,  il  faut  faire  varier  9  dans  un  intervalle  d'amplitude  é^ale  à  tr..  Si  l'on 
change  9  en  9+-,  x  et  j/  changent  de  signe;  nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  l'origine.  Il  sufûra  de  faire  varier  9  dans  un  intervalle  d'amplilude  égale  à  -,  de  construire 
la  branche  de  courbe  correspondante  et  de  tracer  la  branche  symétrique  par  rapport  k  l'origine. 

Remarquons  aussi  que  si  l'on  change  9  en  ^  —  9,  x  change  de  signe  et  y  ne  change  pas;  par 
suite,  la  courbe  est  symétrique  par  rapporta  Oy.  Pour  simplifier  la  construction  de  la  courbe  en  tenant 
compte  de  cette  symétrie,  il  faut  partager  l'intervalle  d'amplitude  égale  à  -,  où  nous  devons  faire 
varier  9,  en  deux  intervalles  égaux,  tels  qu'à  toute  valeur  9  =  «  appartenant  au  premier  corresponde 
la  valeur    '3=— — a    appartenant  au  second. 


Pour  cela,  considérons  les  deux  intervalles    [y — -^ 


et 


dont  la  réunion 


4    '      "      V4       4  a  / 

forme  un  intervalle  d'étendue  égale  à  t..    a  toute  valeur 0     du  premier  correspond   la  valeur 


—  H-  6    du  deuxième  (  ''  étant  compris  entre  0  et  ;^  1 ,   et  la  somme  de  ces  deux  valeurs  est  égale  à  —  • 
11  leur  correspondra  donc  des  points  de  la  courbe  symétriques  par  rapport  à  Oy. 

Il  suffira  donc  de  faire  varier  9  dans  le  premier  intervalle,  par  exemple    ( ^   "•""")'    ^^    <^°"" 

struire  la  branche  de  courbe  correspondante,  et  de  tracer  les  symétriques  de  cette  branche  par  rapport 


aux  deux  axes. 

On  voit  alors  facilement  que  lorsque  9  varie  de    — 


X  part  de  zéro  pour  revenir  à 


zéro,  en  étant  toujours  positif,  et  prend  la  valeur  x  =  a    pour   9  =  0. 

I)e  même  y  est  positif  dans  cet  intervalle,  il  est  nul  pour     9  =  db  — 

et  égal  ;i  h  pour     9  =  0. 

A  ces  variations  correspond  la  branche  de  courbe  (C). 
Nous  avons 

y         h       ces'  9  —  sin^  0  . 


pour    o  =  —  — .     —  est  infini,  et  pour     o  =  —  »      —  est  nul.  Il  en  résulte  ([ue  la  courbe  (C)  est  lan- 
■  4        a;  4        .r 

gente  à  l'origine  aux  deux  axes. 

En  achevant  par  symétrie,  on  oblient  toute  la  courbe. 


BROS,  à  Albi. 


Bonne  solution  par  M.  r.riANGiEn.  n  Monbydier. 
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1387.  —  La  droite  qui  joint  les  points  de  Frégier  correspondanl  anc  extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugués d'une  ellipse  enveloppe  une  autre  ellipse. 

Soient     — r^-->, '  =0      l'équation  de  l'ellipse  et    (a  cos  o,     isino)     les  coordonnées  d'un 

point  M  de  celte  courbe.  Le  point  de  Frégier  est  d'une  part  sur  la  nornale  au  point  M 

X  —  acostp  y  —  6  sin  Q 


(1) 


a  b 

et  d'autre  part  sur  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  parallèles  au.x  axes  menées  par  le  point  M  et 
limitées  à  la  courbe.  Ces  points  ont  pour  coordonnées  («  cos  o,  — isino)  et  (^  a  cos  o,  Asino);  ils 
sont  symétriques  par  rapport  au  centre;  par  suite,  la  droite  qui  les  joint  a  pour  équation 

y  b  sin  o 

X  a  cos  i 

ou  (2)  hx  sin  rj  -\-ay  cos  o  =  0. 

Tout  revient  à  résoudre  les  équations  (1)  et  (2). 

Pour  cela,  nous  multiplierons  les  deux  termes  du  rapport  qui  (i,^ure  au  premier  membre  de  (l) 
par  6  sin  o,  puis  les  deux  termes  du  second  rapport  par  a  cos  ç-,  et  nous  ajouterons  terme  à  terme  ; 
nous  avons  ainsi,  en  tenant  compte  de  l'équation  (2), 

X  —  o  cos  o  y  —  A  sin  9  — 2a/>  sin  =  cos  o  — ia-h^ 


'h         a  \     . 
Nous  en  lirons 


n  ï.  /  h         a  \    .  a-  -i-  b- 


ac^  cos  o  hc-  sin  !p 

■^  ~  T=^è'^^  '  •'  ^  a'  +  b-  ' 

Telles   sont   les    coordonnées    du    point  de  Frégier    relatif  au   point    M.    Remplaçons-y    <?    par 

o-t-  -^,     nous  avons 

ac^  sin  o  hc^  sin  o 

^  ""  a-  +  6-  '  '■'  ^  a» -1-62 

ce  sont  les  coordonnées  du  point  de  Frégier  correspondant  au  point    M'    tel  que  les  diamètres  O.M    et 
OM'  soient  conjugués. 

La  droite  qui  joint  ces  deux  points  a  pour  équation 

abc- 

bxicos  o  —  sm  oj  —  av(cos  o  -i-  sinu) ;—  =  0. 

On  peut  l'écrire 

(bx—ay)  cos  o  —  (bx -|-ai/) sin  o  = ; — 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  ;\  o,  nous  avons 

—  [bx  —  ay]  sin  o  —  [bx  +  ay)  cos  o  =  0, 
et,  en  formant  la  somme  des  carrés,  nous  obtenons 

{bx  —  uyy  -t-  {bx  -+-  aij)-  =         _^         , 

ou 


b-         2(^a-  -+■  u-)- 
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Lia  M.'il  ainsi  que  l'enveloppe  cherchée  est  une  ellipse  homothélique  à  l'ellipse  donnée. 

Gabriel  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 

Bonnes   solutions  par  MM.  P.  (Ulssot  ;   G.  Fodcry,  à  Roanne;   M.  Grangibr,  à  Monbydier  ;  Bbos,  h   AIbi  ;  Michel  Cons- 
TANDAKi  ;  A.  Dedic,  école  d'artillerie  et  de  génie,  à  Bucarest  :  Amblard,  conducteur  des  Ponts  et  Cliaussée.s.  à  Ruines  (Cantal). 


MECANIQUE 


1380-  —  On  considère  VI}  Inangle  ABC  et  les  trois  forces  BC,  CA  et  BA  appliquées  le  long  des  côtés 
de  ce  triangle.  Trouver  lu  résultante  de  ces  trois  forces  et  la  placer. 

Première  solution.  —  La  force    BC    peut  être  transporlée  en    CD    suivant  sa  direction.  Les 

forces  CA  et  CD  se  composent  d'après  la  règle  du  parallélo- 
gramme et  ont  pour  résultante  la  force  CF  égale  et  parallèle 
à   BA. 

La  résultante  générale   est  donc  la  force   GH    double  de 
A  /  F  B.\,  appliquée  au  point  G  milieu  de   BC,  parallèle  à  BA  et  de 

même  sens  que  B.\. 

BKOS.  à  Albi. 

Deuxième    solution.    —  Décomposons   C.\    suivant 
''  C  ^        GB  et  CF  ;  les  deux  forces  CB  et  BC  se  détruisent  et  il  reste 

BA   et   CF  dont  la  résultante  est  égale  à  2  BA,   parallèle  a   B.\  et  appliquée  au  milieu  de  BC. 
AMBLAHD.  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Ruines  (Cantal). 


1381.  —  On  considère  U7i  tétraèdre   SABC   et  le  long  des  arêtes  les  six  forces   SA,  SB,  SC,  .\B,  BC^ 
CA.    Trouver  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant  de  ce  système  au  point  S. 

La  somme  géométrique  des  trois  forces  Ali,  BC,  CA  étant  imlle,  ces  trois  forces  forment  un 
couple  dont  le  moment  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  ABC  et  est  figuré  par  un  vecteur  mené,  par 
exemple,  par  S  perpendiculairement  au  plan  ABC  et  dirigé  vers  ce 
plan.  Le  moment  résultant  de  ce  système  de  trois  forces  est  alors  inva- 
riable et  toujours  équipollent  à  l'axe  du  couple  une  l'ois  figuré,  quel 
que  soil  le  centre  des  moments. 

La  résultante  générale  des  six  forces  se  réduit  alors  à  la  résultante 
des  trois  forces  SA.  SB,  SC,  c'est-à-dire,  géométriquement,  à  la  diago- 
nale du  parallélépipède  construit  sur  ces  forces  ;  c'est  un  vecteur  obtenu 
en  joignant  le  point  S  au  centre  de  gravité  G  du  triangle  ABC,  et  en 
triplant  ce  vecteur  SG. 

Quant  au  moment  résultant  du  système  [  ar  rapport  au  point  S,   il 
se  réduit  évidemment  au  moment  du  couple   précédent,  puisque    le 
moment  de  chacune  des  forces    SA,  SB,  SC  par  rapport  au  point  S   est  nul. 


1388.  —  In  point  M  se  meut  sur  la  parabole  y-  —  Ipix  =  0,  de  façon  que  l'Iiodograplie  du  moure- 
menl  soit  la  parabole  elle-même. 

bétcrminer  les  lois  du  mouve^^ent ,  la  vitesse  et  l'accélération,  sachant  qu'à  l'époque  l  =  0  le  mobile 
est  it  l'extrémité  de  l'ordonnée  focale. 
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Trouver  les  lieur  de  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  et  du  vecteur  accélération. 
Trouver  le  lieu  de  la  projection  de  l'oriijiue  sur  la  droit';  de  support  de  l'accélération. 

Les  coordonnées  j,  y  du  mobile  M  vérifient  l'équalion  de  la  parabole  ;  nous  avons  donc  successi- 
vement ;y-  —  ipx  =  0, 

du  dx 

D'autre  part,  puisque  l'hodographe  du  mouvement  est  la  parabole  elle-raêrae,  nous  avons  aussi 

dt  I  ^  dt 

une  combinaison  immédiate  des  deux  dernières  équations  nous  donne 


\dt  J     -^  dt 

.  dij  du        ^ 

équation  qui  se  dr^compose  en  deux  :     -j-  =  0     et    — —  =  2i/.     La  première  nous  donne     y  =  G", 

solution  impropre,  sans  aucun  intérêt.  La  deuxième  nous  donne  de  suite     y  =  Ce^.     Or,  pour     t  =  0, 
le  mobile  est  à  l'extrémité  de  l'ordonnée  focale  ;  la  constante  G  est  donc  égale  à  p  et  nous  avons 
y  =  pe",  puis,  jc  —  ^C. 

La  vitesse  est  donnée  par 

dt  dt  ^ 


et  i-  =  ipe-'\j\.  -^e". 

L'accélération  a  poui-  composantes 

d^x       ^.     ,,  f/^v 

et  pour  valeur 

7  =  4pe-^'v/l  -H  4e". 
Le  vecteur  vitesse  a  pour  extrémité  le  point 

.1"  =  — e"-f-2pe",  y  =  pe2' -h  2/je-', 

5p    . 

ou  X  —  -;j-e'',  (/  =  3pe-'  ; 

le  lieu  de  ce  point  est  évident  ;  c'est  la  parabole 

I8px 

r'  =  -^- 

Le  vecteur  accélération  a  pour  extrémité  le  point 

X  =  — e"-r-8pt'*',  1/  =  pé^'  -I-  \pe^', 

17p.  „ 

ou  X  =  — -^  <;•',  y  =  ope"  ; 

le  lieu  de  ce  point  est  évident  :  c'est  la  parabole 

50» 

r  =  -^^. 

La  droite  de  support  de  l'accélération  a  pour  équation 

X  —  X         Y  —  v 
d'x  d^y 

IF  dt- 
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ou  -—^ —  =  y  —  ne'': 

la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origiDe  sur  cette  droite  a  pour  équation 

2are-'  -h  y  =  0. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  s'obtient  immédialeuient  ;  c'est  la  cissoïde  droite 

On  peut  trouver  une  explication  de  ce  fait  en  ceci  que  l'enveloppe  de  la  droite  de  support  de  l'accé- 
lération est  la  parabole 

2î/-  —  Spx  =  0, 

et  que  le  lieu  cherché  est  lapodaire  de  cette  parabole  par  rapport  à  son  sommet. 

G.  COTTY,  à  Dijon,  et  G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Amulaud.  il  fUiines  :  Bros,  h  Alhi  ;  A.Dabmon,  ;i  Alger  :  Dessimg.nu,  à  Alger  ;  Caussot;  P.  Maghon, 
lycée  (le  Nancy. 


ÉCOLE  CENTRALE  (l'Jûo). 

QUESTIONS   POSÉES  AUX   EXA.MENS  ORAUX 

Arithmétique    (M.  Coubette). 

3042.  —  Ecrire  le  nombre  3712  dans  le  système  de  base  6. 

3043.  —  Reste  de  la  division  par  9  de  4512,  4312S  4512=>. 

3044.  —  Reste  de  la  division  par  9  de  S742'"''. 

3045.  —  Comment  trouve-t-on  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nombres?  —  Etant  donnés  deux  nombres  a 
et  b  et  un  troisième  nombre  c  premier  avec  n,  démontrer  que  a  et  hc  ont  même  p.  g.  c.  d.  que  a  et  b. 

3046.  —  Si  [1  est  le  p.p.  c.  m.  de  a  et  b,  quel  est  le  p.  p.  c.  m.  de  a'  et  6'  ? 

3047.  —  Montrer  qu'un  nombre  entier  divisible  par  9  et  par  10,  l'est  par  90. 

3048.  —  Former  les  diviseurs  du  nombre    A  =  2'.3-.    —     P.  g.  c.  d.  et  p.  p.  c.  m.  des  nombres 

A  =  23.S=,  B=2-.5\  C  =  2'.3'.5.7=. 

3049.  —  Démontrer  que  le  nombre  des  multiples  de  b  qui  se  trouvent  dans  la  suite 

axl,  a  X  2,  ax3,  ...,  axb 

est  égal  au  p.  g.  c.d.  des  nombres  a  et  b. 

3050.  —  7"  est  la  somme  d'un  certain  nombre  d'entiers  impairs  consécutifs.  Trouver  ces  nombres. 

A  M 

3051 .  —  Condition  pour  que  la  fraction    — -■    irréductible,  soit  de  la  forme    .    M    étant  un  nombre  entier 

..„-„         ,.,>.'  1  .■      .        «.«2        0.0238         0,518 

3052   —  Calculer  a  près  les  quotients 


IIIU    "^  0,032         0,031         0,0031 

5Ï' 


3053. —Calculer  k  près    v/U,l,     v/0,001,     ^VT^Î,     i /-^ 

lOJ  V   0,5i 

3054.  —  Calculer  à  ——  près    </Ô^l,      v'0,001,    v/— >     v'ÔTl 


32 

3055.  —  Erreur  relative  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  approché. 

3056.  —  On  a  mesuré  avec  un  mètre  les  dimensions  d'un  rectangle;  on  a  trouvé  45", 3  et  21™,2  à  i''  près.  —  Avec 
quelle  approximation  a-t-on  la  surface  .' 

3057.  —  On  a  mesuré  la  circonférence  d'un  cercle  et  on  a  trouvé  43™,3  à  Id"  près.  —  Avec  quelle  approximation  a-t-on 
son  rayon  .' 

—  ,.,.;.c    ./->  _i_  ./9_        V '• 

0,0128'  '    '     v'3 

^  ,     ,      .        1  v'2  3  0.315 

:;059.  -  Calculer  u  -j^  près        j^^,        ■^,        -^ ,        t.^->, 

^"•■'"   .  7:3,  ^.^/3,  -«3,  JL,  ^_,  ^r^=73. 


3058    —  Calculer  il --—-  près    Ji-^<ji,        ^~    ,    -^   -<^3, 
100    '  '         '         p  n,2c 


f-' 

3060.  —  Trouver  la  limite  de      ^2  +  j2-h  J2  -4-^. 

Algèbre  (M.  CoyeerTE).  ' 

30U1.  —  Iti'soiiJre  par  la  niétliodc  des  cocfOcients  indéterminés  le  système 

5x  -^  2.1/  —  z  =  i. 
3x~  Vv  -t-3:=  1. 
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3062.  —  Résoudre  et  discuter  les  systèmes  suivants 
3x  —  2y  -h:  =  < , 
5a;  +  3y — iz  =  2, 
Bx-{-y—  3:  =  3, 
3x  —  2y-\-^z=  M, 
2x-h3y  —  -2:—  3, 
ox  +  i/  +  3j  =  5  ; 

3063.  —  Eliminer  x  et  y  entre  les  trois  équations 
Zx  —  2y  +  r)  —  0, 
2x  —  3!/  +  X  =  0, 
itx  —  6i/  +  (J.  =  0  ; 


■ix  —  2y-\-6:  =  1, 
2x  +  3y  —  3'.—  4, 
5a;  +  (/  +  2;  =  2; 

3a;  — 2î/  +  -  =  1, 
4ic+3y  — 2-  =  3, 
Sja;  —  4i/  —  i  =  2. 


3a;  —  2i/  +  A  =  0, 
2a;  —  5)/  +  fJL  =  0, 
4a;  —  6i/  +  V  =  0. 

3064.  —  On  donne  les  six  lettres  a,  b,  c,  d,  e,  f.  Combien  i  ourra-t-on  former  avec  ces  six  lettres  de  produits   de    la 
forme  a'b'c-  .'  t-  ■     t 

3065.  —  Appliquer  hi  formule  du  binôme  au  développement  de    {a+  b  +  c)'    et  calculer  en  particulier  le  coefticient 
du  terme  en  a'b'c- . 

3066.  —  Développer    {a-h  h  + c  +  d\'o.    Coefficient  du  terme  en    a^bVd. 

3067.  —  Développer    {a-hb-h  c  +  d)'-.     Coefficient  du  terme  en    a'bV. 
306S.  —  Développer    {a-t-b-hc  +  d-r- e]".     Coefficient  du  terme  en    a-bvd^. 

3069.  —  Développer    (a  +  6+c)''.     Coefficient  du  terme  en    a'6*c'.    Nombre  des  termes  du  développement. 

3070.  —  Calculer  la  somme     1' -i- 23  -f-  3=  4-  •  ■■  -i-n'. 


8071.  —  Démontrer  que     V  V^  =  v'a- 

3072. —  On  donne  une  série  à  termes  positifs  Uti,Ui,U:,  . 


u„,  . 


convergente.  —  Même  question  avec  "Ju„-  —  Si  nu„  tend  vers  0,5,  la  série  est  divergente 


3073.  —  Si  la  série   Oo  +  a,x  -+-  a-ix'  +  ■ 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et   —  a. 

3074.  —  Etudier  les  séries 


1 
2.3 

1_ 

2.3. 

l 
1.2 


est  convergente  pour 
1 


Un+l 

Montrer  nue  si   tend  vers  0,5,  la  série  est 

Un 

elle  est  convergente  pour  toutes 


_l 

t. 2. 3 


n{n  + 

1)(»-h2) 

1 

sin  X 

r~ 

cosa; 
sin  a; 


1.2 

X- 
îTi" 


+  (-1)"— 


3075.  —  Etudier  les  séries  de  terme  général 
1 


sin  2a; 
"     1.2 
cos2a; 

1.2 
sin- a; 


v/'i 


3076.  —  Etudier  les  séries 


4u'  —  1 
3)1» -f-  1 


v/2 


i 
1 

1 


2(«' 
3n- 


■1)' 


^ 


(-M"- 

11 
(-1)'- 

\/n 
(-  </'- 

ijn 
sin  3x 
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3077.  —  DéTelopper  3^  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

3078.  —  Qu'appelle-t-on  caractéristique  du  logarithme  décimal   de   0,0057?  —  Soit     logz  =  3',426728,     en    déduire 

3079.  —  Que  devient  une    somme  de  30  000fr  placée  à   intérêts  composés   au  taux  de  4  '/„  pendant  5  ans  4  mois 
10  jours,  les  intérêts  se  capitalisant  chaque  année? 

3080.  —  Calculer  le  nombre  d'annuités  de  1  OOOf'  à    paver  pour  rembourser  une  somme  de  4  500''  au  taux  de  4  o/q. 

3081.  —  Dérivées  de 

y  =  52^'  ;  y  =  S'-^'+i  ;  y  =  nrc  tg  Bx^  —  4'-  '  "  ;  y  =  [arc  sin  (8a;-  —  5)]-  ;  y  =  j  2  .sin^  x^  ~  S-'^ja  ; 

y  =  [arc  tg 3x^-  +  S'-^'" ]*  ;  y  =  J/arc  tg  l^F^  ;  y  =  Vs  cos^  8a;  ;  y  =  |/L(8a;3  +1)  ; 

y  =  /l  +  <^0S'  6a;-  :  y  =  ^3  cos*  ^x^+î  ;  y  —  y  3  cos*  x'  —  Sx»  ;  y  =  J/cos^  8a;'  —  tg-  4a;^  ; 

y  —  v/cos»3a;-—  Ltg5a;^;  y  =  Vsin'  a;^  —  U3x^  —  1)  ;  y  =  2"\sin3  8a:- ;  y  =  5's'^^sin*a;3  ; 

2/ =:  arc  tg  8a;3  X  5"' ;  ;/ =  (arc  tg  4a:3)sx  a""  ;  2/ =  3'=°''^  X  arc  tg  Sa;^  ;  j/ =  arc  tg  Sa;^  X  3"-'' ; 

1/ =  arc  tg  5x3  X  5*^' ;  )/ =  sin^  (4a;2  —  l)x  5*'' ;  j/ =  3'^' Xarc  tg  4a;3  ; 

2/ =  arc  tg  8a;2  X  sin^  oa;' ;  1/ =  arc  tg  (3a;2  +  1)  X  cosSa;  ;  )/ =  arc  cos  4x=  X  LCïa;^  —  1  )  ; 

y  =  arc  cos  (Sa;'-"  +  1)  x  L(8a;2  -  1)  ;  y=    ^^3^^'*^^"^'  ;  2/  =  arc  sin  (Sa;^  —  1  )  X  L  sin'(ba;2  -  a;)  ; 

COS^  0/p3  . 

y  —  —j= — ;  y  =  ;/sin3a;>xL(2a;3  — 1)  ;  !/ =  tg'"^  4a;3  X  L(5a;2  +  1  )  ; 

y  —  arc  sin  Ijx'  -+-  l)L(3a;-'  -h  2)  ;  y  —  L[u  +  ^/u--ha^]. 

3082.  —  Dérivées  de 

y=z{x^+if+i;  2^^  (2a;3— lp=;  1/ =  (4.t;3 -|- 2a;  -  lp=  ;  y  =  (5x-2  +  1)"' ; 

2/  =:  (0  cos  4a;5)8'-=  ;  ;/ =:  [cos  (7a;2  — 1)]'' ;  !/ =  (sin  Sa:';*^'  ;  î/ =  (3a;2  —  If^'"' ; 

2/  =:  (a;2  -(-  l)'^osV  .  ^^  _  ^g^,  _|_  ^^eos^x.  .  j^  _  (5^.0  _(.  j^c„..v  .  y  _  (4^3  _,_  i)sin3,2x,^  . 

y  =  {x'  +  2a:)'i'''8^  ;  y  =  (Sa;^  _  1  )tg=4i'  ;  y  =  (arc  sin^  4a;='  —  1  )^-'  ;        y=  (Sa^^  —  l)''"'-''  ; 

y  =  (cos  5a;  —  i  j's^-^^  <  .  y  _  ^^jj,  53.3)cos8x=  ;  y  =  (2a;3  +  cos^a;)»'"'*-''  ;  V  =  [8  C0S=(a;3  —  2a;2)]'K'5J^  ; 

2/ =  (nsin3  2a;+3a;)*':o'g'^;  y  =  (arc  tg  ox^l^'"' ;  y  =  (8^^' +  ba;)'»^™^-' ;  y  —  x^\ 

3083.  —  f{u,  V]  étant  une  fonction  composée  de  la  variable  j:-,  calculer  la  dérivée  seconde  de  cette  fonction  par  rapport 

?intt'  ~  '^^''■"'e'"  la  dérivée  de    y  =  sin  Sa;  +  3".     Dérivée  W. 

3085.  —  Dérivées  d'ordre  n  des  fonctions  suivantes 

!/  =        ^       .  „  _        '"  1  5.r  3J- 

3086.  —  Etant  donnée  l'équation 

,,,  .        ,  3j-«  — 5tg3)/+ 3  1og(a;=  — 2/3)  =  1, 

en  déduire  y^.  —  Même  question  avec  l'équation 

ina-7         ù,  j-     ,  y'"  —  co!iKr  +  xv  =  0. 

JU»7.  —  ttudier  les  variations  des  fonctions  suivantes 

„  —   ■'^'  —  ^  .  „  _  ^'  -•-  a;  .x'  +  ix  ix^  3a;'  -  1  x'  —  2 

J*       *  ^'  —  1  X*  — 1  "        4a;=  — 1   '  "         x'  +  l   '  •         a;'-t-a- 

^®°^-  —  Minimum  de    »/ =  5  sin  x -i- 3  cos  x,    a:  variant  de  0  à  2-. 

3089    —  M  et  »  étant  deux  quantités  positives  dont  la  somme  est  constante    (u -+- u  ^  a),    trouver  le  maximum  du 
produit  uV. 

qno?'  ~  l^^y  *^'''"'  positifs  et  vérifiant  l'équation    'ix  +  Sy  =  10,    trouver  le  maximum  de  xY- 
SOqo    Zm  '"*    j;¥  =  10.     trouver  le  minimum  de    3x--h-^y\ 

Qnoô"        ™0"'''cr  que  le  rapport  de  deux  infiniment  petits  a  même  limite  que  le  rapport  de  leurs  parties  principales. 
JOJJ.  —  X  étant  pris  pour  infiniment  petit  principal,  trouver  l'ordre  inûnitésimal  et  la   partie  principale  de  chacun 
des  infiniment  petits  suivants  : 

tga;:  1— cosa;;  r  — sin.T;  L(l -1- .x)  —  sin  x. 

3094.  —  Vers  quelle  limite  tend  le  rapport  ~  quand  x  croit  sans  limite  ? 

3095.  —  Limites  pour    x  =  0    des  expressions  suivantes  : 

x'  — sin'Sx.tgx  .  X'  — sin  ôj.tg'  2x    .  sin^  4x  —  x'  tg  8x  .  r  —  sin  x 

tS'^x  sin3x.tg4x.sin  Sx  '  sin=  Sx.tgSx 


L(l  -t  x|  —  x-t--^ 
(I  —  sin  2x)«<''g''  ;  (1  —  3  tg  Sx)^»'!-'*'  ; 

(1  -+-  tg  3x)''-»'R'^'  ;  (1  —  tg  3x)""'K"  ;  (  I  —  5  sin2  3x)'  <""!■'''. 

3096.  —  Trouver  la  fonction  y,  sachant  que 

y'  =  X. 3"-'  ;  y'  =  X. r.'-"'  ;  y'  —  !;x . 2"'  ;  y'  =  5x'  .  7"' •  '  ;  y'  =  <ix-  .  7»"-' 
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L.r  ,  „  ,         •   „  ,         . 

y'  =  ")  cos  x.7^"°'  ;  1/  =  —  ;  y  =  cos-o;  ;  ;/  —  sin-i  ;  i/  =  sin^x  ;  y'  =  sin*x  ; 

y' =  .sin(2r+ ^  j    sinUa;— -^j; 

//=sin/3a; ^)  *•"  (^^~'~t)'  .y' =  sin  (  3k  —  y)   ^^osf  4a;  +  -!r  )  ;  t/' =  cos^  aj  sin=  x  ; 

!/' ^  sin*a;cos'a;  ;  t/' =:  sin^  x  cos^  a;  ;  y' - 

ix  5iB-  +  1 

y  =  -TZ-- — r''  !J 


3097.  —  Trouver  les  fonctions  y  vérifiant  l'équation    î/=:4i/". 

3098.  —  Dans  quel  cas    x'"  +  a"'    est-il  divisible  par    x''-l-a''? 

3099.  — Montrer  que  l'expression    a-t-fcj    peut  se  mettre  sous  la  forme  pe'".  Calculer  ?  et  9. 

3100.  —  Calculer  ^yfi. 

3101.  —  Racines  de  l'équation  x'— a'  =  0.  Soit  l'équation  x=  — 8=:0;  mettre  ses  racines  sous  la  forme  trigo- 
nométrique. 

3102.  —  Résoudre  l'équation    x'  —  1  =  0. 

3103.  —  Mettre  les  racines  de  l'équation  x^  —  1^0  sous  la  forme  trigonométrique.  [lémontrer  que  la  somme  des 
racines  est  nulle. 

3104.  —  Résoudre  algébriquement  l'équation    x" — 1  =  0. 

3105.  —  fiésoudre  l'équation    a.;' -f-  bx' -h  ci- -h  dx -h  e=  0    sachant  qu'elle  est  réciproque. 

3106.  — Condition  pour  que  n  soit  racine  multiple  d'ordre  p  de    f\x)  =  0. 

3107.  —  Condition  pour  que  l'équation  x'  +  px-h  q  =0  ait  une  racine  double.  Résoudre  l'équation  dans  ce  cas.  — 
Même  question  avec  l'équation  complète    ax' +  bx"+  cx-hd=  0. 

3108.  —  Condition  pour  que  l'équation    x^-h  px- +  qx +  r^  0    ait  une  racine  double. 

3109.  —  Reconnaître  si  l'équation    x' -+- 3x' +  6ic* -l- 1  =  0    aune  racine  triple. 

3110.  —  Quelle  condition  doit  exister  entre  p,  g, r  pour  que  deux  racines  i  et  Ji  de  l'équation  x^  +  pi*-hqx  +  r  ^0 
vérifient  la  relation    3i-t-  .'ifi  =  f  ? 

3111.  —  Exprimer  que  l'équation    x'  -^  px-  -\-  qx  -h  r  ^  0    a  deux  rai'ines  dont  le  produit  est  —  1. 

3112.  —  On  donne  l'équation    ox'  -+-  bx-  ->-  ex  ~h  d=  0,     former  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux. 

3113.  —  Equation  aux  carrés  des  racines  de  l'équation    x^ -hpx- +  qx -hr  ^0. 

3114.  —  On  donne  l'équation 

f(x)  =  x^  +  px  -hq  =  0  (1) 

et  on  pose 

y  =  f\x]  =  Zx'-  +  p.  (2) 

Montrer  que  l'équation  obtenue  en  éliminant  x  entre  les  équations  (1)  et  (2)  a  une  racine  nulle  lorsque  4p»  —  21q-  =  0. 
—  Expliquer  pourquoi  le  terme  en  ;/  manque  dans  cette  équation. 

3115.  —  f{x)  étant  un  polynôme  entier  en  x,  montrer  que  l'on  a 

/■(xo  +  A)  =  /-(x.)  -I-  —  r{x„  -h  -^  nxo  -+-  oft), 

1  1.2 

e  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

3116.  —  Soit    f[x)  =  0    une  équation  algébrique  entière  de  degré  m.  Si  pour    x=o,    on  a 

fia)  >0,    ra)>0,    r{a)>0 P'ia)  >  0, 

a  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation. 

3117.  —  Lorsqu'une  équation  algébrique  entière,  f{x)  =  0,  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équa- 
tion dérivée. 

3118  —  Soit  l'expression  (x=  —  4|".  —  Si  on  en  prend  la  dérivée  n'  et  qu'on  légale  à  0,  de  quel  degré  sera  l'équa- 
tion ainsi  obtenue  ?  —  Démontrer  qu'elle  aura  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  2  et  -f-  2. 

3119.  —  L'équation  5,r^  — 4x  — 1  — 0  a-t-elle  ses  trois  racines  réelles  ?  Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  le  théorème  de  Descartes  donne  exactement  le  nombre  des  racines  positives  ou  négatives. 
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3120.  — Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  .t'  —  3x  —  4=0.  .—  Intersection  de  la  courbe  y  =  x'^  avec  la 
droite    tj  =  3x  +  4.    —  Calculer  une  limite  supérieure  de  la  racine  positive. 

3121. — Étudier  l'équation  x^  —  lx-hi=<).  —  Intersection  de  y  =  x^  avec  y  =  lx  —  \.  —  Séparer  les  racines 
au  moyen  de  celles  de  la  dérivée. 

3122.  — Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  x»  —  2a;'  —  3  =  0.  Intersection  de  y  =  x'^  —  ix''  avec  la  droite 
«/  =  3. 

3123.  — Appliquer  le  théorème  de  Descartes  à  l'équation  x^-j^x'  —  2»'  — 5  =  0.  Limite  supérieure  de  la  racine 
positive.  Approcher  de  cette  racine  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles. 

3124.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  x^  —  x  —  3  =  0.  —  Limite  supérieure  de  la  racine  positive  ;  approcher  de 
cette  racine  par  la  méthode  de  Newton. 

3125.  — Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  i' +  2a;  —  1  =  0.  La  somme  des  cubes  des  racines  est-elle  réelle? 
Calculer  cette  somme. 

3126.  —  Conditions  pour  que  l'équation    aj3+  tj-  +  ex  +  4  =  0    ait  ses  trois  racines  réelles. 
3127.—  Etudier  les  équations  suivantes  : 

X"  -I-  4a;  —  3  =  0  ;           a;*  —  Sa;  —  2  =  0  ;  x»  +  2a;3  —  1  =  0  ;           a;"  —  5x=  —  8  =  0  ; 

a;  •  —  3a;  —  6  =  0  ;           a;''  —  2a;'  —  3  =  0  :  a:'  —  a;  +  1  =  0  ;               a;'  —  3x^  +  2  =  0  ; 

a;*  +  4a;^  —  1  =  0  ;           a;'  —  5a;  -h  1  =  0  ;  a;'  —  4i-  -+-  1  =  0. 
3128.  —  Discuter  les  inégalités  suivantes  : 

a'3  —  1  X  —  3  a;  +  2  x  —  3  , 

>  -, — 7-  ;  < ;  ^Jix-  —  3  >  5a;  -  2. 


x  +  i         a;=  —  1  '  a;=  —  1 

312U.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  suivantes  : 

5a;'  3,r=  3.r'  —  1 


(x-i-1)»  (a;-2)(a;-f-2)=  (,r^^lj= 

3130   —  /■(a.)  étant  un  polynôme  du  5<=  degré  à  coefficients  réels,  et  non  divisible  par    x  —  ï  —  ^i',    sous  quelle  forme 
peut-on  mettre  la  fraction  rationnelle 

l\x) 
[(X  — i)--i-  'PY 

Trigonométrie  (M.  Combette). 

3131 .  —  Hésoudre  l'équation    sin  (  3x '-\  =  cos  (  Sx  -H  —  ) . 

3132.  —  Liâmes  trigonométriques  des  arcs    -^,    -'- . 

12        5 

3133.  —  Calculer    sin -^,    connaissant  ros -^■ 

i>  4 

X  1 

3134.  —Calculer   cos —   à près 

8  1000     '^ 

3135.  —  Calculer  sin  — •    sin  — ^  . 

10  20 

3136.  —  Calculer    tR  —   connaissant  cos  a.  —  Prévoir  le  nombre  des  racines. 

•^    3 

3137.  —  Calculer  sin  Sa  connaissant  sin  2a  ;  cos  3a  connaissant  cos  2a. 

3138.  —  Trouver  une  relation  entre  tg  2o  et  tg  3a  ;  calculer  tg  3a,  connaissant  (g  2(i. 

3139.  —  Donner  une  limite  inférieure  du  rayon  d'un  cercle,  tel  que  la  différence   entre  l'arc  de  SOmin  et  sa  corde  soit 
moindre  que  0™,01. 

3140.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

sin  a  +-  sin  6  +  sin  c  —  sin  (rt  -)-  6  -(-  c) . 
;U41.  —  Transformer  en  un  monôme    1  —  cos=  a  —  eos=  6  —  cos=  c  —  2  cos  a  cos  6  cos  c. 

3142.  —  Trimslormer  en  monômes  les  racines  de  l'équation    x-  -Hpx  -h?  =  0. 

3143.  —  Ktant  donnée  l'équation    a  cos  x -h  6  sin  x  =  c,    calculer  cosx  et  sin  x.    Rendre  calculable  par  logarithmes 
la  formule  donnant  le  sinus. 

3144.  —  Kliniiner  x  entre  les  deux  équations 

acos  x-(- tsinx  =  c,  a'cosxH- 6'sinx  =  c'. 

3145.  —  Résoudre  et  discuter  les  équations 

(X  -  1  )  sin«  X  —  2X  sin  x  cos  x  =  ),'  +  1 ,  (»«  —  1)  cos'  x  —  3m  sin  xcoix  —  m  +  \. 

3146.  —  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  triangle,  calculer  sin.V.  —  Discussion. 

3147.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  : 

1"  le  périmètre  et  lis  angles  ;  2"  o.  A,     b+c\    3°  a,  A,    h—c. 

A 

3148.  —  Ktablir  la  relation    cosa  =  cos  i)  cos  C +  sin  fc  sin  c  cos  A.    —  l'.n  déduire    tg -^  • 

3149.  —  Hauteur  d'une  tour  dont  le  pied  est  accessible.  —  Krreur  commise,  sachant  que  le  gr.aphomètre  donne  les 
angles  avec  une  approximation  connue.  —  Comment  faire  la  mesure  pour  avoir  une  erreur  aussi  faible  que  possible. 

3150.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant   log  a,  Ing  b   et    C  • 

3151.  —  Résoudre  les  inégalités  

^5  —  9  cosx  >  3  cosx -)- 1  ;  ^i  —  5  sin  x  >  2  —  3  sin  x  ;  v^Ssin'x — 1  <3  —  5  cosx; 

v/3cosx  —  I  >  -i.sin'x  — 4;  yTsin'- x  —  I  <  5  co.-;  x  —  3  ;  v^3  -  5  cos  x  <  3  cos  x  —  2. 
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Géométrie  analsrtique  IM.  Gouilly). 

Gpnmétrie  analytique  à  deux  dimensions. 

II  ^'j    —  Oue  renrésentent  les  équations  :     l-    a;' -i- y*  —  R=  =  0  ;    2°    2a;-J-3!/— 4  =  0  ? 

I\l7i    -  us  médianes  d'un  triangle  se  coupent  en   un  raême  point.  -  Même  question  pour  les  hauteurs,  les  b.ssec- 


triées 


'4l  Î4    -  Expression  de  la  surface  dun  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  sommets 

f  1^^ ■  _  trZZl.  Véauation    A(x  -  V^  +  2B(x  -  .^  -  ?)  +  Qy  -  ?)=  =  0  ?   Equation   du   faisceau  des  bissec- 


3155.  —  Que  représente  l'équation    A(x  —  i)'  +  2B(x  —  iKy  —  ,-)  +  *-iy 

3156.  —  Que  représente  l'expression    (.r  —  ar  -(-  ly  —  ?)"  —  R-  ^ 


3157   —  Lieu  des  points  d'où  on  voit  deux  circonférences  sous  l-'  même  angle.  ,  ,  .  .„    , 

3158.  -  Étant  donnés  deux  cercles  0  et  O'.  les  couper  par  un  troisième  cercle  <.,  tel  que  les  cordes  communes  AB  et 
CD  soient  respectivement  des  diamètres  de  0  et  de  0'. 

3159.  —  Construire  les  courbes  suivantes  : 

2/  =  ^  +  -;        y  =  — ^^n — '         y  - '=  +  ' -^  a:2-i  •        ^       ^(x-if 

,  I  „  1  ,  a; 

„  „2  _.     '   .  ,/  —  /-r  j_  1 V2  -i ■  ;  Il  =  œ-  H ; ;-  ;  1/  =  a:-  H -, j- , 

y  =  X'  +  —,  y  —  \^^  ^1   ^  ^^_i^3  '  •'  ^  a;2  _  1  '  ■'  X-  —  i 

. I  j  I   5-2  l  ^ 

y  =  ^e^;  y  =  ^,  y--^^  y^x±^x^^  y^.^^x; 

y=x±^x^^-lx~i;  y  =  a;-3±v/2a;^-4x-H3;  y  =  -  x-^Z  ±  >lx' -'ix-^  i  ; 

J.2 9  1 

y=x±f^^;        î/  =  a:'-±v'^;      !/  =  x-^±s/*a;'--ljK^-9);      V^  =   (a;  _2)(a;  -  4)  '       y'  =  ^'  +  ^2  _  ,  ' 

3100.  —  Construire  les  courbes 

,/^  +  xy  +  2x^  +  .r  =  0;  ,;2  +  2xy +;/^  -  a;  +  j,  4- 1  =  0  ;  ^^  +  2a;^  + (/■^  + 2:«  -  3;,  +  1  =  0  ; 

j-i-|-a;î/  +  a;— y  =  0  ;  .-c^  —  2a;i/  — y^  +  2:»— y  =  0  ; 

a;2+8x2/  +  4y=  +  x+y  =  0;  x"- +  xy -x  +  y  =1  0  ;  (a:  + j/ -  l)(2a:--/ +  3)  +  4  =  0  ; 

a;3  +  a;2  +  !/!  =  0  ;  y2_,_a;(:r-2  — i/^i  =  0. 

3161.  —  Définition  du  centre  et  du  rayon  de  courbure. 

3162.  —  Construire  les  courbes 

p(acosu)  +  fesino))  =  c  ;  p=cosu, 

1  _  sin  u  . 

0  =  sin=  u  ;  p  ^  :  P  —      ~     ' 


cos=  — 


1  _      M 


3163.  —  Courbe  dont  la  sous-normale  polaire  est  constante. 

,     .  „        „    ,„  V  J sQ^viQni  niip  nnur    m  =:  — >    0  =i  a.   — Construire  cette  courbe. 

3164. —Trouver  la  courbe  telle  que    tg  V  = -^ sacbani  que  poui    "—    , 

3165    —  l'olaire  dun  point  par  rapport  à  une  ellipse.  .        ,      ,  j      „  „, 

3166'.  -  Construire  les  axes  d'une  ellipse  connaissant  deux  diamètres  conjugues  ;  longueur  des  axe>. 
01A7    _  Variation  de  lansle  des  rayons  vecteurs  d'un  point  d'une  hyperbole. 

sîes".  -  On  donne  léquatfon    y-  +\xy  -  4  +  ),(x^  y)(.  +  y  ^  1)  =  0  ;    cette  équation  représente,  quand  X  .ane,  des 
coniaues  pas-^ant  par  quatre  points  fixes.  —  Déterminer  les  quatre  pomts  fixes.  ,.-„,:„„ 

3169  -  Etant  donnée  la  conique    x' ^  ixy  -  t  +  x  -  y  =  0.    disposer  de  a  de  façon  que  1  equafon 
xi  -^ixy  -  y-  ^  X  -  y  +1  ^  i    représente  le  faisceau  des  asymptotes  de  la  conique  donnée. 

3170  —  Lieu  des  centres  des  coniques  représentées  par  l'équation 

x'- -f- !/»  - 1 -+- M^  +  ,y  —  1)' =  "• 


3171.  -Equation  générale  des  cercles  tangents  à  une  parabole  en  un  point  donne. 
3172   —  Discuter  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'équation 

x'^xy+y'- +  'tXx  —  \i(iJ  —  -x^  =  ^- 

Peut-on_avoir  un  cercle  Ir^^j^^.^^lX^l'v^^^--^  P-  >«  P-"'^  ''^  ''^'''''''  ''  <*'^"^  '=°"''l"*^  '^"""'•''-  ~  '**"  '"  "'" 
''  '317^  ^  ^^nST'dliômothéU:  rd^courbes  du  second  ordre.  -  Cordes  communes  à  deux  coniques  homothé- 

"""3175.  -  Que  représente  l'équation    AB  +  ;.BC  +  XCV  =  0,    .4,  B,  C  désignant  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  y".  - 
Combien  ces  coni(|ues  ont-elles  de  points  communs?  •        ■   t 

3176    —  Construire  une  conique  connaissant  une  directrice  et  trois  points. 

3177.  —  Construire  une  parabole  connaissant  la  directrice  et  deux  poinU. 
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3178.  —  Construire  une  conique  connaissant  une  directrice,  le  foyer  correspondant  et  une  tangente. 

3179.  —  Construire  une  parabole  connaissant  le  foyer  et  deux  tangente*. 

3180.  —  Construire  une  parabole  connaissant  trois  tangentes  dont  la  tangente  au  sommet. 

3181.  —  Construire  une  parabole  connaissant  une  tangente,  un  point  et  le  foyer. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

3182.  —  Condition  pour  que  deux  droites  soient  dans  un  même  plan. 

3183.  —  Equations  d'une  droite  passant  par  un  point  donné  et  perpendiculaire  à  deux  directions  données. 

3184.  —  Calculer  les  coordonnées  du  symétrique  d  un  point  x„.  !/o. -o  par  rapport  à  un  plan     mx -t- ny -t- pz -h  g  ^  d . 

3185.  —  Distance  de  l'origine  à  la  droite    x  =  o,    fty -t-  c:  +  d  =  0. 

3186.  —  Distance  d'un  point  à  la  droite 

Ar  -t-  B.v  +  C:  -I-  D  =  U  ;  K'x  +  Wy  -t-  C:  +  D'  =  0 . 

3187.  —  Perpendiculaire  du  point  xa,  y^,  lo  sur  la  droite 

X  =  az-i-  h,  y  ^bz-h  k. 

3188.  —  Cône  de  base    s  =  0,    x-  -^  y'  —  R=  =0    et  dont  le  sommet  est  le  point 

j;  =  0,    y  =  0,    :  =  ft. 

3189.  —  Cône  dont  le  sommet  est  l'origine  et  la  base 

s  =  A,    ax-  +  2bxy  -hcy-  -i-d  =  0 . 

3190.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surface    .r;/  =  :.    —  Nature  de  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tangent. 

3191 .  Equation  de  la  normale  à  la  surface    xy  =  z.    au  point    x  =  a;o,    y  =  yo,    s  —  Za. 

3192.  —  Que  représentent  les  équations 

/■(4-'    4)=";  f\x-y,y-s)=():  f{i°--i-y-,z)^0-  A-c' +  2/' +:=.:)=  0  ? 

3193.  —  Equation  générale  des  surfaces  de  révolution.  —  Trou-ver  l'axe. 

3194.  —  Que  représente  l'équation    xy  +  yz  +  :x  -i-  l  =  0  ?    Montrer  que  c'est  une  surface  de  révolution. 

3195.  —  Que  représentent  les  équations 

X' -h  y- -h  z°- =  Sz  —  i  ;  X- -h  y- +  :' ~  {z -*- i)- =  d  :  {x  -  1|- -i- l.v  —  2)-  =  :; 

{x  —  a)'+[y  —  b)-  +  z—c  =  0;  {x- ■+ y^)z'  =  l  ;  y'=^x-'^z'; 

x^-i-  y'  =  (42*  +  z  -t-  1)'  ;  {x'  +  y'Y  =  z'  ;  x-  +y-  =  e-  :  x'  +  y-  +  z-  =  sin  :  ? 

3196.  —  Que  représente   l'équation —  =  :  ?  —  Plan  tangent  au  point   x  =  Xo,    y  =  yo,    z  =  Zo.  —  Comment 

ce  plan  coupe-t-il  la  surface  ? 

3197.  —  Conditions  pour  que    trois  diamètres  de  l'ellipsoïde,  donnés  par  leurs  cosinus  directeurs,  forment  un  système 
de  diamètres  conjugués. 

3198.  —  Reconnaître  les  surfaces 

xy=z-;    '       x-  +  {y  -2){z  —  3)  =  0; 

x^  -hy'  =^  yz;  x' -h  xz  -i- 2y' -t-  x -h  z  =  0  ; 

xy  ^  z  ;  x-  +  2y'  +  xz-hx-t-y  =  0; 

(x-h  l)(y  —  z)-hz —X  =  a-,  yz-i-xy-\-x-h  z +i  =  0; 

(X  4-  Dit/  -  3)-+-  :  -  3  =  0  :  {x+i)(y-2)-hy-3  =  0; 

{v  +  i)(\ -z)—z' =0;  x(2x  —  3y-hi)=z; 

x^  —  [x—:)-+-zy  +  l  —  0;  x-—  2y  —  3:  =  0; 

z  —  l  ±  ^xy  ;  z  —  X  rr  \/x'  —  y^  l  ^  =  x -h  y  ±  y/x-  -\-xy-\-y-  ;  y  —  x  ±  yl(z  —  \)[x  —  i)  ; 

z  —  X  ±z  Aï/  — 1  ;  i/  =  a;  +  c  +  l:f^v/l—  a;^  —  2-;  x  =  y  -\-  z  ±  ^z^  —  y-  +  1  ; 


z  =  ix  ±  yjx^  -H  3/-  —  1  ;  y  —  x-^-z±  ^x-  +  2z-  +  1  ;  ;/  =  x  -H  I  ±  v'-i  —  2a;ô  —  ;'-  ; 

y  ■=z  x—z  —  1  ±v/l  —  x^^'z'-  ;  !/  =  a;  -h  ;  +  1  ±  ^/2'-  —  x  ;  y  —  z+x-^sjz^-\-i      (ligne  des  centres)  ; 

y  =  x  ±_  {ï  :  y  —  x-^z  ^^  ^jx  +  z;  !/  =  3  -h a; -(-  1  zfc  ^j'ix  —  4. 

Mécanique  (M.  Godillt). 

3199.  —  Définir  la  vitesse  d'un  mouvement  varié.  —  Montrer  que  la  machine  d'.Vtwood  donne  la  vitesse. 

3200.  —  Construire  le  diagramme  du  mouvement  défini  par  l'équation 

s  =  3/'  —  6<—  1. 

3201.  Mouvement  vibratoire  simple.  —  Diagramme  du  mouvement.  —  C.onstruiie  la  vitesse  et  l'accélération  en  un 

point. 

3202.  —  Etudier  le  mouvement    x  =  a  cos  m  {  +  ft  sin  w  (. 

3203.  —  Un]ioint  mobile  se  déplace  sur  une  circoiitVrence   d'un  mouvement  uniforme;  le  rayon  de  la  circonférence 
étant  2"'  et  le  nombre  de  tours  par  seconde  4,  calculer  l'aicélération. 

3204.  —  Trouver  l'aciélération  d'un  point  en  relation  autour  d'un  axe. 

3205.  —   Amener  une   figure  plane  S  à  une  autre  position  S'   par  une   rotation.   —    Haisonner  sur  un   segment  de 
droite. 

3206.  —  Le  mouvement  d'une   figure  plane  dans  son  plan  est  défini  par  les  mouvements  respectifs  de  deux  de  ses 
piiinls  ;  —  le  mouvement  d'une  figure  de  l'espace   est  défini  par  les  mouvements  de  trois  de  ses  points. 

3207.  —  Etant  donnée  la  figure  formée  par  trois  points  A,  B,  C  (dans  un    plan)  et  les  directions  des  vitesses  de  deux 
lie  ces  points,  trouver  celle  du  troisième. 

3208.  —  Quelle  particularité  présente  un   mouvement  dans   lequel   l'iiodographe  est  1»  une  droite  ;  i°  une  circonfé- 
rence ;  W"  un  point? 

3209.  —  Un  point  de  masse  m  se  déplace  sur  une  circonférence  de  rayon  11,  avec  luie  vitesse  constante  c  ;  trouver  la 
force  qui  produit  le  mouvement. 
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î>210.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  trajectoire  polie  dans  le  champ  de  la  pesanteur. 

3211.  —  Dans  le  champ  de  la  pesanteur,  on  considère  deux  surfaces  de  niveau  et  une  trajectoire  les  coupant  en  A  et 
B.  Connaissant  la  dislance  verticale  h  des  deux  points  .\  et  B  et  la  vitesse  t-,  du  mobile  en  A,  calculer  sa  vitesse  v  en  B. 

3212.  —  Trouver  le  temps  mis  par  un  mobile  soumis  à  la  pesanteur  pour  décrire  une  corde  d'un  cercle  ayant  comme 
extrémité  le  point  le  plus  haut  du  cercle. 

3213.  —  Conditions  pour  que  trois  vecteurs  forment  un  système  équivalent  à  0.  —  Les  médianes  d'un  triangle  forment 
un  système  de  vecteurs  équivalent  à  0. 

3214.  —  Montrer  qu'il  existe  six  conditions  nécessaires  de  l'équilibre,  indépendantes  des  forces  intérieures. 

3215.  —  Équilibre  dune  échelle  placée  contre  un  mur  et  supportant  un  poids  vertical  placé  en  son  milieu. 

3216.  —  Une  barre  horizontale  ayant  trois  points  d'appui  A.  B,  C  est  soumise  à  deux  forces  verticales.  On  demande  de 
calculer  Ils  réactions  des  appuis.  —  Cas  où  le  nombre  d'équations  obtenues  serait  suffisant. 

Géométrie  (M.  Lévi). 

3217.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  bissectrices  en  position  et  un  sommet. 

3218.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur,  la  médiane  et  la  bissectrice  issues  d'un  même  sommet. 

3219.  —  Construire  un  triangle  connaissant  le  coté  a,  la  hauteur  correspondante  A  et  le  rapport    —  =  —    des  deux 

c         n 
autres  côtés. 

3220.  —  Construire  un  trapèze  connaissant  les  quatre  côtés  ;  connaissant  les  diagonales  et  les  deux  côtés  parallèles. 

3221.  —  Déterminer  une  sécante  coupant  deux  cercles  suivant  des  cordes  de  longueurs  données. 

3222.  —  Mener  la  tangente  commune  â  deux  cercles.  —  Démontrer  que  si  les  deux  cercles  sont  tangents  extérieure- 
ment, la  portion  de  tangente  commune  extérieure  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  est  moyenne  géométrique 
entre  les  diamètres  des  deux  circonférences. 

3223.  —  On  considère  tous  les  cercles  tangents  à  une  droite  en  un  même  point.  Lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction  donnée. 

3224.  —  On  donne  un  triangle  ABC.  —  Trouver  un  cercle  passant  par  A  et  t!  et  tel  que  la  tangente  menée  de  C  à  ce 
cercle  ait  une  longueur  donnée  /. 

3225.  —  Construire  la  longueur  j-,  sachant  que  :  1°    —  ^  — ;-,     2'   x  =:  y/a'  -^  (;'  —  c'  :     3°    j  :=  ^a'  +  b'  -+-  c-d'. 

3226.  —  Figure  inverse  d'un  cercle  quand  le  pôle  est  sur  ce  cercle. 

3227.  —  Construire  un  cercle  passant  par  deux  points  et  dont  la  corde  commune  avec  un  cercle  donné  soit  égale  à 
une  longueur  donnée. 

3228.  —  Construire  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  deux  droites.  —  Sombre  de  solutions. 

3229.  —  Cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

3230.  —  Côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  une  circonférence. 

3231.  —  Combien  peut-on  former  de  rapports  anharmoniques  avec  quatre  points  donnés  ?  —  Etant  donnés  trois  des 
points,  et  la  valeur  du  rapport  anharmonique,  le  quatrième  est-il  déterminé  ? 

3232.  —  Lieu  des  points  d'où  on  voit  deux  cercles  sous  le  même  angle.  Point  d'où  l'on  voit  trois  cercles  sous  le 
même  angle. 

3233.  —  Trouver  dans  un  plan  un  point  dont  les  distances  à  trois  points  donnés  soient  proportionnelles  à  des  lon- 
gueurs données. 

3234.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B  et  un  plan  H.  Lieu  du  milieu  des  droites  s'appuyant  sur  A  et  B  et  paral- 
lèles à    H. 

3235.  —  Mener  une  droite,  de  longueur  /,  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  parallèles  à  un  plan  donné. 

3236.  —  Soient  trois  droites  A,  B,  C  de  l'espace;  mener  une  transversale  les  rencontrant  aux  points  a,  b,  c,  de 
façon  que     ab  =  bc. 

3237.  —  On  donne  une  droite  et  deux  points   A  et   B.    Mener  par  la  droite  un  plan  à  égale  distance  de   A   et  de   B. 

3238.  —  Propriétés  du  trièdre  trirectangle. 

3239.  —  Montrer  que  dans  un  trièdre  les  plans  menés  par  chaque  arête  perpendiculairement  à  la  face  opposée  passent 
par  une  même  droite. 

3240.  —  Dans  un  tétraèdre,  les  perpendiculaires  aux  faces  menées  par  les  centres  des  cercles  circonscrits  h  ces  faces 
se  rencontrent  en  un  même  point. 

3241.  —  Construire  un  parallélépipède  ayant  pour  arêtes  trois  droites  données. 

3242.  —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères  ;  —  par  rapport  à  trois  sphères. 

3243.  —  Points  de  l'espace  d'où  l'on  voit  les  trois  côtés  d'un  triangle  sous  un  angle  droit. 

3244.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  fasse  des  angles  donnés  avec  deux  droites  données. 

3245.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  plans  donnés. 

3246.  —  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  avec  deux  plans  donnés  des  angles  donnés. 

3247.  —  Par  un  point,  mener  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  d'un  point  donné  et  d'une  droite  donnée. 

3248.  —  Mener,  parallèlement  à  une  direction  donnée,  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  d'un  point  et  d'une 
droite  donnés. 

3249.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  à  distance  donnée  d'une  droite  donnée  et  qui  fasse  avec  un  plan  P  un 
angle  donné. 

3250.  —  .Mener  par  un  point  une  droite  à  distances  données  de  deux  droites  données. 

3251.  —  Déterminer  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  deux  plans  et  passant  par  un  point. 

3252.  —  Sphère  pa.ssant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

3253.  —  Sphère  tangente  à  trois  plans  et  passant  par  un  point. 

3254.  —  Sphère  tangente  à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 
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3255.  —  Inscrire  une  sphère  de  rayon  donné  dans  un  angle  trièdre. 

3256.  —  Construire  une  spliore  de  rayon  donné  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux  plans  donnés. 

3257.  —  Tracer  une  sphère  de  rayon   R,    tangente  à  deux  plans  et  à  une  sphère. 

3258.  —  Tracer  une  sphère  de  rayon  donné  passant  par  deux  points  et  tangente  à  un  plan. 

3259.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  donné,  à  une  sphère  donnée  et   passant  par  un 
point  donné. 

3260.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  donné  et  à  deux  sphères  données. 

3261 .  —  Etant  donné  un  Cfine  à  base  circulaire,  montrer  qu'il   existe  une  deuxième  direction  de  plan  donnant  des 
cercles  dans  le  cône. 

3262.  —  Sur  les  tangentes  PM,  PM'  à  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  on  porte  respectivement    Po  =  PF,     po'  =  PF'  ; 
montrer  que     90'  =  2a. 

3263.  —  Conslruire  une  ellipse  connaissant: 

1»  un  foyer,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles  ; 

2»  un  foyer,  deux  points  et  la  tangente  en  l'un  de  ces  points  ; 

3»  un  foyer,  deux  tangentes  et  un  point  ; 

4°  un  foyer,  une  tangente  et  deux  points  ; 

5»  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente  ; 

6°  deux  tangentes,  un  foyer  et  un  point  du  cercle  principal. 

3264.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  le  grand  axe  et  un  point  ;  —  le  grand  axe  et  une  tangente. 

3265.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  trois  points  et  un  foyer  ;  —  trois  points  et  une  directrice. 

3266.  —  Lieu  des  foyers  des  ellipses  admettant  deux  directrices  données   et  passant  par  un  point.  —  Construire  une 
ellipse  connaissant  les  deux  directrices,  un  point  et  la  langente  en  ce  point. 

3267.  —  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer,  un  point  et  les  longueurs  des  axes. 

3268.  —  Lieu  du  milieu  d'une   droite   de   longueur  constante   dont  les  extrémités  glissent   sur   deux  droites  qui  se 
coupent. 

3269.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  un  foyer,  une  asymptote  et  un  point  ;  un  foyer,  une  ,asj  mptote  et  une 
tangente. 

3270.  —  Lieu  des  points  équidistants  d'un  cercle  et  d'une  droite. 

3271.  —  Construire  une  parabole  connaissant  la  directrice  et  deux  tangentes. 

3272.  —  Construire  une  parabole  connaissant  la  directrice,  un  point  et  une  tangente. 

3273.  —  Construire  une    parabole    connaissant  quatre   tangentes.    Lieu  des  foyers   des  paraboles   tangentes  à   trois 
droiles. 

3274.  —  Mener,  par  un  point  de  l'axe  d'une  parabole,  des  normales  faisant  entre  elles  un  angle  donné. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

1466.  —  On  considère  la  fonction 

y  =  e^{x-  +  pa;  +  1  ) 
en  supposant     |  p  |  >  2.    On  demande  : 

i"  de  construire  larourbn  représentative; 

2»  de  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  dos  tangentes  aux  points  d'inflexion  quand  p  varie  ; 
3°  de  déterminer  p  de  façon  que  les  tangenles  aux  points  d'inflexion  se  coupent   sur  la  droite    a;  =  «i . 
(x,  étant  la  racine  de  la  dérivée  seconde  comprise  entre  les  deux  racines  de  la  dérivée  première.) 

P.  M.4GR0N,  lycée  do  Nancy. 

1467.  —  On  considère  un  cercle  (C),  un  point  P  et  deux  droites  rectangulaires  variables  qui  passent  au 
point  I^  et  rencontrent  le  cercle  en  quatre  points  A,  B,  C,  D. 

\°  Trouver  l'enveloppe  du  cercle  (S)  qui  passe  au  point  f  et  aux  deux  autres  points  diagonaux  du  qua- 
dranglc  inscrit  ABCL). 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  cercles  (S)  orthogonaux. 

(i.  Pklissier,  ;i  Toulouse. 
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REVUE   DE   MATHEMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  LINÉAIRE    DU   SECOND  ORDRE 
A  COEFFICIENTS  CONSTANTS,    SANS   SECOND  MEMBRE 

par   -M.  Th.  Leconte,  professeur  de  Matliématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


1.  Soit  l'équation  dillerentielle 

(1)  ?y"  +  a)/'4-6i/  =  0, 

a   et    6   désignant  deux  nombres. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1),  obtenue  sous  forme  de 
série  entière  par  l'application  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  comprend  toutes  les  inté- 
grales. 

C'est  une  conséquence  de  la  théorie  des  équations  différentielles  qu'il  est  utile,  en  vue  de  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  spéciales,  de  mettre  au  point  sans  recourir  ;i  cette  théorie,  et  en  utilisant 
d'ailleurs  ses  procédés  classiques. 

2.  Rappelons  d'abord  brièvement  quelques  méthodes  donnant  toutes  le.s  intégrales  de  l'équa- 
tion (1). 

1°  Entre  trois  intégrales  quelconques  y,  >jt,  'Ji,  pourvu  toutefois  que  le  rapport  de  deux  d'entre 
elles  ne  soit  pas  une  constante,  il  existe  la  relation  obtenue  en  éliminant  a  et  b  entre  les  trois  équa- 
tions linéaires  exprimant  que  y,  j/i,  j/j  sont  des  intégrales  : 


y 

y' 

;/' 

!/i 

y'i 

.vl 

y  2 

y'- 

y''i 

D'où  l'on  tire 

y  =  ''■iyi-\-hy2, 

y'  =  ''>'j''  ^-  ^2^;, 

y'  =  -^lî/ï-t-^i?/:. 

Ài    et  Xj  désignant  deux  constantes,  comme  on  le  voit  en  différentiant  deux  fois  les  deux  membres  de 
la  première  relation  et  en  tenant  compte  des  deux  autres. 

L'intégration  de  l'équation  (1)  se  ramène  donc  à  la  recherche  de  deux  intégrales  particulières  dont 
le  rapport  ne  soit  pas  constant. 

Je  me  borne  à  énoncer  que  p/''  et  e''"'    sont  deux  intégrales,   r,   et    ;•;   étant  les  racines  supposées 
distinctes  de  l'équation     ?•-  -i-  ar-\-b  =  Û. 

Si  l'on  a    r,  =  r^  —  r,     ce  sont  les  deux  fonctions  e'"  et  xe"  qu'on  peut  prendre  comme  satisfai- 
sant à  l'équation  (1). 

2"  On  peut  poser 

y  =  ze", 

e"  étant  une  intégrale  particulière  et  l'équation   (1)    devient,  par  rapport  à    :,    après  division  de   son 
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premier  membre  par  e''^,  l'équation  difl'érentiellG 

s"  +  (2r-t-a);'  =  0, 
dont  rintégralion  est  immédiate. 

3°  D'autres  procédés  d'abaissement,  s'ils  conduisent  à  des  calculs  moins  simples,  permettent  pour- 
tant de  traiter  la  question  jusqu'au  bout. 

On  peut  faire  le  changement  de  fonction    y  =  e-     ou,   encore,   prendre   ;/  pour  variable  indépen- 
dante et  considérer  y'  comme  fonction  de  y. 

4°  Voici  enfin  une  autre  méthode  que  M.  Michel  m'a  signalée. 

Introduisons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (I)  les  racines  ?'i  et  r,  de  l'équation  caractéris- 
tique. 

On  obtient  ainsi  la  forme 

y"  —  (''i  -1-  '-2)  y  -\-ro-ty  =  0, 

ou 

y"—r,y'  —  r.{y'  —  i\y)  =  0. 

et  si  l'on  pose     y' — i\y  —  z,    l'équation  différentielle  devient     :'  —  ;  o:  =  0     dont  les  intégrales  s'écri- 
vent 

:;  =  cev. 

Par  suite,  on  est  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  du  premier  ordre 

y'  — r,j/  =  cev. 
Les  procédés  sont  donc  nombreux  pour  prouver  qu'une  intégrale  quelconque  est  de  la  forme 
y  = 'Aie'i^ -l-).,e''!'',  si   >-|   et  r,    sont  différents, 

et  y  =  e"(/.,  -!-/.,a-;,  si  c,  =  /■,  —  r. 

Une  remarque  impoi  tante  est  que  l'on  doit  pouvoir  prendre,  pour  constantes  arbitraires,   au  lieu 
de  >■!  et  Àj  les  valeurs  c^elc,  prises  par  l'intégrale  et  par  sa  dérivée  première  pour    .r  =  0. 

En  effet,  l'on  a,  si       r,  =zt  r.,, 

c„  =/.,-+-).,, 

Cl  =  "'ir,  -hh'-i, 
et,  si  r,  =  rj  =  )•, 

Co   =  '-I' 

c,  =  \r  +  "/.,. 


3.  Considérons  une  série  entière 


c„H-  c,ar-i- 1-  r„x" 


qui  soit  intégrale  de  l'équation  (1). 

Je  vais  montrer  qu'elle  est  absolument  convergente  quel  que  soit  x. 

Nous  avons,  pour  déterminer    Cj,  c-,...  t„,...,  c„  etci    étant  arbitraires,  les  relations  do  récurrence 

d.2cs-^ac,  -f-iC(,  =  0, 
2.3  C3-1-  ■iac,  -+-  (ici  =  0, 


(»)  —  l)»i  c„-\-{ii —  i)ar„_|  4-  ,lic„_2  —  0, 

.•\l)|)elons  Y.)  cl  Ti  deux  nombres  positifs  au  moins  égaux  aux  valeurs  absolues  de  c»  et  c,  ;  A  et  B 
deux  nombres  positifs  au  moins  égaux  aux  valeurs  absolues  de  a  et  i;  cl  considérons  les  nombres  y 
déterminés  parles  équations 

1.2v,  =Av,-rBY„, 

2.3v,  =  2AYiH-BY,, 


(^)  {"  -  i)n-(„  =-  (>i  -  DAv,.-,  4-  By,.-2, 
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le  nombre  ■;„   est  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  c„.    Donc  la  série  entière  de  terme  géuéral   CnX„ 
sera  absolument  convergente,  quel  que  soit  x,    si  celle  de  terme  général  -fnX"  jouit  de  celle  propriété  ; 
ce  qui  sera  établi  si  l'on  montre  que    — ^-^    tend  vers  zéro  quand    h   croit  indétiniment. 
De  l'équation  {i)  on  tire 

«-I^=A  + ^^ 


(„_l)IfzL 

"(n-2 


Posons,    pour  simplifier,     w„  = 


i/,    étant  choisi  arbitrairement,  les  nombres   m   seront  donnés  par  la  loi 

.„  =  A-.-^. 

"n_l 

A  partir  de    «.,   ces  nombres   sont   supérieur>  à  A  ;    et  par  suite,  à  partir   de    113    inférieurs    k 
B 

Donc        '"      tend  vers  zéro. 

4.  ElTectuons  le  calcul  de  c„.  •■ 

1"  Cas.  —  r,  et  r^   sont  distincts.  Nous  pouvons  écrire  la  relation  de  récurrence 

(n—  l)nc„  =  (n  —  !)(,•,+  r2)c„_,  —  r,rjC„_j. 
D'autre  part,  posons 

fo  =  ^-l  +  \>, 
c,  =  Xi?-,  +  Xoro, 
/,  et  Ai    remplaçant  c  et  Ci   comme  constantes   arbitraires  et  nous  permettant  de   revenir  à  la  forme 
trouvée  plus  haut. 

On  a  1 .  iCi  =  (  7-,  -t-  (•2)01  —  ï'iî'jc'i,  , 

Xj/f-l-Xjî-j 


d'où 


1.2 

Admettons  la  loi  qui  s'annonce  jusqu'à  l'indice     h  —  I, 


Cn-2    = 


(«-2)! 


il  en  résultera  que 

('•i  -H  )-,){a,i-]'-'  -h  À,r:,'-'  )  —  '•l'-ifXi'"""'-  -<-  >:!»•';-'-) 

(n  —  I)nC„  =    p -^yT-; ! :^ -' 

ou  encore 


C'est  dire  que  l'intégrale  générale  trouvée  peut  s'écrire 

X.e'"'^  -+-  Xoe-'s^. 
2'^  Cas.  ,.j  =  ,.^  —  ,. 

La  relation  de  récurrence  prend  la  forme 

(»  —  l)nc„  =  %»  —  i)''i'„-!  —  r-c„^i. 

Posons,  cette  fois, 

'•„  =  X„ 

f,  =  Xif  -t-  X.. 
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On  a  1 . 2f,  =  i2rc,  —  r%  —  ^2)\X,»-  -+-  X^)  —  r-c»  =  >i)'^  -i-  ^2\.r 

Admettons  que  l'on  ait 

À,y"---i-X,rn— 2)î-"-' 


C/i- 


(«-2)! 


Nous  en  déduirons 

(«  -  »)«<-■.  = (^^izây! ^ 


ou  enfin 

X,j'"-hX,«)"- 


c„ 


L'intégrale  générale  trouvée  est  donc  bien  de  la  forme 

5.  Pour  terminer,  faisons  la  remarque  que  nous  avons,  en  partant  d'un  nombre    r,   arbitrairement 

choisi,  trouvé  l'expression  de  v„  donné  par  la  loi 

b 
u„  =  —  a • 

La  variation  de   i'„,  pour  les  grandes  valeurs  de  «,   est  intéressante  et  son  expression,  quand  les 
racines   r,  et  r-,  de  l'équation     r- -t- a?' -h  6  =  0     sont  distinctes,  est,  en  posant 

c,  X,r, -H  X,r., 

_     >!('„    _  XiC'i'  +  X,»!,' 

(■„_,         /,?•""' -4- X,»'^"' 
.Xolc  de  la  rédaction.  —  La  forme  générale  trouvée  pour  la  série  entière  montre  assez  nettement 
qu'elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  ;  aussi  la  démonstration  de  ce  fait,  qui  est  placée  avant 
le  calcul  de  la  série,  est-elle  inutile   dans  le  cas  actuel  ;   c'est  plutôt  une  indication  de  méthode  pour 
d'autres  cas  plus  difficiles  que  celui-ci. 

♦ '- 
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Monsieur  et  cher  Collègue, 

Depuis  que  j'ai  écrit  mon  article  sur  le  théorème  de  RoUe  [*),  je  me  suis  aperçu  qu'il  est  possible 
de  généraliser  ce  théorème  plus  que  je  ne  l'ai  fait. 

Tout  d'abord,  on  a  immédiatement  l'énoncé  suivant  : 

Si  une  fonction  f(x]  est  déterminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  deux 
nombres  a  et  b  finis  ou  infinis,  si  en  outre  cette  fonction  tend  vers  une  même  limite  A  quand  x  tend  vers 
a  et  quand  x  (end  vers  6,  il  existe  au  moins  utie  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b  pour  laquelle  la 
dérivée  est  nulle. 

Il  sutlit  pour  l'établir  d'aiipliquer  le  théorème  de  Uolle  à  la  fonction  f[x)  —  \  ([ui,  au  même 
Ulre  que  f{x),  est  déterminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  .r  comprise  entre  a  et  b. 

Cela  posé,  j'énonce  le  théorème  que  j'ai  en  vue  : 

Si  une  fonction  f{x)  est  déterminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  deux 
(•)  Voir  lîeviii',  novetiihie  I'JOj,  page  337. 
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nombres;  n  ri  h  finis  ou  infinis,  si  en  outre  celte  fonction  tend  vers  +  ao  (ou  vers  — ce)  quand  x 
tend  vers  a  et  aussi  quand  x  lend  vers  h,  il  niste  au  moins  une  valeur  de  r  comprise  entre  a  et  h 
pour  laquelle  la  dérivée  est  nulle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x)  tende  vers  +  x  quand  x  tend  vers  a  et  quand  x 
tend  vers  h.  Soit  x„  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6  et  prenons  un  nombre  A  supérieur  à 
f{x^).  Il  est  possible  de  trouver  un  nombre  a„  que  l'on  peut  supposer  du  même  côté  que  a  par 
rapport  à  x^,  tel  que,  pour  toute  valeur  de  a;  comprise  entre  a  et  a,,  on  ait  f{x)  >  A.  On  a  ainsi, 
a,  étant  un  nombre  déterminé,  quelconque  d'ailleurs,  compris  entre  a  et  a„  fia.,)  >  A.  Or,  la  fonc- 
tion f{x)  étant  dérivable  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a.,  et  xo  et  aussi  pour  x  =  a-,  et 
pour  X  =  x„  est  continue  pour  les  mêmes  valeurs,  et,  A  étant  compris  entre  /"("O  et  /Yr,,),  il 
existe  un  nombre  a',  compris  entre  a,  et  a-,,,  tel  que  l'on  ait 

fia')  =  A. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  montre  qu'il  existe  un  nombre  h'  compris  entre  .t,,  et  h,  tel 
que  l'on  ait 

fiO')  =  A. 

Cela  posé,  la  fonction  f\x)  est  déterminée  et  admet  une  dérivée  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  a'  et  //  ;  elle  tend  en  outre  vers  A  quand  x  tend  vers  a'  ou  vers  h';  donc,  d'après  le  théorème 
précédent,  il  existe  au  moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  n'  cl  //  et,  par  suite,  comprise 
entre   a  et   6,   pour  laquelle  la  dérivée  est  nulle. 

Veuillez  agréer,  etc. 

Cm.  MICHEL. 
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On  établit  immédiatement,  dès  les  débuts  du  calcul  diflërentiel  que,  dans  le  cas  où  m  désigne  un 
nombre  entier  et  positif,  la  dérivée  de  la  fonction  x'"  est  7nx"'^'  ;  puis,  plus  tard,  on  étend  cette  règle 
à  tous  les  cas. 

Voici  la  démotistralion  que  je  donne  depuis  longtemps  dans  mon  enseignement. 

Tout  d'abord,  si   m   désigne  un  nombre  incommensurable  au  un  nombre  fractionnaire  de  la  forme 

—  — i-- ,     la  fonction  n'existe  que  pour  les  valeurs  positives  de  r  et  on  peut  poser     x  =  e^  :     on  a 

donc  X'"  =  e'"''  et  il  suffit  d'appliquer  la  règle  des  fonctions  de  fonctions  au  second  membre  pour 
avoir  la  dérivée  de  x'";    on  trouve  ainsi  de  suite     c'"'' —    ou   mx"'~'. 

Mais  si   m    est  une  fraction  à  dénominateur  impair,  si   m   est  de  l'une  ou  l'aulrr  des  deux  formes 

m  =  ± ^~  ,      m  =  ±-     ^"^     ,     la  fonction    existe  aussi  pour   .r   négatif.  Il  s'agit  de  voir  si  la 

2^  -+- 1  "  2^  -t-  1 

régie  est  encore  vraie  pour  ces  valeurs  de  X.  Pour  cela  on  pose  x= — .r',  etona  x"'={ — x'}"'  =  £x'"', 
£  étant  égal  à  +  1  dans  le  premier  cas  et  ;\  —  1  dan-;  le  second.  On  dérive  alors  ex'"'  par  rapport 
à  x',    ce  qui  est  permis  puisque  x'  est  positif,  et  on  multiplie  par  la  déri^éede   x'    par  rapport  à   x, 

qui  est  égale  à      —1.      Ceci  donne     —  msx"'-'      ou  ,"  •     11  suffit  alors  de  remplacer  x   par 

—  X 

—  X    pour  obtenir  le  résultat  annoncé. 

E.  H. 
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1389.  —  On  donne  dans  un  plan  une  parabole  (P)  et  un  cercle  (G)  ayant  pour  centre  le  foyer  de  (P), 
et  on  prend  sur  le  cercle  (G)  deux  points  H  e(  K  diamétralement  opposés. 

1°  Démontrer  que  les  points  H  et  K  et  les  points  de  contact  des  tangentes  à  P  issues  de  ces  points  sont 
six  points  d'un  même  cercle  (û).  Trouver,  lorsque  H  se  déplace  sur  (G),  le  lieu  du  centre  et  l' enveloppe  (s) 
du  cercle  (Q),  l'enveloppe  de  la  corde  des  contacts  de  (2)  et  de  (S)  et  le  lieu  du  pôle  de  cette  corde. 

2°  On  considère  le  cercle  (Q')  correspondant  au.vpoints  H'  et  K'  du  cercle  (G)  qui  sont  situés  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  à  HK.  Prouver  que  les  quatre  points  de  contact  de  (Q)et  de(Q')  avec  la  courbe  (S)  sont 
en  ligne  droite.  Trouver,  lorsque  le  point  H  se  déplace  sur  (C),  les  enveloppes  de  la  ligne  des  centres,  de  l'axe 
radical  des  cercles  ('-!)  et  (û'),  ainsi  que  les  lieux  de  leurs  points  communs  et  de  leurs  centres  de  similitude. 

3°  Prouver  que  la  courbe  (S)  est  un  ovale  de  Descartes  en  mettant  en  évidence  les  trois  foyers.  Montrer 
qu'il  y  a  quatre  familles  de  cercles  bitangents  à  cette  courbe,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres,  l'enveloppe 
des  cordes  de  contact  et  le  lieu  des  pôles  de  ces  cordes. 

i»  fl  existe  quatre  cercles  tangents  à  (S)  en  uyi  même  point  M,  et  tangents  rn  un  autre  point  à  cette 
courbe.  L'un  de  ces  autres  points  est  le  point  W,  symétrique  de  M  par  rapport  d  l'axe  de  symétrie  \  de  (S)  ; 
soient  Mi,M.2,  Ms  les  trois  autres  points  et  M',,  Ml,  Mj  leurs  symétriques  par  rapport  à  A;  montrer  que 
les  groupes  MM1M.M3,  MMjMsM,',  MM2M3M',  sont  concycliques,  et  trouver  le  lieudes  centres  et  l'enveloppe  des 
cercles  passant  par  ces  trois  groupes  de  points. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  Ox,  Oi/  l'axe  de  la  parabole  (P)  et  la  perpendiculaire  à  l'axe 
menée  par  le  foyer.  Les  équations  des  courbes  (P)   et  (C)   s'écriront 

P  =  !/'-  — "ijDx  — p2  =  0.  Ceesx^-K!/^  — R-  =  0. 

1»  En  désignant  alors  par  a,  ^  et  — a,  —  ^  les  coordonnées  de  II  et  K,  on  aura,  pour  les  po- 
laires de  ces  deux  points  par  rapport  à  la  parabole, 

U  =  p(x  -H jo)  —  (?;/  —  joa)  =  0.  V  =  p(a;  -4-  p)  4-  {^y  —  pa)  z=  0, 

d'où  l'on  déduit  l'équation  générale  des  coniques  passant  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  parabole  de  11   et  de  K  : 

UV  -+-  XP  =  0,  ou 
p  (x  -^  p)-  —  [i^y  —  poi)-  -h  l{y-  —  'ipx  —  p")  =  0. 
Celle  courbe  représente  un  cercle  si     X— ^--f-p^     .\près  avoir  remplacé  X  par  cette  valeur,  divisé 
tous  les  termes  par  p-,  et  simplifié  en  tenant  compte  de  la  condition     x-  -+- ^^  =  R-,     on  trouve 

(Qj  a-'-^y- —  2— (^x  — aj/)  —  R2  =  0. 

Le  cercle  que  représente  cette  équation  passant  par  les  deux  points  (»,  ^)  et  ( — ï,  —  p),  la 
propriété  énoncée  est  démontrée. 

En  éliminant  a  et  B  entre  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  (Q), 

"^         p'  ■'  p 

et    a2  -1-  fi^  =  R2,     on  obtient 

X-  -\-iJ-  —  2rfx  =  0  (  avec    d  =  -——  ]  ■ 

^  \  'ip   ■ 

Le  lieu  du  centre  01  du  cercle  (û)  est  donc  un  cercle.  La  puissance  de  l'origine  des  coordonnées 
par  rapport  au  cercle  (Q),  étant  d'autre  part  constante,  — 11-,  on  en  déduit  que  l'enveloppe  de  (Q)  est 
unequarli(iue  bicirculaire  (S). 

Pour  trouver  cette  enveloppe,  écrivons  l'équation  de    (û)   sous  la  forme 
a---  +  y-  —  2-r"Jf  —  2Î/01/  —  H'-  =  0. 
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Comme   a-,,,  y,,   sont  liés  par  la  relation     x;,  +  yl  —  2rf,ro  =  0,     il  nous  suffît  de  poser,   pour   ne 
garder  qu'un  paramètre  variable,     Xq  =  (/(1-^cosO)     et    y,,  =  rfsinO. 
L'équation  du  cercle  (Q)   devient  ainsi 

(1)  r— 2rf(j;cosO+?/sinO)  =  0, 
avec  l'^x--\-y-  —  2rfx  —  R-, 

et  l'élimination  de   8  entre  la  relation  (1)   et  sa  dérivée  par  rapport  à  0, 

(2)  a;  sin  6  —  !/ ces  6  =  0, 
donne  l'enveloppe 

(1)  1-2  —  id^x-  -+-  y-")  =  0. 

Pour  construire  cette  courbe,  le  plus  simple  est  de  passer  aux  coordonnées  polaires,  ce  qui  donne 

(3)  fip,  b)  =  p2—  2rf(l  -Hcos  0)p  —  U^  =  0. 

On  trouve  en  réalité  deux  équations  polaires  différant  par  le  signe  de   2rfo,   mais  on  vérifie  immédia- 
tement qu'elles  représentent   la  même  courbe  en  remplaçant  dans  l'une  d'elles   o  et  9   respectivement 

par    —  p     et    0  -f-  -. 

Pour  tracer  la  courbe,  il  n'y  a  qu'il  suivre 
les  valeurs  successives  des  deux  déterminations 
de  ?, 


t/(l  -+-  cos  h)  ±  ^/d-{l  -t-  cos  Oj2  -j-  R2^ 

quand    0   varie  de  0   k  -,  puis  à  compléter  par 
symétrie  autour  de  Ox. 

La  détermination  p,  (signe  +)  est  toujours 
positive  et  plus  grande  en  valeur  absolue  que  la 
détermination  p,  (signe  — ),  toujours  négative, 
car  la  somme  et  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  sont,  la  première  toujours  positive,  et  le 
second  toujours  négatif.  Enfin  la  dérivée  de  p 
par  rapport  à  0, 

dp  /",;  —  dp  sin  6 

rfF  ~  ~  TT  ~    ?  —  (/(! -H  cos  6)' 
étant  négative  pour  toute  valeur  de  0  comprise  entre  0  et  ^,  et  pour  les  deux  déterminations  pi  et  p,, 
il  en  résulte  que,  lorsque  0   augmente,  la  valeur  absolue  du  rayon  vecteur   p,   diminue,  tandis  que  celle 
du  rayon  vecteur  p,  augmente. 

»     I  0  croit  - 


Id- 


lid-  -f-  R2 


décroit 


R 


R 


p,     I     2(/_y/4rf2+Ri  décroit 

La  courbe   {^)   se  compose  donc  de  deux  ovales  fermés. 
En  écrivant  son  équation  cartésienne  ainsi  : 

on  voit  qu'un  des  ovales  est  extérieur  au  cercle   (C)   et  que  l'autre  lui  est  intérieur. 
L'équation    [i),   qui  peut  s'écrire 

1/  —  xtgO  =  0, 
représente  la  corde  des  contacts  du  cercle  (q)  et  de  son  enveloppe.  Elle  fait  l'angle  ft  avec  Ox  et  passe 
constamment  par  le  point  fixe  0. 

Le  pôle  P  de  cette  droite  par  rapport  au  cercle  [équation  (2)]  est  défini  par  les  relations 
f;  cos  0  -h  /■;  sin  0  =  0.  /■,  =  0, 
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X  cos  '>  -\-y  sin  0  —  d{i  -h  cos  6)  =  0, 


On  en  tire 


1  "• 

/    x(l  -+-  cos  0)  -4-  !/  sm  0  -f-  —  =  0. 

/    a;  =  —  [rf(l +COS  6)-i-2p]. 
rf(l +cos6)2 -f-2pcosO 


(R-^  =  2prf) 


sin  0 


et  ces  expressions  montrent  que  le  lieu  du  point  P   est  une  quartique   unicursale  symétrique  par  rap- 
port à  Or.  L'équation  cartésienne  de  ce  lieu  s'obtient  en  éliminant  9  entre  les  équations  (4).  On  trouve 

ainsi 

y-{x  -h  p){x  -H  2p  +  2rf)  -1-  (a:-  -+-  Spx  —  'ipd']-  —  0, 

équation  facile  à  discuter  par  rapport  à  ;/. 

La  discussion  met  en  évidence  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  de  Oy,  et  deux  points 
doubles  à  distance  finie  sur  Ox,  l'un  A  isolé,  et  l'autre  A'  à  tangentes  réelles  et  distinctes.  Les  abscisses 
des  points  A  et  A'  sont  les  racines  de  l'équation 

x'  -4-  2px  —  Ipd  =  0. 

Nous  verrons  plus  loin  que  A  et  A'  sont  deux  foyers  de  la  courbe  (z).  le  troisième  foyer  étant  le 
point  0. 

On  peut  donner  de  la  courbe,  lieu  des  pôles,  une  définition  géométrique  simple.  0  étant  le  foyer  de 


P 

;i 

'~^— ■  11) 

-p 

0 

\           '■'           /         '' 

la  parabole   (P),  sa  directrice  A  estladroite    .r  =  — p.     Cela  étant,  le  pôle  P  de  la  corde  des  contacts 

est  sur  la  droite 

(x  —  d)  cos  '1  +  1/  sin  0  _  d  =  0, 

tangente  au  cercle  0',     x--hy'-  —  2c(a-  =  0,     lieu  des  centres,  au  point 
X,,  =  d{l  -h  cos  0),  y„  =  c/  sin  0, 

centre  du  cercle  (2). 

Entre  les  abscisses  xo  de   o.   et  .r  de    P,  on  a  d'autre  part  la  relation 

X  4-  .fo  —  —  2p, 
ce    qui  prouve  que  le  milieu  Q   du  segment  wP  est  sur  A.   Il  sullil  donc  pour  avoir  un  point    P  de 
mener  une  tangente   wP  au  cercle  0',  et  de  prolonger  a-Q   d'une  longueur  égale   QP. 

2".  Les  centres  •»  et  w  des  cercles  (Q)  et  (Q')  sont  situés  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux 
cordes  IIK  et  H'K'  rectangulaires  en  leur  milieu  0.  Ces  points  sont,  par  suite,  diamétralement  opposés 
sur  le  cercle  0',  lieu  des  centres.  Or  on  a  vu  qu'en  représentant  par  rf(l-HCosO),  rf  sin 'Mes  coordon- 
nées du  point  <..,  ce  qui  revient  à  désigner  par  0  l'angle  xO'u),  l'équation  de  la  corde  des  contacts  0: 
était    y  =  X  tg  f). 
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Cette  corde,  étant  parallèle  à  O'w,  et  par  conséquent  à  OW,   coïncidera  avec  la  corde  des  contacts 
du  cercle   {'^'). 

D'après  ce  qui  précède,  on  passe  du  cercle  (û)   au  cercle  {Q')    en  changeant  dans  l'équation  du 

premier, 

r  —  2d(x  cos  9  +  )/  sin  0)  =  0, 
0  en    'i-t-t,     ce  qui  donne 

r  -+-  M{x  cos  6  -f-  y  sin  0)  =  0. 
La  ligne  des  centres  des  deux  cercles 
passe  constamment  par  le  point   fixe  0', 
et  leur  axe  radical, 

X  cos  9  -I-  y  sin  0  =  0, 
parle  point  0. 

Enfin  les  points  1  et  J  communs  aux 
deux  cercles  sont  situés  sur  le  cercle  fixe 

r  =  x^  -(-y»  —  2rfa;  —  R^  =  0, 
concentrique  au  cercle    0'  lieu  des  cen- 
tres, et  passant  aux  points  de   rencontre 
du  cercle  (C)  et  de   Oy. 

On  peut  remarquer  que  la  somme 
des  carrés  des  rayons  des  cercles  (Q)  et 
(Q')  est  constante.  En  effet,  la  figure 
donne  en  désignant  par  /■  et  r'  ces 
rayons, 
r'-  :=  ^'  =  R^-f-Ô^', 

r'^  =  TTÏÏ''  =  R-  -H  Ô^'^^ 
d'où  ,-2  -I-  /2  =  2R2  -H  Ô^'  +Ôii^''  ==  m-  -H  4d* . 


J 
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/ ^ 
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■^ 
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l       lie    \ 
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A 
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^^  \ 
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^ 
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\    A  V 

\\ 
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W     ^        \       '  ^ 

\  \ 

/      i       / 

V-^       \  /   ^ 

\^ 

/             /        / 

H  x        V 

V  \ 

^/'     /""--y     \  /   yoi^ 

^iC          / 

1       N.           /\ 

V^ 

(i)^>--_,Z.^.^^ 

^x        /    ^^ 

"^^t^ 

^^v^ 

--^^^^ 

""s^'' 

\    /^^~~^ 

^ 

y^  1 

K 

^^ 

^^ " 

/ 
/ 

/    \ 

/ 

N 

^x,^ 

■■  (a') 

"^ 

— " 

Lxeu  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles.  —  On  trouve  facilement,   à  l'aide  des  équations  des 
cercles  (u)  et  (a%        ^^  ^  ^^ _^  ^^^^^  ^  ^^^  ^^^^  ^.,^  ^  ^^  _^  ^^^^^  _  ^^^  ^^_ 

Or,  S  étant  un  centre  de  similitude, 

^  ~   '•"  "  _ 

Si  l'on  prend  pour  pôle  la  point  0',  on  a,  en  posant  O'S  =  p, 
et  en  remarquant  que  les  coordonnées  polaires  des  points  w  et  u' 
sont  respectivement  d,  6  et    — rf,  6, 

^  =  &S  —  &Z  =  p  —  d, 
ZTs  =  5^  —  OV  =  p  +  d, 

d'où  l'équation  polaire  du  lieu  des  points   S  : 

(o—d)-   _   R^-+-2(i»('-t-cosO) 
(p-+-rf)-  ~  R-  -H  2dHl  —  cos  0)  ' 
qui  s'écrit,  après  simplitications, 

(p^  +  d^)  cos  9  -H  2(rf  -H  jJ)p  =  0,  (R2  =  2pd). 

L'équation  cartésienne  de  la  courbe  rapportée  aux  axes    Ox,  Oy   est 

[x-  -+■  y-){x  -h  2c/  H-  2p)  -t-  d'-x  =  0. 
Le  lieu  est  une  cubique  circulaire,  aisée  à  construire  en  résolvant  par  rapport  k    y. 


402 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Elle  est  composée  d'un  ovale  et  de  branches  infinies  asymptotes  à  la  droite 

a-  +  2(/-f-2p  =  0. 
3°.  Nous  avons  trouvé,  pour  l'équation  de  la  courbe  (S)  en  coordonnées  polaires, 

?2  —  ïrf(l  +  cos  e)p  _  R2  =  0. 
Nous  allons  montrer  que  (z)  est  un  ovale  de  Descartes  ayant  un  foyer  en    0,   et  nous  déterminerons 
en  même  temps  la  position  des  deux  autres  foyers  sur  l'axe  de  symétrie   Ox. 

Soit  A  un  de  ces  foyers     (OA  =  a).     Pour  tout  point  M  de  la  courbe,  on  devra  avoir  une  relation 

de  la  forme 

AM+A.OM  =  k, 

h   et   A-   étant  des  constantes  positives  ou  négatives. 

Cette  relation  devient,  après  élévation  au  carré, 

Âm'  — (A— /i.0M)2  =  0 

ou,  comme  OM  =  ?  et  AM"  ='  p-  -+-  a-  —  2ap  cos  6, 

(1  —  h')p'-  +  ^{hk  -  a  cos  e)p  -H  a^  —  k'  =  0. 
Or  l'identification  de  cette  équation  avec  l'équation  polaire  de   (z)   est  possible.  Elle  conduit  aux 
conditions  suivantes  : 

ia-=—a,  k^  =  R-, 


K- 


n  -  H^  =  0, 


■  2pa  —  -2pd  =  0. 


M 

A 

/  \ 
/  \ 
A. 


^'^ ^ 


On  en  tire    h  —  —  £  —    et    A  =  sR    (2  =  zh  !),     a  étant  une  des  racines  de  l'équation  du  second 
R 

degré    o*  -t-  "l-pa  —  R'  =  0.     On  obtient  ainsi  les  deux  systèmes 

£AM  — -||-0M  =  R. 

L'équation  a- -t- 2pa  —  II- =  0  a  une  racine  positive  que  nous  désignerons  par  a  et  une  racine 
négative  d .  On  constate  facilement  que  o  <  R  et  a  <^  —  R.  Le  foyer  A  est  donc  situé  ;\  l'inté- 
rieur du  petit  ovale,  et  le  foyer    A'    à  l'extérieur  du  grand. 

Cercles  bilangenls  à  [S).  —  Une  première  famille  de  cercles  est  formée  par  les  cercles  tangents  à 
(-)  et  ayant  leurs  centres  sur  son  axe  de  symétrie  Ox.  Tout  cercle  de  celle  famille  tangent  en  M  à 
la  courbe  lui  est  évidemment  tangent  au  point  M',  symétrique  de  M  par  rapport  à  Ox.  Les  cordes 
de  contact  de  ces  cercles  ont  une  direction  fixe   (Oy),    et  les  pùles  des  cordes  décrivent  Ox. 

Les  cercles  (Q)  forment  la  seconde  famille  de  cercles  bilangenls  à  (l). 

Nous  allons  vérifier  l'existence  de  deux  autres  systèmes  de  cercles  bilangenls  (û),  pour  lesquels  les 
foyers   A   et   A'   de  l'ovale  jouent  le  même  rôle  que  le  foyer  0   dans  les  cercles  (û). 
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En  tenant  compte  de  la  relation     a--\ —a — R- =  0,     on  peut  écrire  l'équation  de    ^-i 

cl'  R- 

avec  r'  ^  x-  +  y^  —  2rf(x  —  n)  +  R-. 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que    (s)    est  l'enveloppe  des  cercles 

rfR 

(o)  r'  — 2 iïcc  — a)  CCS  ()  + vsin  9' =  0, 

\  /  ^    i\  ■>         . 

où   9  est  un  paramètre  variable. 

A  chacune  des  racines  a,  o!  de  l'équation  du  second  degré  en   a    correspond  une  famille  de  cercles 

(Q').   Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  chaque  famille  est  un  cercle 


X-  -h  1/  —  2ax =  0, 

de  rayon    1    concentrique  au  cercle  0. 

L'enveloppe  des  cordes  de  contact  avec   (s), 

(6)  {x  —  a)  sin  e  —  y  cos  0=0, 

est  l'un  des  points  fixes   A,  A',    et  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  tous  les  cercles   (li')  de  la 
même  famille  est  constante  et  égale  à    a^  -!-  R-. 

Pour  déterminer  le  pôle  de  la  droite  (6)  par  rapport  au  cercle,  [équation  (o)j  nous  avons   les 
équations 

/■;  cos  0  -h  /■,;  sin  9  -  0,  af:,  -^  /•;  =  o. 

Ces  équations,  résolues  par  rapport  à   x   et  y,    donnent 

l   X  = ^(R  +  «  cos  6), 

d\\a{\  ^  cos- 0) -t- (a^  +  R=)cose] 

y  =  — 


a^  sin  'I 
relations  qui  définissent  une  quartique  unicursale. 

Si,  au  contraire,  entre  les  premières  équations  on  élimine  6,  on  obtient  l'équation  cartésienne 

<l-{a-x  -+-  R2rf  —  Yiad){a-x  -(-  R^d  -+-  Rad)  ■+-  a^x\nx-h  R^f  =  0. 
Si  l'on   remarque  que    a    étant  l'abscisse  d'un   foyer  de  l'ovale,  l'abscisse  de   l'autre   foyer  est 

5     on  voit  qu'en  dehors  du  point  double  à  l'infini  sur  Oî/,    la  courbe  a  deux  points  doubles  à  dis- 

a 

R- 

tance  finie,  qui  sont  deux  des  foyers   de  l'ovale,     x  —  0,     y  =  0     et    x  = ,     y  =  0.     Les  arcs 

réels  sont  compris  entre  les  deux  asymptotes 

Rrf(R  — «)  Rrf(R-i-ai 

X  — ^—: et  X  = ^— 


Enfin,  on  vérifie  aisément  que  pour  la  racine  positive  a  comme  pour  la  racine  négative  a'  de 

R- 
l'équation    a'  H — -r-  a  —  R-  =  0,     un  seul  des  points  doubles  est  situé  dans  la  région  des  arcs  réels, 

l'autre  étant  par  suite  isolé.  Les  deux  courbes,  lieux  des  pôles  des  cordes  de  contact  des  cercles  (ûO, 
présentent  donc  la  plus  grande  analogie  de  forme  avec  la  courbe,  lieu  des  pôles  P  des  cordes  de 
contact  des  cercles  (Q).  La  même  définition  géométrique  leur  est  applicable  :  il  n'y  a  qu'a  remplacer, 
dans  la  génération  du  lieu  de  P,  le  cercle  0'  et  la  droite  A,  par  le  cercle  lieu  des  centres  de  (û'), 

X--I-I/-  —  -Idx =0, 
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et  la  droite 

_        R-   _        pd 

""  ~~^  ~         ~' 

4°  Les  coordonnées  du  point   M   étant    x,.   y\,  celles  de  M' seront  x,,  — j/i. 

Pour  avoir  celles  des  points  M,,  M,,  M3,  nous  remarquerons  que  les  cordes  MMi,  MM,,  MMs  passent 
respectivement  par  les  foyers  0,  A,  A'  de  la  courbe  (S).  Enfin,  les  puissances  des  points  0,  A,  A' 
par  rapport  aux  cercles  des  trois  familles  étant  — R-,  a^-i-R-,  o'--+-R-,  on  aura  les  points 
Ml,  M2,  M3  en  prenant  les  inverses  de  M,  les  pôles  d'inversion  étant  0,  A,  A'  et  les  modules  corres- 
pondants    -R%    <i'-hR-,    a'^-f-R%     (*). 

;  R'i-i 

\  ^'î  +  y\ 


(R'-Ha')(a7,  —  fl 
a;,  =  a-t- 


a  (  a,'i  -+-  j/r  H Y  Xi 

-„.) 

V'.  = 


Xi  —  af-^y'i  (.ri 

(R^-Ha^)?/i     . 


a'[x-,+y\-\-—r- 


{xi  —  a')-  -I-  y] 
(R-^-4-a'^)yi 


De  plus 


(Xi— a'j--+-yï 

R* 


X?  -+-  y'r  = 
x',-  -1-Î/3-  = 


x'î-i-yi 

a-(xi  ■+-  yT)+2Waxi  +  R* 

(a;,  —  a)-  -+-  y'i 
a'-(xl  -+-  yr) ■+- 2R-a'x, -1-  R* 


(xi —«')■■' -l-t/î 
résultats  qui  nous  serviront  plus  loin. 

Le  cercle  MMjM-i  aura  une  équation  de  la  forme 

ass  -(-  y2  _,_  2)>a;  +  2(jli/  —  R-  =  0, 
puisque  la  puissance  du  point  0   par  rapport  à  ce  cercle  doit  être      —  R-.      La  puissance  du  point 
A(a;  =  a,     y  =  0)     devant  être  a-  +  R^,     on  a 

^- 

a-  4-  2Xa  —  R^  =  a^  +  R-,  d'où  a  =  =  —  a'. 

a 

Enfin  n  se  détermine  en  écrivant  que  le  point  M(a'i,, 1/1)  est  sur  le  cercle,  de  sorte  que  l'équation 
de  ce  dernier  est 

1/1(0;=  +  y^  —  'ia'x  —  Rn  —  (a-;  -+-  y]  —  2a ',t,  —  R-),v  =  0. 

Il  reste  à  vérifier  que  ce  cercle  passe  par  le  point  MâCx^,    —  i/i).     Cette  vérification  ne  présente  au- 
cune dJHiculté  ;  on  a  seulement  à  tenir  compte  de  la  valeur  de    Xi-  +  y?,    calculée  plus  haut,  et  de  la 

R' 

condition     a'^  h — j- a'  —  R'^  =  0. 
a 


(•)  On  retrouve  en  passant  la  triple  anallagmatie  de  lovale  (S),  les  pôles  étant  les  trois  foyers  0,  A  et  A'. 
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Les  cercles  MMiM^Mj  forment  un  faisceau  linéaire.  Leurs  centres  sont  sur  la  droite     x  =  a',     et  ils 
passent  par  les  deux  points  fixes 

X-  —  2a'x  —  R-  =  0,  y  =  0. 

Conclusions  analogues  pour  les  cercles  MMiMsMi  (il  suffit  d'échanger  les  lettres  a   et  a'  dans  les 
résultats  qu'on  vient  d'obtenir). 

L'équation  du  cercle  MMjM)  se  trouve  de  la  même  manière.  En  écrivant  que  les   puissances  des 
points   A  et   A' par  rapport  au  cercle 

x^  -  y-  +  2/jf  +  2,01!/  -1-7  =  0 
sont    R^H-fl-,     R--i-a'^,  on  a  d'abord   X  =  0,   v  =  R-.  La  valeur  de  [x  se  calcule  ensuite  par  la  condi- 
tion que  le  point   M  {xi,  i/,)   soit  sur  le  cercle.  L'équation  de  ce  dernier  est  alors 
j/i(a;-  -H  y-  -i-  R')  —  (x-,  -+-  y?  -^  R-)i/  =  0. 
On  voit  sans  peine  que  le  point  M\{x'i,   —  y',)  se  trouve  également  sur  le  cercle. 
Les  cercles  MM2MM1'   forment  un  faisceau  linéaire,  le  lieu  des  centres  étant  la  droite  x  =:  0. 

VASNIER. 
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1383.  —  On  considère  la  courbe  ayant  pour  équation  (x--(-  1/^)-  =  2a-(x^  —  y^)  et  on  demande  de 
construire  celte  courbe,  de  déterminer  le  point  oii  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  la  moitié  de  l'aire  de  la 
boucle  de  droite.  Déterminer  a  de  façon  que  cette  portion  d'aire  soit  égale  à  200""i. 

Cela  posé,  on  considère  un  mobile  M  qui  parcourt  l'arc  correspondant  depuis  le  sommet  de  la  courbe 
jusqu'au  point  double  0,  avec  une  vitesse  aérolaire  constante  et  qui  mette  un  jour  solaire  moyen  à  parcourir 
cet  arc.  Trouver  les  coordonnées  polaires  du  point  M   au  bout  du  temps   t. 

Calculer  la  vitesse,  l'accélération  en  partant  de  l'équation  des  forces  vives,  et  l'accélération  tangentielle. 
Comment  aurait-on  l'accélération  noi-male  et  le  rayon  de  courbure  ? 

Trouver  tous  les  résultats  numériques  qui  correspondent  à     <  =  10  heures. 

Pour  construire  la  courbe  indiquée,   le  plus  simple  est  de  se  servir  des  coordonnées  polaires. 

L'équation  devient  alors 

p-  =  2a^cos2a). 
Elle  montre  immédiatement  qu'il  suffit  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  d'étendue  i-  ;  d'autre  part, 
le  changement  de  w  en     — w     laisse  0  invariable,  et,  par  suite,  il  suffit  de  faire  varier    w    de   Û    à   -; 
en  outre,  le  changement  de    w  en     -  — w     laisse  aussi  mvariable  la  fonction  p,  et  il  suffit  (inalemeot 

de  faire  varier   w  de  0  à    -^  •    Au  surplus,  à  cause  des  deux  symétries  par  rapport  à  Ox  et  à  Oy   que 

nous  venons  de  constater  et  qui  sont  évidentes  sur  l'équation  cartésienne,  nous  nous  bornerons  à  con- 
struire la  portion  de  courbe  qui  correspond  à  la  valeur  positive  de  p, 

P  =av'2cos  àoi. 

Cette  fonction  n'est  réelle  que  dans  l'intervalle      (O,    —  );      elle  y  décroit  depuis    av'^  jusqu'à  0. 

Nous  obtenons  ainsi  une  branche  située  dans  le  premier  angle,  qui  part  du  point  A  (0,  a\/ï)  et  qui 
aboutit  à  l'origine  tangentiellement  à  la  première  bissectrice.  En  tenant  compte  des  symétries  signalées, 
il  est  alors  facile  d'achever  la  courbe. 

Pour  avoir  le  point  B  en  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  Ox,  il  faut  écrire  que    tg  V  =  —  tg  (u  ;     or 

tgV  =  -ij=  -^-7,       et,  comme      p- =  2a- cos2(u,      pp' = —2a- si n  2co  ;      par  conséquent,  nous  avons 


406 


MÉCANIQUE 


finalement  pour  déterminer   w 
y 


cot  2u)  =  ts 


(t--) 


puis  tg  (  -  -  2a.  )  =  ts 

et  enfin  -^ —  2w  =  «H-  k-. 

La  seule   valeur  de  k  qui  donne  un  angle  compris 

entre  0  et  —  est     A-  =  0  ;     nous  avons  donciu  =  —, 
4  6 

et  les  coordonnées  du  point   B  sont     w  z=  -~  ^     z  ~  a. 

6 

il   y   a    donc  quatre   points  en  lesquels  la  tangente  est 

parallèle  à   Ox    et  ces  points  sont  situés  sur  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon  a. 

La  différentielle  de  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  est  -^dw  ;  l'aire  envisagée  a  donc  pour  ex- 
pression 

A  =  a"^   /  *  cos  2(u  f/(o  =  — -(sin  2io)J;  =  —  • 

t  '  0  ^  ^ 

D'après  la  donnée  numérique     A  =  200,     a-  =  400  ;     par  conséquent     a  =  20". 
Nous  prendrons  pour  unité  de  longueur  le  mètre  et  nous  aurons     a  —  %0;     puis,  dans  ce  qui  suit, 
nous  prendrons  pour  unité  de  temps  l'heure,  de  sorte  que  la  durée  assignée  soit  égale  à  24. 

Cela  posé,  la  vitesse  aréolaire  ayant  pour  expression    -^  —7-.    nous  aurons 

p^      rfco 

T^  "^' 

c'est-à-dire  a^  cos  2aj  rfw  =  Gdt, 

puis  a'  sin2to  —  2C(-t-C'. 

Prenons  pour  origine  des  temps  l'époque  où  le  mobile  est  en  A  :    pour    /  =  0,     nous  aurons 

w  =  0,      par  suite,      C  =  0  ;      pour      t  =  24,      nous  aurons     w  =  —  ,      2w  =  —     et    a-  =  48  G. 

4  2 


Or     a=  =  400  ;     donc     G 


Telle  est  la  valeur  constante  de  la  vitesse  aréolaire  en  mètres  carrés. 
La  relation  entre  w  et  l  devient  alors 

t 


sm  2u)  = 


24 


nous  avons  donc  de  suite 
puis 


1  t 
—  arc  sm  -—■ 

2  24 


10   , 


^3 


v/576  — /^ 


Ce  sont  les  coordonnées  polaires  du  mobile  à  lépoque  t. 

Pour   calculer  la  vitesse,  nous  commençons  par    former    les    composantes    de    cette    vitesse. 


do  rf<" 

-^  et  P  — -p  •    Nous  avons  d'abord 

dt  al 


puis 


rftu  rf(o         2C 

^     dt  '    dt  p 

?-  =  -la-  cos  2(0, 
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donc 

Par  conséquent 

finalement 


d-f  -.  ,   .    „     f/a>  ko-Ç,  sin  2u 

—7-  =  —  '2a-  sin  2(0  — —  =  — 

dl  dt  3- 

;-  =  2a-  COS2co, 

d?    _        2G  tg  2co 


»'=(t)'MÏ)"-7 


4C^ 


cos^  2(o 
16a*C- 


u-  — 


Ayant  ainsi  la  valeur  de  la  vitesse,  il  est  aisé  d"avoir  l'accélération  ■(  en  appliquant  réquation  des 
forces  vives 

do-  =  2-(.dp, 

qui  donne  Sy  =  — -—  ; 

dp 

dv^ 

-^ —  s  obtient  en  effet  immédiatement  et  l'on  a 
dp 

48a*C» 


■"■= p — ' 

équation  qui  montre,  en  particulier,  que  l'action  du  point  0  sur  le  mobile  est  attractive. 

D'autre  part,  l'accélération  tangentielle  a  pour  expression  — —  et,  comme    v  = 

dt  p' 

12a»C       rfo 
nous  avons  Y'  = : 


donc  Y<  — 


finalement 


dt 
2ia'C-  tg  2«         Ua'C  sin  2<. 


p''  cos  2(1) 
48a'G^  sin  2o> 


L'accélération  normale  est  alors  fournie  par  l'équation  ■(„  =  ^Y' — T^'    qui   donne  immédiatement 

48a'C-  cos  2u  2ia-C- 

f"  =  -p =   -Y~" 

Il  suffit  maintenant  de  s'appuyer  sur  la  valeur  théorique  de  ■;„,    y„  =  —  j  pour  obtenir  de   suite  le 

rayon  de  courbure 

àp 

Résultats  numériques.  —  Si  nous  remplaçons  maintenant  a  et  G  par  leurs  valeurs  et  t  par  10,  nous 

aurons  

^  -3  10  .— ,        .^  J   476  10   t.— — - 

a,  =  -  arc  sm  — .  p  =  -^  ,  4,o  -  lOy  ^-,  "  = -[î^  »^4284, 

Nous  mettrons  p  aussi  sous  la  forme  -—  \  4284.     Gela  posé,  nous  avons  d'abord 
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log  4284  =  3,63183, 

logVîÎ84  =0,90796. 

log  476  =  2,67761, 

log  476'  =  5,35522, 
colog  476^'  ='6,64478; 


puis 


Calcul  de  a>  : 

logo  =  0,69940 
coloria  =  2,92082 


logsinSto  =  1,62022, 

(O  =  13^69'  ; 


2w  =  i^.7T39" 


Calcul  de  v 

log  10  = 

=  ï, 

colog  H9  = 

3',92445 

log  ;'4284  = 

0,90796 

log  y  = 

7^83241 

pour 

1,83238 

3 

Calcul  de  |y|  : 

log  1440  =  3,15836 

colog  476^  ="6,64478 

log  V458Ï  =  0,90796 


Bonnes  solutions;  -MM.  Parrod  ;  M.  Laubence  ;  Dessimond,  i'i  Alger;  Bros,  à  Albi. 


A-1 
0,6798 
4 
i'  =  0,67984  ; 


Calcul  de  p  : 
log  10  =  1 
colog  3  =  T,32288 
log  y  428  i  =  0,90796 

A  =  16 
26,96 

75 

loglYl  =2,71110 
pour        2,71105 

5 

Calcul  de  R  : 

log  80  =  1,90309 

colog  74284  =  1,09204 
logR  =  0,99313 
pour      0,99311 

i  =  8 
0,03142 
6 

logp  =  1,43084 
pour       1 ,43072 

12 

Y  =  0,031426; 

p  =  26,9675  ; 

A  =  4 
9,888 

R  =  9,8885. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1468.  —  1°  Étudifii',  suivant  les  valeurs  de   k,    les  racines  de  l'équation 


2°  On  considère  l'équation 


k X 

h  —  a  +  œ 


k  -h  a  —  X 
h   étant  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  plus  pilile  que  1.  Montrer  que  cette  équation  a  une  racine  réelle 
et  une  seule. 

3"  Étant  donné  un  nombre  quelconque   a-o,    on  pose  successivement 

h  —  a-\-xt 


e-'o 


A  -H  o  —  xi 
k  —  a  +  x-i 
k  -ha  —  x-2 


GÉO^rÉTRIE  ANALYTIQUt:  i09 


Montrer  que   x„   a  une  limite  pour  n    infini  et  que  cette  limite  est  égale  à  la  racine. 
Interprétation  géométrique. 

Ch.  Michel. 

1469.   —  Dans  un  plan   (P),   on  trace  une  droite    (A)  et  une  courbe  (B). 

Un  point  a   décrit   (A)    d'un  mouvement  uniforme,  un  point    b    est  animé   sur    (B)    d'un    mouvement 
uniforme. 

Soit   c   le  milieu  de   ab. 

On  projette  orthogonalemenl  le  mouvement  de  ce  point  c  sur  un  plan   (Q). 

Démontrer  que  l'on  obtient  ainsi  le  mouvement  plan  le  plus  général  à  hodographe  elliptique. 

Th.  Cabonnet. 


DEUXIEME   PARTIE 


geometrif;  analytioue 


1400.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  pour  foyer  un  point  donné  et  vues  d'un  autre  point 
également  donné  sous  un  anrjle  droit. 

l"  Former  l'équation  générale  de  ces  paraboles.  Montrer  qu'il  en  passe  deux  par  tout  point  du  plan. 
Trouver  la  région  où  doit  être  ce  point  pour  qu'elles  soient  réelles  et  indiquer  l'enveloppe  de  ce  système  de 
paraboles. 

2°  Donner  l'équation  du  cercle  de  courbure  au  sommet  de  l'une  de  ces  paraboles  et  le  lieu  de  son  centre. 

Solution  analytique.  —  1°  Prenons  le  point  donné  comme  foyer,  pour  origine,  et  deux  axes 
rectangulaires  Ox  et  O7,  Ox  passant  par  le  point  .\  d'où  l'on  voit  les  paraboles  sous  un  angle  droit; 
posons     OA  =  2a. 

L'équation  générale  des  paraboles  considérées  s'obtient  en  exprimant  que  l'origine  est  foyer  et  que 
la  directrice  passe  par  A.   C'est  donc 

x^  +  y-  —  [{x  —  2a)  ces  '>  +  y  sin  ')]-. 
En  un  point   (.t,,  y,)   du  plan  passent   toutes  les  paraboles  pour  les- 
quelles 0  vérifie  la  relation 

^1  -+-  ?y?  =  Ja^i  —  2(j)  cos  'i  -\-  y,  sin  f>]-. 
Renoplaçons-y  cos  9   et   sin  9   par 

1  tgO 


v'i-Mg^O  si-Htg^'J 

puis  développons  et  ordonnons  ;  nous  aurons 

xf  tg'  e  -  2{ar,  —  2a)yi  tg  ')~t-y\-i-  Aax,  —  4a»  =  0. 
Par  (a',.?/,)   passent  donc  deux  paraboles  pour  lesquelles  tgO  est  donné  par  cette  relation. 
Ces  paraboles  sont  réelles  en  même  temps  que   tgO^    c'est-à-dire  si 
(xi  —  2<iy-y-,  —  x-[y-,-\-iax,  —  ia-)  >  0 ; 
cette  condition  se  réduit  à 

—  4a'.r,  —  (j)(xf  -+■  y-}  >  0, 
et  l'on  voit  que  x,  doit  être  inférieur  à  a,  en  supposant  toutefois    a  >  0. 
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L'enveloppe  se  compose  de  la  droite  x  —  a  =  u 

et  des  deux  droites  isotropes     x-+y^  =  0. 

2°  Pour  obtenir  l'équation  du  cercle  de  courbure  au  sommet,  remarquons  que  ce  cercle  est  une  des 
coniques  du  faisceau  déterminé  par  la  parabole 

X-  -h  y-  —  [{x  —  2rt)  cos  fJ  H-  y  sin  f  -  =  0, 
et  par  la  conique  singulière  constituée  par  deux  droites  confondues  avec 
la  tangente  au  sommet  de  la  parabole 

(a-  —  a)  cos  6-1-2/  S'^  ''  =  0- 
Pour  qu'une  conique  de  ce  faisceau, 
x^-Hi/-  — [(ar— 2a)cosO-i-y  sin  û]-  -t->'[(x  —  a) cos  6  +?/sinOp  =  0, 
soit  un  cercle  il  faut  que     À  =  1. 
L'équation    du    cercle  est   donc 

x--)-y-+2(7a;cos-f>  -^-ny  sin  6  cos  0 —  3a- cos- 6  =  0. 
Eliminant  6  enlre  les  équations  paramétriques  de  son  centre, 

x+  a  cos -6  ^  0, 
y  -I-  a  sin  0  cos  6  =  0, 
on  trouve  le  lieu  demandé  :  x-  -t-  y- -i-  av  =  0. 


C'est  un  cercle  passant  par  l'origine  et  ayant  son  centre  sur  Oa;  au  point 


f  o). 


L'équation  du  cercle  de  courbure  de  la  parabole  en  son  sommet  peut  s'écrire 

{x-  -+-  y-)H  -f-  tg-  e)  +  2ax  +  2ay  tg  6  —  3a^  =  0. 
Si  on  écrit  qu'elle  a  une  racine  double  en   tgO,   on  obtient  l'enveloppe  de  ce  faisceau  de  cercles.  On 

trouve  ainsi 

(x-  -I-  y"2)(x-  -H  y-  -+-  2ax  —  3a^)  —  a-y-  =  0, 

ou 

(X-  +  y-'f  -(-  2ax(x-  -)-  ij-)  —  3a-x-  —  ka-y-  =  0. 

En  passant  aux  coordonnées  polaires,  on  obtient  de  suite 

p-  ■+■  ^ap  cos  t"  —  3o-  —  a-  sin-  w  =  0, 

ou  (p  -+-  0  cos  u)-  =  Aa-, 

p  =  —a  cos  to  ±  2a.  . 

Cette  enveloppe  est  donc  un  limaçon  de  Pascal  aisé  à  placer. 

E.-N.  BARISIEN  et  DESSIMOND,  à  Alger. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Constandaki  ;  .\MBi,Anu,  à  Ruines:  J.  Yernaux,  à  .Mons  ;  .\.  Dabmo.x,  à  Alger:  G.  Pélissieb,  à  Tou- 
louse •  R.  Javelot,  à  Lille  ;  G.  Foicby,  à  Roanne  ;  Uiémenelb,  à  Rouen;  \.  Dbdiu  ;  C.  Cotiï  ;  M.  Granuibb. 


Solution    géométrique. 


S 

1(01 

A 

0 

F^ 

• 1. 

/ 

/ 
/ 
/ 

( 

1 

\ 

V         1"   \  / 
\s     1        Y 

A 

■r 

\ 

\ 

^^ 

/     I    / 

La  solution  géométrique  de  ce  problème  est  évidente.  Du  point  A 
la  parabole  est  vue  sous  un  angle  droit  ;  donc  le  point  A  appartient  à  la 
directrice.  Alors  la  droite  perpendiculaire  à  FA  en  son  milieu  est  tan- 
gente à  la  parabole,  et  cette  droite  (D),  jointe  aux  deux  droites  isotropes 
issues  de  F,  constitue  l'enveloppe  des  paraboles  envisagées.  Soit  alors  M 
un  point  d'une  parabole  du  faisceau  ;  re  point  est  équidistant  du  foyer  et 
de  la  directrice  ;  donc  celle-ci  est  une  des  deux  tangentes  menées  du 
point  A  au  cercle  avant  M  pour  centre  et  passant  au  point  F.  Il  y  a  donc 
deux  paraboles  du  faisceau  qui  passent  en  .M.  Si  M  est  ;i  gauche  de  la 
droite  (0),  ces  paraboles  sont  réelles  ;  si  M  est  ii  droite,  elles  sont  ima- 
ginaires et  enfin,  si  M  est  sur  la  droite  (D),  elles  sont  confondues.  La 
droite  (D)  est  donc  laséparative  demandée. 

D'autre  part,  la  directrice  passant  au  point  A,  le  lieu  du  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur  la  directrice  est  le  i-ercle  décrit 
sur  FA  comme  diamètre.  En  outre,  le  sommet  S  est  le  milieu  de  FD  ; 
donc  le  lieu  de  S  est  le  cercle  lioniolhétique  du  précédent  et  dans  le 
rapport  l/i. 
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Le  cercle  de  courbure  de  la  parabole  en  son  sommet  a  pour  centre  le  point  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppée, c'est-à-dire  le  symétrique  du  point  S  par  rapport  au  foyer.  Le  lieu  de  ce  point  est  donc  le  symétri- 
que par  rapport  au  point  F  du  ccrrle  précédent. 


A.  S.\IXTE-LAr,lE. 


MÉCANIQUE 


1392.  —  Un  point  matériel  M  est  attiré  vers  un  point  fixe  0  par  une  force  proportionnelle  à  la  dis- 
tance -MO.  Jl  est  lancé  avec  une  vitesse  u„  d'un  point  A.  Quel  doit  être  l'angle  de  celle  vitesse  avec  OA 
pour  que  sa  trajectoire  passe  par  un  point  donné  B  ?  Montrer  que  le  problème  n'est  possible  que  si  le  point 
B  est  intérieur  à  une  ellipse  qui  a  0  pour  centre  et  A  pour  foyer,  ou  s'il  est  situé  sur  cette  e'.lipse.  Dans 
ce  cas  limite,  la  vitesse   u„    doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  en    B    à  l'ellipse. 

Posons  OA  =  a,  et  prenons  pour  axe  des  .r  la  droite  0.\  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
à    OA    menée  par  le  point   0. 

Supposons  la  masse  du  mobile   M  égale  à  1,  et  désignons  par  A--. CM  la  force  attractive  ;  ses  projec- 
tions sur  les  axes  sont    —  k-x,     —  k'-y,     en  appelant  x  et    y    les  coordonnées  du  point    M. 
Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont  alors 

d'x 
-—  -H  k'-x  =  0, 


-é-^khj=0; 


elles  ont  pour  intégrales  générales 


X  =  A  cos  kt  -t-  B  sin  kl, 
y  =  X'  cos  kt  -+-  B'  sinkt. 


^  ,  „  ^      dx  ily 

Ecrivons  qu  au  temps     t  =  0,     on  a    x  =  a,     ?/ =  0,    -— =  i'„  cos  i.    -j- 

i'„  cos  2  „,        Do  sin  a       „  •.,..,.       ,  , -,         .    1.,.    ■ 

nous     A  =  a,     .\'  =  0,     B  =   — p— <  B  = Par  suite,  la  trajectoire  du  mobile  est  définie 


par  les  équations 


v„  cos  ï    .     . 
X  =  a  cos  kt  -\ sin  kt, 


y 


k 

Elles  représentent  une  ellipse  qui  a  pour  équation 

k'r  (jsina-y  cosa)-  _  j  _  q 

v'I  sin-  a  sin-  a 

Cette  courbe  admet  pour  centre  l'origine  et  pour  diamètres  conjugués  la  droite  OA  et  une  parallèle 
à  la  vitesse  initiale  menée  par  le  point    0. 
Son  équation  écrite  sous  la  forme 

a"-k-y-{s\n-  a  -i-  cos'-  a)  -(-  vl(x  sin  a  —  ?/  cos  a)-  =  a-ol  sin-  a 
et  divisée  par   cos-  a  donne  l'équation  du  deuxième  degré  en   tga  : 

(1)  tg'^  a{vix'-  -^  a-k-y-  —  a-vl)  —  Sr^jy  tg a  -H  ij-{a^k-  -+-  oS)  =  0, 


H  2  MÉCANIQUE 


qui  fait  connaître  l'angle   a  que  doit  faire    v^    avi<c   Ox   pour  que  l'ellipse  décrite  par  le  point    M  passe 
par  un  point   B{x.y). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'équation  (1)  ait  des  racines  réelles,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

v^x-y^  —  y-(a-k--{-  vD{vlx-  -+■  a'-k^y-  —  a-v'l)  >  0 


— --+--4-  — 1  ^  0. 


Cette  condition  exprime  que  le  point    (.r,  ij)    est  à   l'intérieur  de   l'ellipse    (E)    qui  est  définie  par 
l'équation 

X'-  ^      y- 


—  1=0. 


k^-       r- 


Cette  ellipse  est  rapportée  à  ses  axes  et  a  pour  foj'erle  point    A. 

Si  le  point    B    est  à  l'intérieur  de  cette  ellipse,  l'équation  (1)  a  deux  racines  réelles,  le  problème  a 
deux  solutions. 

Si  le  point  B  est  sur  l'ellipse  (E),  il  n'y  aplus  qu'une  solution.  L'équation  (1)  a  une  racine  double 
égale  à 

a-k'  -\-  h'I     X  , 

<         y  ' 

c'est  le  coefficient  angulaire  de  la  vitesse   i'^. 

D'autre  part,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en    B(.r,  y)   à  l'ellipse  (E)  est 

^'ly 

[a^k^  +  vl)x 
Le  produit  de  ces  deux  quantités  étant  égal  à    — 1,     la  vitesse  initiale  est  bien  perpendiculaire  à  la 
tangente  au  point  B. 

BROS,  à  Albi. 

Solutions  semblables  par  MM.  .\MBLAnn,  comlurteur  des  ponts  et  chaussées  à  Hiiines  (Cantal)  ;    Daruon,  lycée  d'Alger; 
Dkssimond,  lycée  d'Alger  ;  M.  Ghangieb,  à  Monbydier  ;  Gabriel  Pélissier,  à  Toulouse. 


1401.  —  On  considère  la  courbe 

X^— ).- 

x—a— — -  y=aO--—\), 

A  -H  1 

en  coordonnées  rectangulaires,  et  un  point  A  de  cette  courbe  ayant  pour  paramètre  1.  On  lance  en  0  un 
mobile  M  avec  une  vitesse  initiale  représentée  par  le  vecteur  OA,  l'accèléralion  du  point  M  étant  con- 
stante, parallèle  à  Oy  et  ayant  pour  projection  sur  cet  axe  — g  (g>0).  Trouver  et  construire  le  lieu 
géométrique  des  sommets  des  trajectoires  du  point  M    quand  X  varie. 

Les  composantes  du  vecteur  0.\    sont    a— ^    et    a'V — 1)  ;     ce  sont  les  deux  composantes  de 

la  vitesse  initiale   u„.    Cela  posé,  on  a 

dt-  dt-  •'  ' 

puis,  en  prenant  pour  origine  du  temps  l'époque  où  le  mobile  quitte  le  point   0. 
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dx  )?  - 1- 

dl  A  -h  1 


dl 

X»  _  X-! 

X  +  1 


=    _3,-J-„(X-2_l), 


(1) 


y  =  -y^  -*-a/(x--i). 


Quand   /   varie,  ces  équations  représentent  la  parabole  trajectoire  du  point    M. 

rfv                  ,          j                              «(''•-  —  1) 
Le  sommet  est  le  point  en  lequel    — r-  —  0  ;     a  est  donne  par     l  — l^ eus  aurons  le 

lieu  de  ce  sommet  en  portant  celte  valeur  de  i  dans  les  équations  (I)  ;  nous  avons  ainsi  les  deux  équations 
paramétriques  du  lieu  : 

Si  nous  prenons    —    pour  unité  dans  l'échelle  adoptée  pour  tracer  la  courbe,  nous  aurons  plus 
simplement 

V  ^ 

Pour     X  =  —  00,     j;  et  1/  sont  égaux  à     +  oo     et   —  a  pour  limite   -r-  •     Nous  avons  donc   une 

branche  infinie  située  dans  le  premier  angle,  avec    y  =  —    pour  direction   asymptotique.    D'ailleurs 
1/ ^=2X'  — 3X-+1,     et  cette  quantité  devient  égaleii     — ao     pour    X  =  —  oc.     La  branche  infinie 

est  parabolique  à  l'infini  au-dessous  de  la  droite    y ^=  0. 

Pour    X  ^  —  1,     1/  =  0,     a-  =  8  ;     on  a  un  point  F  de  Ox-  et,  comme 

X  -  8  =  (X  +  1  )(2X3  _  6X^  +  8X  -  8), 

— ^- —    tend  vers  0  quand  X  tend  vers     —1  :     la  tansente  au  point  P  est  l'axe  des  .r. 
X  —  8 

Pour     X  —  0,      X  =  0      et    y  =  1  ; 

d'ailleurs    y — 1  =  X' — ^X^, 
X-!  — 2 


on  voit  que 


y-1 


Pour    X  =  1,     .r   et  y   sont  nuls:  on  a  en  outre     —  = 


X  2(X— 1)2 

etlalimite  de  ce  rapport  est  —  1  pour 
X  =  0.  Il  en  résulte  que  ce  point  Q  de 
Oy  est  un  point  de  rebroussement  où  la 
tangente  est  parallèle  à  la  deuxième  bis- 
sectrice. 
(X  +  l)= 


^X^ 


;     la  limite  est  2.  Autre  point  de 


rebroussement  avec    y  =  tx     pour  tangente.  —  Enfin,  pour    X  =  x  ,     on  retrouve  une  autre  branche 
parabolique  ayant     y  =  ---     pour  direction  asymptotique  et  située  au-dessus  de  cette  droite. 
La  courbe  est  alors  aisée  à  tracer. 


414  ÉCOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX) 


On  aurait  de  suite  l'équation  cartésienne,  puisque 


et,  par  suite, 

X-i-l 


G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse  et  DESSIMOND,  à  Alger. 
Bonnes  solutions  de  MM.  Gra.ngieb,  à  Monbydier  ;  A.  Dtmu,  à  Bucarest. 


ECOLE  CENTRALE  (i90o) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 

Géométrie  descriptive  (M.  Lém.) 

3275.  —  Intersection  d'une  verticale  avec  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  et  un  point. 

3276.  —  Distance  de  deux  droites  en  géométrie  cotée. 

3277.  —  On  donne  trois  points   a,  b,  e,    de  cotes    a,  -i,  y.   —  Centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  déterminé  par 
ces  trois  points. 

3278.  — On  considère  deux  plans   P  et  (j   invarialjlement  liés;  comment  peut-on  les  amener  au  moyen  de  rotations 
à  être  simultanément  verticaux  ?  Peut-on  par  cette  méthode  trouver  l'angle  de  deux  plans  ? 

3279.  —  Amener  deux  droites  invariablement  liées  à  être  parallèles  en  projection  horizontale. 

3280.  —  On  donne  une  droite  verticale  et  une  droite  quelconque.  —  Lieu  du  milieu  d'un  segment  de  droite  s'appuyant 
sur  les  deux  droites  données  et  parallèle  au  plan  horizontal. 

3281.  —  On  donne    un   plan  gradué    et   une    droite   dans   ce  plan.  —   Mener  par  la  droite  un  plan  à  43°    sur  le 
premier. 

3282.  —  Mener  par  un  point  une   droite  passant   à   des  distances  données  de   deux  droites  données.  —  Choisir  les 
plans  de  projection  de  manière  à  avoir  une  épure  simple. 

3283.  —  Contours  apparents  d'un  cylindre  de  révolution,  passant  par  un  point,   tangent   à  un  plan  de  bout  et  à  un 
planKertical. 

3284.  —  On  considère  un  tétraèdre  dont  la  base  est  dans  le  plan  liorizontal.  Construire  le  contour  apparent  du  cône 
de  révolution  circonscrit  à  ce  tétraèdre  et  ayant  pour  sommet  l'un  des  sommets  de  la  base. 

3285.  —  Trois  droites  graduées  concourent  en  un  point  S  de  cote  35.  —  Elles  sont  les  génératrices  d'un  cône  de  révo- 
lution. —  Contour  apparent  de  ce  cône. 

3286.  —  On  donne  trois  points,  dans  le  plan  horizontal,  qui  appartiennent   à  une  sphère   tangente   à  un  plan  de  bout 
donné.  —  Déterminer  le  contour  apparent  vertical  et  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère. 

3287.  —  Contours  apparents  horizontal  et  vertical  dune  sphère  tangente  à  un  plan  de  bout,  à  un  plan  vertical,  et  dont 
on  connaît  deux  points. 

3288.  —  Plan  tangent  commun  h  deux  cônes  de  même  sommet  et  dont  les  bases  sont  dans  des  plans  difTérents. 

3289.  —  Mener  une  normale  commune  à  deux  cylindres  de  révolution  dont  l'un  a  un  axe  vertical,  l'autre  un  axe  de 
front. 

3290.  —  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  de  profil.  —  Section  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

3291.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  parallèle  .à  une  direction   AA',  tel  que  le 
point  de  contact  soit  sur  un  méridien  donné. 

3202.  —  Mener  ;\  un  cllipsoide  de  révolution  un  plan  tangent  par  une  droite  de  front. 

3293.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front.  —  On  demande  le  contour  apparent  horizontal. 

3294.  -  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front.  —  Déterminer   l'ombre  parallèlement  k  une  direction 
donnée. 

3295.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.   —  On  le  coupe  pai-  un  plan    PaU'  ;    points  de  la  section 
où  la  tangente  est  horizontale. 

3296.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  —  Trouver  les  sommets  en  projection  horizontale  de  la 
section  par  le  bissecteur  du  premier  dièdre. 

3297.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  île  front. 
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3298.  —  On  considère  une  surface  de  révolution  à  axfi  de  front.  —  Déterminer  un  point  du  contour  apparent 
horizontal. 

3299.  —  On  fait  tourner  autour  de  la  ligne  de  terre  une  courbe  située  dans  un  plan  de  bout.  —  Trouver  un  point  de 
la  surface.  —  Plan  tangent  en  ce  point. 

3:i00.  —  On  considère  un  ase  horizontal  autour  duquel  on  fait  tourner  une  courbe  du  plan  horizontal.  —  Soit  s,  s' 
un  point  lumineux  ;  déterminer  la  courbe  d'ombre. 

3301.  — On  donne  un  liyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  engendré  par  une  droite  G,  G'  et  un  point  S,  S' : 
point  de  conl.irt  du  plan  tangent  à  la  surface  qui  passe  par   S,  S'  et  a  son  contact  sur  la  génératrice  G.  G'. 

3302.  —  On  considère  deux  cercles  concentriques  de  cotes  8  et  0  ;  l'un  est  le  cercle  de  gorge,  l'autre  la  trace  horizon- 
tale d'un  hyperboloide  de  révolution.  —  Cet  hyperboloide  est-il  défini?  — Etant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point 
de  l'hyperboloîde,  trouver  sa  cote. 

3303.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC  dont  la  base  ABC  est  dans  le  plan  horizontal.  —  On  fait  tourner  SB 
autour  de  la  verticale  du  point   \  ;   intersection  de  l'hyperboloîde  ainsi  engendré  et  du  plan  SBC. 

3304.  —  On  considère  une  droite  graduée  tournant  autour  d'un  axe  horizontal.  —  Intersection  de  l'hyperboloîde 
ainsi  engendré,  par  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 

3305.  —  Peut-on  couper  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  mené  par  une  droite  donnée,  et  de 
façon  ;i  avoir  une  parabole  ? 

3306.  —  On  considère  un  hj^^ierbololde  de  révolution  à  axe  vertical  engendré  par  une  droite  de  front.  —  On  prend 
un  point  sur  l'axe  et  par  ce  point  on  mène  une  droite  quelconque.  —  Intersection  de  la  droite  avec  l'hyperboloîde. 

3307.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloide  quand  on  connaît  déjà  un  point. 

3308.  —  Plans  tangents  à  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  par  une  droite  horizontale. 

3309.  —  On  considère  un  hyperboloide  engendré  par  la  ligne  de  terre  en  tournant  autour  d'une  droite  île  front.  — 
Mener  un  plan  langent  par  une  droite  de  bout. 

3310.  —  On  donne  un  axe  de  bout  autour  duquel  on  fait  tourner  une  droite  quelconque.  Mener  par  une  droite  de  front 
les  plans  tangents  à  l'hyperboloîde  ainsi  engendré. 

3311.  —  Plans  asymptotes  parallèles  de  deux  hyperboloïdes. 

3312.  —  Intersection  d'un  cône  et  d  un  cylindre  ayant  un  plan  de  symétrie  commun. 

3313.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  de  front  et  un  point  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Ce  point  est  le 
centre  d'une  sphère  dont  on  demande  l'intersection  avec  le  cône. 

3314.  —  L  ne  hyperbole  dans  le  plan  horizontal  est  la  directrice  commune  à  deux  cylindres  dont  on  donne  les  direc- 
tions des  génératrices  par  deux  droites  données.  —  Intersection  des  deux  cylindres.  —Trace  sur  le  plan  horizontal  du  plan 
de  la  seconde  courbe  plane.  • 

3315.  —  On  donne  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal  et  deux  points  s  et  i  dans  le  plan  vertical  ;  intersection  des 
deux  cônes  ayant  s  et  î  comme  sommets  et  l'ellipse  comme  base  commune. 

3316.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  le  coupe  par  un  plan  de  bout  et  la  courbe  obtenue  est  la 
base  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  ligne  de  terre.  —  Intersection  des  deux  cônes. 

3317.  —  On  considère  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  sur  ce  cercle  un  point  s  de  cote  8  ;  ce  point  est  le  sommet 
d'un  cône  ayant  le  cercle  pour  base.  —  On  transporte  le  cône  parallèlement  à  lui-même  de  façon  à  lui  donner  pour 
sommet  le  point  t  de  cote  4.  —  Construire  la  trace  horizontale  du  cône  transporté.  —  Intersection  des  deux  cônes. 

3318.  —  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  et  on  considère  un  cylindre  ayant  pour  directrice  ce  cercle  et  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  la  ligne  de  terre.  —  Intersection  des  deux  surfaces. 

3319.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  considère  une  parallèle  qui  est  la  directrice  d'un  cône 
de  sommet  s,  s'.  —  Intersection. 

3320.  —  On  considère  un  tétraèdre  régulier  dont  la  base  ABC  est  dans  le  plan  horizontal.  —  Intersection  des  cônes  de 
révolution  de  sommets  .A  et  B  inscrits  dans  le  tétraèdre.  —  Plans  tangents  communs  .à  ces  deux  cônes. 

3321.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  dans  un  plan  méridien  à  45"  sur  le  plan  vertical,  on 
prend  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe.  —  On  considère  les  deux  cônes  ayant  ces  points  pour  sommets  et  cir- 
conscrits à  l'ellipsoïde.  —  Intersection  de  ces  cônes. 

3322.  —  On  donne  un  tore  à  axe  de  front  et  un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  s,  s' de  l'axe  et  pour  base  une 
courbe  C  du  plan  horizontal.  —  Intersection. 

3323.  —  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent.  —  Application  :  Soient  A  et  B  deux 
droites  rectangulaires  du  plan  horizontal,  C  un  cercle  dans  ce  plan  ;  intersection  des  deux  tores  engendrés  par  le  cercle  C 
tournant  autour  des  droites  A  et  B. 

3324.  —  Intersection  de  deux  hyperboloïdes  de  révolution  ayant  une  génératrice  commune.  —  Cas  où  les  axes  de 
révolution  des  deux  surfaces  sont  dans  un  même  plan  de  front. 

3325.  —  Étant  données  quatre  droites  quelconques,  est-il  possible  de  mener  une  droite  les  rencontrant  toutes  les 
quatre  .' 

3326.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  défini  par  une  verticale  et  une  autre  droite  donnée  et  admettant 
comme  plan  directeur  un  plan  de  bout  donné.  —  Construire  une  génératrice  de  la  surface. 

3327.—  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  pour  plan  directeur  un  plan  de  bout  et  deux  droites  données 
comme  génératrices  de  l'autre  système.  — Tracer  une  génératrice  de  la  surface. 

3328.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperboliciue  ayant  pour   plans  directeurs    les  deux  plans  bissecteurs.  —  On 
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donne  deux  génératrices  de  la  surface  parallèles  au  premier  bissecteur.  —  Connaissant  la  projection  verticale  d'un  point, 
trouver  sa  projection  horizontale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

3329.  —  L'n  paraboloîde  hyperbolique  a  unjplan  de  bout  pour  plan  directeur  et  deux  droites  de  Iront  pour  directrices. 

—  Trouver  une  génératrice.  —  Sommet  du  paraboloîde. 

3330.  —  Étant  donné  un  paraboloîde  hyperboUque  isocèle  ayant  pour  plans  directeurs  les  deux  plans  de  projection, 
comment  trouvet-on  son  sommet  ? 

3331.  —  Paraboloîde  ayant  pour  plans  directeurs  le  bissecteur  du  premier  dièdre  et  un  plan  de  bout. 

3332.  — Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloîde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.—  Achever  de  le 
construire  dès  qu'on  connaît  deux  points. 

3333.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloî-îe  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  de  bout. 

3334.  —  On  considère  deus  plans  de  bout  rectangulaires  R  et  S  et  deux  droites  G,  H,  parallèles  au  plan  R.  —On  défliiît 
ainsi  un  paraboloîde  hyperbolique  dont  on  demande  le  contour  apparent  horizontal. 

3335.  —  Etant  donné  un  paraboloîde  hyperbohque  à  plan  directeur  horizontal,  trouver  la  courbe  d'ombre  de  la  sur- 
face éclairée  par  un  point  lumineux. 

3336.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  comme  plans  directeurs  deux  plans  de  bout.  —  On  éclaire 
par  un  point  lumineux  s,s'.  —  Courbe  d'ombre. 

3337.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal.  —  Peut-on  con- 
struire des  plans  tangents  à  la  surface  à  45"  sur  le  plan  horizontal  ?  —  Y  a-t-il  un  lieu  des  points  de  contact  de  ces  plans 
tangents  ? 

3338.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal.  —  Section  par  le 
plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

3339.  —  Section  d'un  paraboloîde  hyperbolique  à  plans  directeurs,  l'un  horizontal,  l'autre  de  front  par  le  bissecteur 
du  premier  dièdre.  —  Nature  de  la  section. 

3340.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbohque  ayant  comme  plan  directeur  le  plan  horizontal  et  défini  par  deux 
génératrices.  —  Intersection  de  cette  surface  avec  une  droite  de  bout. 

3341.  —  On  considère  un  paraboloîde  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs  un  plan  de  bout  et  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  deux  génératrices  parallèles  au  plan  de  bout.  (D,  D'I,  (A,  A'|  et  on  considère  unedroîte  R,  R')  ayant  sa  projec- 
tion verticale  R'  quelconque  et  sa  projection  horizontale  R  confondue  avec  A.  —  Intersection  de  cette  droite  avec  le  para- 
boloîde. 

3342.  —  On  donne  un  paraboloîde  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  horizontal  et  l'autre  de  bout  ;  lui  mener 
un  plan  tangent  par  une  droite  dont  la  projection  horizontale  est  confondue  avec  celle  d'une  génératrice. 
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1470 .  —  Si  on  pose    y  = 


^/l  —2xx-hx- 

y  par   rapport  à  x,     ij""   = 

(1  —  2ax-  -hx-)     '  ' 


R,Jx) 
on  a,  en  désignant  par  y'"'    la  dérivée    me  de  y  par  rapport  a  x,    y""  =  ^—^ R,„(ar)  étant 


un  polynôme  de  degré  m  en  x. 

Prouver  que  l'équation    RmM  =  0    a  ses  m  racines  réelles. 

'  \V.  MÉRiGOT,  à  Paris. 

1471.  —  Soient  MF,  MF'  deux  rayons  vecteurs  variables  d'une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  La  perpendicu- 
laire élevée  en  F  à  FM,  et  la  perpendiculaire  élevée  en  F'  à  F'M  se  rencontrent  en  P,  et  rencontrent  la  pre- 
mière, F'M  en  Q'  et  la  seconde,  FM  en  U-  Construire  les  courbes  :  l»  lieu  de  P  ;  S"  lieux  de  Q  et  Q'  ;  3"  lieu  du 
milieu  de  PM. 

E.-N.   B.\RIS1E.N. 

1472.  —  Trois  miroirs  plans  rectangulaires  égaux  entre  eux  sont  disposés  comme  trois  laces  latérales  con- 
sécutives d'un  prisme  hexagonal  régulier.  L'n  objet  est  situé  près  de  l'axe  de  ce  même  prisme.  Quelles  images 
les  miroirs  en  donnent-ils  '.' 

Ll'gol. 


BXR-LB-uuc.  —  luv.  coMTE-jAcuuKT  Lc  licducleur- Géruiil  :  H.   VUIBEIIT. 
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PREMIERE   PARTIE 


SUR  LA   SOiMME  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  n  PREMIERS  NOMBRES, 

par  iM.  L.  Bickart. 


Soit  X;,  == /;(n)  =  iJ'-t-aPH h  «P. 

Notre  but  est  de  donner  une  formule  permettant  de  calculer  X^  en  fonction  de  Xj^,  sans  introduire 
les  sommes  d'ordres  inférieurs  Xo,  Xi, . . . ,  X,,_2- 

Considérons  n  comme  une  variable  continue,  et  écrivons 

/•„(«)=/•„(« -!)+„;..  (1) 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  : 

/■;(«)  =  /';,(«  —  l)-H;jn'-'; 
de  même  f'^,{n —  1)  —  f[,{n  —  2)  +  p(n  —  i  )'"'', 


/;(2)  =  /■;,(!) +  PX2''-, 
^'(i)  =  /';.(0)  +  îJxi"-. 

Ajoutons  membre  à  membre  ;  il  vient 

a;'(")  =  /;xo)+?Yp-.(«)- 

Intégrons  de  0  à  n  : 

X,,  =  A  -(-  «  X;,(0)  +  p\"  X,,_,  dn .  (2) 

Pour     »i  =  0,     X  =  0,     d'où     A  =  0.     D'autre  part,  dans  l'équation  (1)  faisons     »  =  0;     il  reste 

/■a-1)  =  0, 

d'où,  en  faisant     n  =  — 1     dans  l'équation  (2), 

0  =  —  X;,(0)  -hp  f    X,,_idn, 
d'où  enfin 

Xf,  =  p  j    X,,_,rfn  -+-  np  I      Xf,_idn  ; 

Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Nous  avons  supposé  plus  haut  n  —  —  l  bien  que  X,,  ne  soit  pas  déOnie  pour  d'autres  valeurs  que 
des  valeurs  entières  et  positives  de  n.  Il  sutlit,  pour  légitimer  notre  calcul,  de  considérer  X^  comme 
définie  par  l'équation  (1). 

On  peut  montrer  de  plus  que  si  p  est  un  nombre  pair,  X,,  est  divisible  par     (in  -+■  I). 

En  effet,  l'équation 

/■.(«)=/■;.(«-  1)  +  "'' 

donne  successivement 

/■.(0)-A.(-i)  +  o, 
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/.(-2)-/A-3)+(-2)., 

f,{—n  +  2)  =  fj-  n  -f- 1)  -h  (- n  H-  2);% 
/■,(- n -+- 1)  =  /,(-«)  +  (-«  + «)"• 
Ajoutons  membre  à  membre  en  remarquant  que    [,,{())  —  0. 

II  vient 

/;,(—  n)  ^-  {—  l)p 4-  (-  2)/'  -+-  •  •  •  -t- (- n-i-  !);■  =  0, 
ou 

/,(-«)^(-i)''/;x«-i)  =  o, 

formule  qui  peut  servir  de  déflnition  pour     n  <  0. 

Si  p  est  pair  /',,(  -  n)  -+-  f^hi  —  1)  =  0. 

i 


Faisons  dans  cette  formule    n  —  —■'>    il  reste 


fv 


-  0, 


donc  /"^  est  bien  divisible  par    (2n-i-l)    quand  p  estpair. 
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ET  DONT  DEUX  POINTS  DÉCRIVENT  DEUX  DROITES  CONCOURANTES 

par  M.  L.  Bickart. 


Soient  Ox,,  Oxj  les  deux  droites  données.  Prenons  le  point  0  pour  origine.  Soient  Ai,  A,  les 
deux  points  de  la  figure  situés  sur  ces  droites,  A^  un  troisième  point,  si- 
tué sur  une  courbe  quelconque  donnée  d'avance,  et  enfin  A  un  quatrième 
point  quelconque  de  la  figure. 

Les  triangles  AoAAi  et  A^AA.,  restent,  par  hypothèse,  semblables  à 
eux-mêmes. 

On  peut  donc  écrire,  suivant  des  notations  que  nous  avons  déjà  em- 
—  ployées  dans  cette  revue,     u  =  x-hiy,     v  =  x  —  iij. 


Wa,    =    hll'A^  -t-  (1  —  /iljUA, 

l'A,  =  kiVj,^  H-  (1  —  lù)vj,  ; 

II,,  /.-,,  112, Ln  étant  des  constantes. 

Pour  la  simplicité  de  l'écriture,  supprimons  l'indice  A 
Puisque  A,  et  Aa  décrivent  des  droites 


Uaj    =    A'iWAu  H-  (l    —   /»"2)i'a, 


=  c''^  =  m,, 


/i,i(„-H(l  —h,)u  =  ?n,[/i,u„-+-(l  —  li,)v], 
li-iU^  -t-  (1  —  hi)u  =  vi2[kiVo  -h  (1  —  l<i)v]. 


MOUVEMENT  D'UNE  FIGURE  PLANE  SEMBLABLE  A  UNE  FIGURE  DONNÉE 


419 


d'où  enfin 


(*) 


_   [m2k.2{l  —  h,)  —  w,A-,{l  —  h,)]u  -+-  Cm,  —  m,){k,  —  kî)v 
m,  A-, A,  —  TBo^îA, 

_    {h,—  h;)u-h[nu_h,{l  —  k,)  —  m,h,{l  —  k,)]v 
niikihi —  m^kih, 

équations  qui  définissent  une  transformation  liomographique  dont  un  point  double  est  à  l'origine  et  les 
deux  autres  à  l'infini. 

Les  différents  points  de  la  figure  décrivent  donc  des  courbes  du  même  degré,  transformées  homo- 
graphiques  du  lieu  de  l'un  d'eux  A,  suivant  des  formules  de  la  forme  (1). 

Il  y  a  cependant  exception  pour  les  points  tels  que 

A  —  ni,A-,/!, —  niiknh,  =  0. 
Cherchons  à  interpréter  cette  équation. 

M)  U  V,  —  V 

Remarquons  que      A,  = A-,  =  • 

«0  ~-  "  i"o  —  V 

l'équation     A=0    devient 

m,(u  —  Mj)(u  —  l'i)  =  vi.2{u  —  Mi)(u  —  v,)  ; 
le  point  A  est  donc  sur  la  courbe 

m,(U—  w,)(V—  y,)  =  m,{V  —  u,){\  —  v,), 
laquelle  est  une  circonférence  passant  aux  points  A,,  A^  et  passant  à  l'origine  à  cause  des  relations 

Cette  circonférence  AiAoO  est  d'ailleurs  fixe  dans  la  figure  mobile  puisqu'elle  porte  le  segment  ca- 
pable de  l'angle  constant  0  décrit  sur  A,A-2. 

Dès  lors,  que  décrit  le  point  A  ? 

Le  triangle  A,AiA  étant  semblable  à  un  triangle  fixe,  l'angle  X,  est 
constant  et  par  suite  aussi  l'angle  AOAi.  Donc  la  droite  OA  est  fixe.  Les 
points  qui  font  e.xception  à  la  règle  énoncée  plus  haut  sont  donc  ceux  de 
la  circonférence   AiOAo.  Ils  décrivent  des  droites  issues  de  l'origine. 

Ces  considérations  peuvent  servir  à  établir  directement  les  formu- 
les (i). 

Considérons  la  circonférence  A,0A2  et  le  diamètre  i3  du  point  A,. 
Ce  diamèlre  la  coupe  en  deux  points  a,  {j  qui  décrivent,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  deux  droites  fixes  Ox,  Oi/,  lesquelles  sont  rectangulaires. 

Prenons  ces  droites  pour  axes  :  soient  ;,  r,  les  coordonnées  du  centre 
C  du  cercle,  et 


AoS 


=  c'e   =  m  ' 


les  coordonnées  de   Ao  seront 


12) 


f    ^^  1  — m  1 


l  —  m 
—  2mT, 


Le  point  A„  décrit  donc  une  courbe  homographique  au  lieu  du  point  C. 
Les  lieux  de  deux  points  A  et  A„  sont  donc  deux  courbes  homographiques. 
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La  droite  A„A  coupe  le  cercle  (G)  ea  deux  points  M  et  N  qui  décrivent  chacun  une  droite.  Le 
point  0  est  un  des  points  doubles  de  l'homographie  (AoA).  Les  deux 
autres  points  doubles  sont  à  l'infini  sur  OM  et  ON. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  donner  une  forme  simple  aux  for- 
mules (1). 

Appelons  w„.  t'f,  les  coordonnées  du  point  G;  nous  pouvons  rempla- 
cer les  points  A|.  Aj  donnés  par  deux  points  A,,  Ao  situés  sur  deux  droites 
rectangulaires  ([iie  nous  prenons  pour  axes.  Soit  A  un  point  quelconque 
de  coordonnées  (m,  v). 

On  peut  écrire  : 

I    u  =  llu,  4-(l  — H)u„ 

I    V  =  Ku.2-h(1  — K)wi, 

mais  Wi  —  ^1  =  «2  -+-  Vi  =  0, 

u,  -+-  u.y  =  2u„,  ^1  -t-  y»  =  2r„, 

d'où  M  =  H(Wo  —  y„)  -H  (i  —  H)(«„+  y„)  =  u» 

V  =  K(Uo  — îto)H-(l— K)(Mo  +  Wo)  =  y» 
expression  de  la  forme 

(3) 


■(1-2HK, 


Si  l'on  pose    a  = 
on  vérifie  aisément  que 


GA 
GO 


ç  =  A,GA, 


Les  formules  (3)  sont  celles  auxquelles  nous  voulions  arriver. 

Enveloppe  d'une  droite  du  plan  de  la  figure.   -  Soient  A,  A'   deux  points  de  la  figure.  La  droite  qui 
les  joint  a  pour  équation 

V 

Du  +  kuo 

v^  -+-  l;'i(„ 

ou  {k -  A-')u„U  -[h  —  li')v^\ -+■  {k  —  k)ul -t-  (lik  - 

Kcrivons  cette  équation  sous  la  forme 

PU   hQV-i-R  =  0. 


U 


■  h' Va 


=  0, 


■  kk')UoV„-^{h  —  h')vi  =  0. 


On  trouve,  par  un  calcul  facile 


Vo 


R 


{h  — h')?        (lc'  —  k)Q  ~  {k'-li)?-—{hk'—kh')PQ-^{k  —  k')Q- 
formules  d'après  lesquelles,  si  le  point  Uo,t;o  décrit  une  courbe  d'ordre  »>  les  droites  de  la  figure  enve- 
lopperont en  général  des  courbes  de  classe  2«,  tangentes  à  la  droite  de  l'infini. 
Pour  que  la  droite  AA'  passe  par  un  point  fixe  (u,  v)  il  faut  que 

(//  _  A-)Uo  -H  (hk'  —  Â-A';U„Vo  -h  {h  —  h')\i  4-  {k  -  k'juV,  -  {h  —  h')v\\  =  0, 
c'esl-k-dirc  que  le  point  G   décrive  une  conique  passant  par   0.    Inversement,  si  le  point  G  décrit  une 
conique  passant  par  l'origine,  il  existe  une  droite  de  la  figure  mobile  qui  passe  par  un  point  fixe. 

Lieu  d'un  point  de  la  figure  situe  hors  du  plan  A, OA,.  —  Soient   M    ce  point,   A    sa  projection  sur  le 
plan  A,OA,.    Le  diamètre  AG   coupe  la  circonférence   G  en  a,  p.  Prenons  pour  axes   Oa,  0,â.    Les  coor- 
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données  de  M  seront,  d'après  les  formules  (2), 


■  2în 


.V  =  -. T„  :  =  K.GU  =  K^r-i-T.^ 


1  —  ni     '  1  —  m 

Soit    o(;,  T.)  =  0    le  lieu  du  point  G.  Les  équations  du  lieu  de  M  seront 
^,        s  /  1  —  "i  m—\     \ 

inf-        ^  ■'  ' 

La  seconde  équation  est  celle  d'un  cône  du    second  degré    dont  Fintersection  avec   le   cylindre 
Y(x,  y)  —  0    est  le  lieu  cherché. 

Cas  particuliers.  —  1.  Si  le  point    G    décrit  une  droite,  le  point    A    décrira  également  une  droite. 
Le  cylindre     F  =  0    se  réduit  à  un  plan,  et  le  point  M   décrit  une  conique. 

2.  Si  le  point   G  décrit  une  conique  de  foyer   G,    le  point  M    décrit  une  conique,  et  ce  cas  est  le 
seul,  avec  le  précédent,  où  le  point  .M  décrive  une  courbe  plane. 

Si  en  effet   M   décrit  une  courbe  plane,    x,  y,  z   seront  liées  par  une  équation  linéaire, 

:  =  .\ar-i-Bj/-f-C, 
équation  de  la  forme  :  =  a;-i-  Pti-+-y, 

d'où  kH--  -+-  T,-)  =  (a;  -I-  Pt;  -h  Y?, 

équation  dune  conique  de  foyer   0. 

Centre  itislantané  de  simililudc .  —  Soit   u.  v    ce  centre.  Écrivons 

M  =  Uo  -+-  hvo, 
("."•i/<^  t)  =  u„  -(-  Ai/o. 

11  faut  que     du  =  dv  =  0,     d'où 

dut,  -+-  hdvo  —  0,  dv„  -+-  kdu^  =  0 

J         et 

u„d«„  —  v„du„  i'orf«o  —  u^dv^ 

dvo  duf, 

Remarquons  que  l'équation  de  la  tangente    GT   au  lieu  de   G   est 
Vdv„ — V(/!<„  =  U(|rfuo —  <-\du^,. 
Les  équations  ci-dessus  montrent  que 

vdUf,  -J-  udv„  =  0. 
La  droite  qui  joint  l'origine  au  centre  de  similitude    uj    est  donc  perpendiculaire  à  la  tangente    CT. 
De  plus  les  mêmes  équations  montrent  que 

(u  — «„)(«;— t)„)  =  «„«„, 
le  point   "j   est  donc  sur  la  circonférence  de  centre  G  qui  passe  en    0.    Ge  point    lu    est  donc  le  symé- 
trique de  l'origine  par  rapport  à  la  tangente    CT    au  lieu  de    G. 

Il  est  également,  d'après  une  propriété  connue,  le  point  de  contact  du  cercle  de  centre  G  etderayon 
CD  avec  son  enveloppe,  ou  encore  le  foyer  d'une  parabole  tangente  à  Ox,  0;/   et  au  lieu  de   G. 

Ce  point   <u  reste  fixe  si  le  point   G   décrit  une  droite  et  si  par  conséquent  tout  point  de  la  figure 
décrit  une  droite.  C'est  un  résultat  connu. 

Relation  entre  les  surfaces  des  différentes  trajectoires.  —  L'élément  d'aire  balayé  par  le  vecteur   OA 
est,  en  coordonnées  polaires. 


d.  =  L-j 

2' 


des  équations 


ii2 
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on  déduit 

iidc  =  vdu —  udv. 

Remplaçons  «et»  par    {u„  +  hvo)    et    (uo+^Mq)    et  appelons  rfa„  l'élément  d'aire  balayé  par  le 
vecteur   OC. 

11  vient 

'Mrs  =  (1  —  hk)(v„(lu„  —  UgdVf,)  =  4!(1  —  hk)d^(,- 

Les  surfaces  c  et  a„  des  trajectoires  de  A  et  C  sont  donc  liées  par  la  relation 

(7  =  H  —  hk)a,. 
Donc  les  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  même  circonférence  de  centre    C    ont  même  surface. 
Deux  points  dont  les  distances  au  point  C  sont  proportionnelles  à  deux  nombres  a,  a'  décrivent  des 

1— a^ 


courbes  dont  les  surfaces  sont  entre  elles  dans  le  rapport 


Exercice. 


1 


On  suppose  que  le  point    C    décrive  un  cercle 

Montrer  que  le  point  A   décrit  une  ellipse. 
En  posant 

(1- 


■  -H!/sm 
—  ycos 


|-— (l-a)('a: 


h  sin  ■ 
b  cos 


X, 
Y, 


l'équation  de  cette  ellipse  se  met  sous  la  forme 


Y= 


=  R2 


La  somme  ou  la  différence  des  axes  de  cette  ellipse  est  constante  et  égale  à  2R  suivant  que  le  point 
A   est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  cercle  de  centre   G   qui  passe  en    0. 
Le  centre  de  l'ellipse  est  l'homologue  du  centre  du  cercle  lieu  de  C. 
Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  ceux  des  formules  (3),     cj>  =  0.     Ces 
axes  sont  donc  parallèles  à  ceux  de  l'ellipse. 

Si  a  =  c'^  et  si  o  varie,  l'ellipse  reste  de  grandeur  constante.  Son  centre 
décrit  une  circonférence  (I).  Chacun  de  ses  axes  passe  par  un  point  fixe  de  cette 
circonférence.  Un  point  quelconque  de  son  plan  décrit  une  conchoïde  du  cercle 
d)  par  rapporta  un  point  de  ce  cercle. 

Une  droite  quelconque  de  son  plan  enveloppe  un  cercle  dont  le  centre  est 
sur  (I). 

Le   centre  instantané  de  rotation  pour  une  position    M    du  centre 
est  le  point  diamétralement  opposé  à  M   sur  (I). 

Enlin  l'ellipse  elle-même  enveloppe  une  quarlique  bicirculaire  dont  on 
peut  mettre  l'écjuation  sous  la  forme 

(x»  -+.  j/S  —  ky  =  (  A-  -+-  B2)(x'-  -+-y"-  +  k')  4-  2A-(A-  -  B^)x  —  X-B-. 
Si  l'on  écrit  cette  équation  sous  la  forme 
S'-  =  S' 
et  que  l'on  pose 

P  =  ux -{- vy  -h  wz  +  k^, 
u,  V,  w  étant  arbitraires,  puis  que  l'on  considère  les  deux  quadriques 

f{x,  y,  z)  =  P^  -  S'  =  0, 
o(x,  »/,:)  =  P  H-  S   :=  0' 
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la  quartique  peut  être  considérée  comme  la  projection  de  l'intersection  des   deux  quadriques     /' =  0, 
0=0,     ou  encore  comme  l'enveloppe  du  contour  apparent  en  projection  des  quadriques     /"-t-^t?  =  0. 
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1396.  —  Démontrer  g ue  l'on  a  identifjuement,  quels  que  soient  x,  a  et  y, 
lia'  1         X-  1  x' 


^  _      J  1     a-)- Y  1.2    2o(-4-Y         1.2.3    3a -(- y 

1  oix  i-x- 


T         Y(='+ï)         T(«+Y)(2a-)-r) 
La  série   e"   est  absolument  et  uniformément  convergente  quel  que  soit    x. 
Four  étudier  la  série  qui  figure  en  dénominateur,  formons  le  rapport    — ^;    nous  aurons 


M„_,  na-t-y 

et  si  nous  écartons  l'hypothèse    a  =  0,    nous  pouvons  écrire 


Lorsque  n  croit  indéfiniment,  ce  rapport  a  pour  limite  0,   quel  que  soit   a-;   la  série  envisagée  est 
donc  convergente. 

Multiplions  alors  la  série  «"■  par  la  série \ '■ •  ■■;     nous  vovons 

,  .,  ,      ,       .  ï     ï(='+ï)     ï(=' + ï)ri=< + Y)  ^ 

facilement  que  le  produit  est  la  série 

1  1  X'  1  x^ 


'(  1     I  +  Y  1 .2     2a  +  Y 

or,  d'après  le  théorème  de  Cauchy-Mertens,  ce  produit  est  convergent,  et  cela  quel  que  soit  x  ;  comme 
ce  produit  est  une  série  de  puissances,  la  convergence  est  uniforme. 
Dans  l'hypothèse    «  =  0,     l'identité 

1         1     X  la-  la;' 


,  _      Y         1      Y  l.ii      Y  l----^     Y 


•-4-- 


Y 
est  évidente.  DESSIMOND,  à  Alger. 

Démonstration  analogue  de  M.  Jules  Yernaux,  étudiant  à  l'École  des  mines  de  Mons. 


Remarque.  —  La  multiplication  des  deux  séries 

x" 

)i  ! 

+  (-  l)"a"a;" 


X  X- 

1         1.2 


Y         Yf^t  +  Y)         Y(«+Y)(2a-HY)  y(«+y)  •••(«='-+- Y) 

exige  quelques  précautions.  Les  premiers  termes  du  produit  sont  visiblement 
1  X  X- 


Y  =<  +  Y  1.2(2a-hY), 
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mais  le  calcul  des  suivants  présente  quelques  difiîcultés.  Considérons  le  terme  en   x"  ;  il  a  pour  expres- 
sion 


x"     r  na  ))()!  —  l)a-  "1 

-(■.n  !   L  »-!-■,'         (^-t-T)(-*  +  T)  J' 


et  le  précédent, 

a,"-'         r  (îj  — i)a  (n  —  l)(n  — 2)o(-  "j 

r-(«-i):  L         ^^■:    ^   (ï-HY)(2a  +  Y)  J' 

Si  l'on  admet  la  loi  du  produit  jusque-là,  on  voit  que  le  second  crochet  est  égal  à 

(n  —  1)H-  Y 
Or  le  premier  peut  s'écrire 

nx      r  (n  — Dot         (ji  — l)(n  — 2)1-  "1 

a-r-Y    L  2a -H  Y  (2a-+-YJ(3«^Y)  J' 

et  le  nouveau  crochet  se  déduit  du  précédent  en  changeant  y  en     »  -^  y-      La  valeur  du  premier  cro- 

îia                  a  -1-  Y                                 nx                                             Y 
chet  est  donc     1 ; =  1 ou  enfin     = Par  conséquent  le 

a -t- Y    •>"  — 1)2  +  1-1- Y  ni-t-Y  na-i-Y 

terme  en   x"  est  bien 


»  !(»ia-l-Y) 
Bonnes  solutions:  MM.  Quémésecr,  lyrée  de  Rouen:  M.  GR»NGreR. 
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1385.  —  0"  considère  un  paraboloïde  de  révolution  et  un  plan  P. 

1°  Former  l'équation  générale  des  quadriques  qui  contiennent  la  section  faite  dans  le  paraboloïde  par 
le  plan  P  et  qui  touchent  ce  paraboloïde  en  son  sommet.  Trouver  leurs  plans  cycliques  et  l'enveloppe  des 
diamètres  conjugués  de  ces  plans. 

2°  Trouver  l'équation  générale  des  sphèi-es  inscrites  dans  le  paraboloïde  et  le  lieu  des  pôles  du  plan  fixe 
P  par  rapport  à  ces  sphères. 

3°  Trouver  le  lieu  des  cercles  d'intersection  du  cône  circonscrit  au  paraboloïde  le  long  du  parallèle  de 
contact  de  chacune  de  ces  sphères  avec  les  plans  tangents  à  cette  sphère  et  perpendiculaires  à  H'axe  du  para- 
boloïde. 

Voir  ce  qui  arrive  quand  on  prend  pour  plan  P  un  plan  tangent  au  paraboloïde  et  faisant  avec  l'axe 
un  angle  de  45». 

Soit  y-  +  î'- —  2pa;  =  0  l'équation  d'un  paraboloïde  de  révolution  rapporté  à  son  axe  Ox  et  à 
son  plan  tangent  au  sommet  T/Gz,   et  soit    ux -h  vg -h  ivz -\- h  =  0    l'équation  du  plan   P. 

En  désignant  par  X  un   paramètre  variable,  l'équation  générale  des  quadriques  satisfaisant  aux 

conditions  énoncées  est 

),(jy-  -hz-  —  'ipx)  -f-  ±r(ux  -t-  yy  -I-  wz  -i-hi  =  0, 

ou  bien 

l(x*  -t-  J/'  -I-  :2  _  9px)  -h  x\x{^u  —  X)  H-  2t)y  -H  Iwz  -t-  ^2A{  =  0. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  que  les  plans  parallèles  au  plan  ;/0:  et  au  plan 
a;(2«  —  X)  -h  2uj/  -h  2k':  h-  2/j  =  0    sont  des  plans  de  sections  circulaires. 

Les  équations  du  diamètre  conjugué  du  plan    x  =  0    sont 

1  1 

"2  f'y  =  Xy  -H  ux  =  0,  -  /'=  =  X:  -+-  wx  =  0. 

l-orsque   X   varie,  ce  diainiHre  tourne  autour  de  l'origine  en  restant  dans  le  plan ^  =  0. 
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Les  équalions  du  diamètre  conjugué  de  la  seconde  direction  de  plans  de  sections  circulaires  sont 
—  p'i.  -+-  ux  +  vy  -+-  icz  -^-  h  -i-  ux         'y  -+■  vx         ).;  -+■  wx 
2u  —  >.  ~        2i)        ^        itv 

La  considération  des  deux  derniers  rapports  donne 

(Q)  L-±  =  o. 

V         w 
Le  diamètre  conjugué  demeure  aussi  dans  ce  plan  Q. 
Les  deux  premiers  rapports  donnent  l'équation  du  second  degré  en  X  : 

/,'y  +  À(i'x  —  Si/y  — 2py)H-2«(Mx  -H  vy  4-  wz  +  h)  =  0. 
Le  plan  représenté  par  cette  équation  enveloppe  le  cône  du  second  ordre 
[vx  —  2mi/  —  -pv)-  —  Svy{ux  -h  vy  -i-  wz  -^-  h)  =0. 
Le  diamètre  conjugué  enveloppe  donc  une  conique  située  dans  le  plan  Q. 

2.  Les  sphères  inscrites  dans  le  paraboloide  ont  leurs  centres  sur  Ox  ;   leur  équation  générale  est 

donc 

{x-^r-  +  y'-hz'-?'^0, 

?  étant  un  paramètre  variable  qu'il  faut  déterminer  en  fonction  de  a. 

L'équation  des  plans  sécants  communs  à  la  sphère  et  au  paraboloide  est 

{x  —  a)^  +  2p.r  —  £2  =  0; 
ces  deux  plans  seront  confondus   si  l'équation  précédente  considérée  comme  une  équation  du  second 
degré  en  x  a  ses  deux  racines  égales,  c'est-à-dire  si 

^^  =  2xp-p\ 
L'équation  cherchée  est  donc 

{x  —  a)2  -I-  V"  +  "^  -^  P'  -~  -"P  =  ^■ 

Désignons  par  xq,  (/„'  -o   les  coordonnées  du  pôle  du  plan   P  par  rapport  à  cette  sphère. 
Le  lieu  de  ce  pôle  s'obtient  en  éliminant  À  entre  les  équations 

X„ — a  t/u  -0  (ï  —  Pf — ^^'o 

Il  V  ir  h 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  Q. 
D  ailleurs    a  =  —  ■ 

V 

Portons  cette  valeur  de   x  dans  le  dernier  rapport  en  remplaçant   x„,  ;/„,  :„  par  les  coordonnées 
courantes  ;  nous  trouvons  que  le  pôle  du  plan    P  est  situé  sur  la  surface 
hv^z  —  w  \{vx —  iiy  — pv'f  —  vx'vx  —  «!/)', 
dont  l'équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

uwy(vx  —  uy)  -r-  'ipw(vx  —  uy)  -^  liv-z  —  p-v^w  =  0. 
On  reconnaît  ainsi  un  paraboloide  hyperbolique. 

Le  pôle  du  plan  P  décrit  donc  l'hyperbole  intersection  de  cette  quadrique  et  du  plan  Q. 

3.  La  sphère  est  inscrite  au  paraboloide  le  long  d'un  cercle  dont  le  plan  a  pour  équation 

x  =  a  —  p. 
Le  sommet  du  cône  circonscrit  au  paraboloide  le  long  de  ce   cercle  est  situé  sur   Or    et  a  pour 
abscisse     p  —  ». 

Son  équation  est  donc 

(i)  2(a  -pYy-^z'  —  ipx)  —  pl,r-hp  —  oiy  =  0. 

L'axe   Oc  coupe  la  sphère  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  données  par  l'équation  du  second 
degré 

(j-  —  a)2  —  p^  —  'ipx  =  0, 
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ou  bien 

(2)  (x-^p  —  ^y—2p.r  =  Q. 

Celte  équation  reijrésenle  aussi  les  plans  tangents  à  la  sphère  perpendiculaires  à  l'axe   du    para- 
boloïde. 

Le  lieu  cherché  s'obtient  donc  en  éliminant     p —  a     entre  (1)  et  (2). 
Nous  trouvons  d'abord 


a—  )J  = 


if  -+-  z-  —  "ipi- 
puis,  en  portant  cette  expression  dans  Téquation  (2), 

X  j  y-  +  î"  —  a/ja;  —  p2  J2  _  2p(^2  +  3-  —  'ipxy  =  0. 
C'est  l'équation  d'une  surface  du  cinquième  degré.  Cette  surface 
est  de  révolution  autour  de  Ox  et  son  équation  peut  s'écrire  ainsi 


y- 


ipx 


la  méridienne  a  pour  équation 

y'  =  2px  -+-  ■ 


P- 


elle  est  aisée  à  construire  ;  nous  donnons  sa  forme  à  côté. 

Le  plan  Q  est  le  plan  méridien  perpendiculaire  au  plan  P  ;  en 
supposant  qu'on  le  prenne  pour  plan  des  xy,  les  calculs  précédents  se 
simplifient  un  peu  :  il  faut  y  faire  partout    ?«  =  0. 

En  se  plaçant  ensuite  dans  le  cas  particulier  signalé,  l'équation  du 


P 


plan  P  devient    y  =  x-}--^    et  les  valeurs  de  u,  v  et  h  deviennent     u—  l,    v  =  —  1,     h  =  —  ■ 

Les  résultats  obtenus  sont  alors  les  suivants 

.T  =  0  et  .((2  —  X) — %+p  =  0  (plans  cycliques). 

Les  diamètres  conjugués  des  plans  de  la  deuxième  série  enveloppent  la  conique 

{j,.^2y-2pY.-^8y(^x-y  +  |-^  =  0  : 

cl  le  lieu  des  pôles  du  plan  P  par  rapport  aux  sphères  inscrites  est  la  conique 

"^!/(  i' + î/)  —  ipi-r + ?/)  +  py  +  -p-  =  0. 

PARROD,  à  Vesoul  et  BROS,   à  Albi. 
lîûiini'S  solutions:  MM.  M.  I.AiinENci:  ;  M.  r.uANuiER,  à.  Mouleyilicr. 


1390.  —  On  considère  les  sections  planes  d'un  paraboloide  cUiplhiue  passant  par  te  sommet  et  telles 
i/uc  la  somme  des  carrés  de  leurs  axes  soit  constante. 

Trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  l'enveloppe  de  leur  plan. 

Soit       — -h  — —  2.t  =  0       l'équation    du    paraboloide     rapporté    ;»    ses    axes    habituels,    et 
p  q 

u.c-\-vy  ■+  wz  =  0    l'équation  d'un  plan  P  passant  par  le  sommet.  Ce  plan  coupe  le  paraboloide  suivant 

une  ellipse    E,   dont  nous  allons  calculer  la  somme  des  carrés  des  demi-axes,  ou  ce  qui  revient  au 

même,  d'après  un  des  théorèmes  d'Apollonius,  la  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués 

quelconques. 
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La  tanj;ente  OT  à  l'ellipse  E  au  point  0  est  l'intersection  du  plaa  P  et  du  plan  r  =  0,  qui  est 
tangent  au  paraboloïde  à  l'origine.  Les  équations  de  cette  tangente  sont  donc     wx  +  uj/ -+-«•:  =  0, 

,.  Il'  V 

X  =  0,     et  par  suite  ses  cosinus  directeurs  sont  0,  -, - 

vV-H..'-  v'u--t-?y* 

Soit  w  le  centre  de  l'ellipse  ;  le  diamètre  conjugué  de  '■>()  est  parallèle  à  OT;  il  rencontre  l'ellipse 
en  deux  points   A  et  A'  symétriques  par  rapport  au  point  m,  et  tout  revient  à  calculer      ojO'  +  ujA". 

Le  point  w  est  le  point  de  rencontre  du  plan  P  et  du  diamètre  conjugué  de  ce  plan  par  rapport 
au  paraboloïde  ;  par  conséquent,  les  coordonnées  du  point  oj   sont  les  solutions  des  équations 

(1)  ux -h  vy -h  IVZ  =  0, 

- 1  =  JL  ^  -i_, 

u  pv  (jii:  ' 


(2) 
d'oià  l'on  lire  aisément 


pv-^qir-  _        pv  qw 


On  en  déduit 


(pv-  -t-  qn'-y-        pV  ■+-  q-w- 


D'aulre  part,  un  point  quelconque  M  de  la  droite  loA,  parallèle  ii  OT,  a  pour  coordonnées 

pr-  -r-  qw- 

X    = :;-! , 

u- 
pv  w 

y  =  —- — ^?  ^ 

"  i/v-  -H  W- 

_        7"'  " 

u  '  ^u-  -t-  IV^  ' 

p  désignant  au  signe  prés  la  longueur  ojM  . 

Remplaçons  x,  y,  z  par  ces  valeurs  dans  l'équation  du  paraboloïde,  nous  obtenons  une  équation  du 
deuxième  degré  en  p,  qui  admet  pour  racines  les  p  des  points  A  et  A'.  Un  calcul  facile  montre  que 
cette  équation  se  réduit  a 

.,  _    pq  (v^  -+-  »■')  . 
II- 

on  a  donc  oiA    =  -'—^ ,  et  par  suite 

M- 

——2        —7-2         (pv'--^qw-)-        p-v--^q^W--^pq[r^-h  ir-j 

wU     —H  H>A       =     ; 1 ^ , 

M*  li- 

on ^'    .    ^-  _    (?J"' -<-?"•'')-    .     {p-i-q){pv'-hqw-} 

Il  nous  faut  écrire  maintenant  que  celte  somme  est  égale  à  une  constante  donnée   a-;    nous  avons 
{pv-  +  qw-y-    ^     (D-^q)i^po-'-+qw-)        ^,  ^  Q 
U'  u- 

pv^  -+-  qir- 

Celte    égalité  montre   que        ~ doit  être    égale   à   l'une   des    racines   de    l'équation 

X'  -t-  (p  -i-9)X  —  a-  =  0.      Celle-ci  admet  une  racine  positive  i  et  une  racine  négative     —  i.     En  nous 
bornant  aux  valeurs  réelles  de  u,  y,  ir,  nous  devons  avoir 

pv^  -H  rJMJ* 
M- 

ou 

(3)  pv-  -4-  qw-  —  au-l=  0. 
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Telle  est  la  condition  que  doivent  vérifier  (/.  v,  w   pour  que  dans  l'ellipse  E  la  somme  des  carrés 

.       .      .               •.■!-,        j-  •        1             ,•••     —  ()o  -i-  ?)  +  *'(p  +  q)'-  —  4a- 
des  demi-axes  soit  égale  a  a-;  »  désigne  la  quantité -^ 


11  en  résulte  immédiatement  que  le  plan  P  enveloppe  un  cône  du  deuxième  degré  dont  les  équa- 
tions tangentielles  sont 

pv'--hi]io-  —  3u-  =  0.  /•  =  0, 

et  qui  a  pour  équation  ponctuelle 

P         9  "" 

D'autre  part,  pour  avoir  le  lieu  du  centre  de  lellipse  E,  il  faut  éliminer  u,  y,  ic  entre  les  équations 
(1),  (2)  et  (3). 

Les  équations  (2)  montrent  que  u,  v,  w  sont  proportionnels  à     —  1,    -^>    —;    remplaçons  u,  «,  «,• 

par  ces  valeurs  dans  les  équations  homogènes  (1)  et  (3)^  nous  obtenons 

X  =  0,  ^^— —  a=:0. 

V         H  P         9 

Ce  sont  les  équations  du  lieu  du  point  tu. 

On  peut  les  remplacer  par  les  équations 

~-i-- x-0,  .r  — a  =  0, 

P  1 

qui  représentent  une  ellipse  ayant  son  centre  sur  Or,  au  point  qui  a  pour  abscisse  a,  et  dont  les  axes 
sont  parallèles  à  Oy  et  0:  et  ont  respectivement  pour  demi-longueurs  /ïjo  et  ^aq. 

Gabriel  PÊLISSIER,  à  Toulouse. 
Ont  résolu  la  miime  question  ."  MM.  Bbos,  à  Albi  ;  Dessimo.nd.  à  .\lger  :  .M.  Gbangieb.  à  Mouleydier. 
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1391 .  —  Une  parabole  roule  sans  glissement  sur  une  parabole  égale    y-  —  2pa;  =  0,     de  façon  qu'à 

l'oriijine  des  temps  les  sommets  soient  confondus  avec  le  point  de  contact  des  deux  paraboles  et  que  la  vitesse 

—  2 
de  rotation  de  l'axe  de  la  parabole  mobile  soit  égale  à  — -■,   t  désignant  le  temps  écoulé  depuis  l'origine 

des  temps  jusqu'à  l'époque  envisagée. 
Iitudier  le  mouvement  du  foyer. 

h'iudier  le  mouvement  du  sommet  et  construire  l'hodographe  de  ce  mouvement. 
Trouver  le  point  de  l'axe  dont  la  vitesse  est  minimum,  te  lieu  de  ce  point  et  l'enveloppe  de  l'nxe. 

Les  deux  paraboles  sont  constamment  symétriques  par  rapporta  la  tanj,'eiile  au  point  où  elles  se 

louchent,  leurs  axes  sont  donc  aussi  symétriques  et,  si  l'on  désigne  par  B  l'angle  que  fait  la  tangente 

commune  avec  l'axe  des  x,  l'anj^le  des  deux  axes  sera  20  ;  de  sorte  que  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de 

é\ 

I  axe  mobile  est  2— r--   .Nous  avims  donc 

dl 

d<>                 2  _  -dt 

2-r-  =  —  -: T'  dh  = 


dt  1  -f-  /'  1  -t-  /=  ' 

e(,  en  inli'graiil, 

0  =  —  arc  tg<  -^  C'e. 
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Or  pour  /  =  0.  8  =  —  ;  donc  C««  = 

^  2 


et  arc  tgt  =  — —  0, 


t  =  ig(^j-<>)  =cotn. 


Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  t  et  'K 

D'autre  part,  si  nous  désignons  par  m  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  où  se  tou- 
chent les  deux  paraboles,  nous  avons    m  =  tg  '*  =  —5    et  l'équation  de  cette  tangente  devient 

P 

y  =  mx-h-— ) 

X        pt 
ou  y  =  --^^. 

Cela  posé,  nous  allons  regarder  la  seconde  figure  comme  étant  une  transformée  de  la  première  par 
une  symétrie  ayant  cette  dernière  droite  pour  axe,  et  chercher  les  formules  de  transformation.  Soient 
{x,  y)  un  point  M  de  la  première  figure  et  (x',  y')  le  correspondant  M'  de  la  seconde  ;  nous  avons  à 
écrire  que  la  droite  MM'  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  symétrie  et  que  le  milieu  de  MM'  est  sur  cet 
axe.  Ceci  nous  donne 

y  —  y'=—l{x  —  X'), 
XH-  x' 

y  -t-!/  =  — i ^-p<; 

la  seconde  équation  donne  d'abord 

et  la  première  devient  ensuite 

2.V  —   ^^'^ pt  =  —  l{x  —  x')  ; 

d'où  nous  déduirons  la  valeur  de  x': 

ri'-f-y)  =  iy  —  j-^tx—pt. 

Nous  aurons  alors  aisément  y'  et  nous  posséderons  les  formules  de  transformation,  c'est-à-dire 
les  formules  (|ui  donnent  x'  et  i/'  en  fonction  de  x  et  y,  ou  x  et  y  en  fonction  de  .r'  et  ;/'.  Ces  deux 
systèmes  sont  d'ailleurs  les  mêmes  à  cause  de  la  parfaite  symétrie  qui  existe  entre  les  points  .M  et  M'. 
Nous  nous  bornons  à  donner  le  premier  : 

-2lii-hx{V-—l)  -  pt- 

(1) 

ri( i  —  l^] -h  2tx  +  pt 

y  = 


t'  +  i 

Les  coordonnées  du  foyer  dans  le  premier  système  sont     x  =  y-;     i/  =  0,     et,  par  suite,  dans  le 
second,  elles  sont 

(2)  '^'  =  -1'  U'^pt- 

nous  voyons  donc  que  le  foyer  décrit  la  directrice  d'un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  p.  La  trajec- 
toire de  ce  point  était  évidente  a  priori. 

Les  coordonnées  du  sommet  dans  le  premier  système  sont     x  =0,     ;/  =  0     et,  par  suite,  dansle 
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second  système, 

(3) 


/-  +  ! 


y  = 


pt' 


t--hi 


La  trajectoire  de  ce  point  a  pour  équation  cartésienne  x'{x"-  -+-  y'-)  -+-  py'-  =  0  ;  c'est  une  cissoïde 
droite  ayant  Ox  pour  axe,  pour  point  de  rebroussement  l'origine  ou  sommet  de  la  parabole  et  pour 
asymptote  la  droite    a-  =  —  /).     Ce  résultat  était  évident  aussi  a  priori. 

Les  composantes  de  la  vitesse  s'obtiennent  immédiatement  ;  ce  sont  : 


dx' 
HT 


2pt 


d]i' 

HT 


t'-^'if' 


(1  -h  t^)-  dt         •'  (1  -^  V-f 

par  conséquent,  les  équations  paramétriques  de  l'hodographe  sont: 

-^pi 

(4) 


Y  =  p 


<*  -I-  3r- 


(i+n^ 


Pour  construire  cette  courbe,  nous  remarquerons  qu'en  changeant  t  en  —  /,     X  change  simple- 
ment de  signe  et  Y  ne  change  pas  ;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Oi/.  D'autre  part, 


pour    l 


0,      X    et  Y   sont  nuls,  —   est  nul  ;  pour    l 


X   est  négatif  et    Y    positif;    nous 


connaissons  donc  un  arc  de  courbe  au  voisinage  du  point  0.    Pour     '  =  1,      X 


Y  =  p. 


Enfin,  pour    <  =  +  x,      X   est  nul  et  Y  égal  à  /?  ;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 

Y  —  «         \.  —  f- 
est    — - —  =  — 3 —  -,     sa  valeur  est  égale  à  —  x. 

Il  résulte  de  cette  étude  rapide  que  Y  a  nécessairement  un  maximum  et  X  un  minimum.    Un 

calcul  très  simple  montre  que  le  minimum  de  X  a  lieu  pour     i  =   -t=-     et 

le  maximum  de  Y  pour  t  —  ^/â.  Il  est  alors  aisé  de  construire  entière- 
ment la  courbe  (4),  qui  est  la  courbe  des  vitesses  du  mouvement  du  sommet. 
L'intérél  de  la  dernière  partie  réside  surtout  dans  ce  fait  qu'elle  découle 
d'une  façon  évidente  de  la  théorie  du  centre  instantané  de  rotation.  Si  on 
regarde  en  eflet  le  plan  comme  étant  attaché  à  la  jiarabole  mobile,  le  mou- 
vement de  glissement  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  parabole  fixe,  admet  à 
chaque  instant  pour  centre  instantané  de  rotation  le  point  de  contact  des 

deux  paraboles,  c'est-à-dire  le  poiiil   de  coordonnées  -^—  et  pt;  par  conséquciil,  le  point  do  l'axe  <iui 

a  la  vitesse  niliiiiiiuni  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  puiiit  sur  l'axe  mobile  et  le  lieu 
de  ce  point  est  l'enveloppe  de  l'axe  lui-même. 

Nous  allons  retrouver  tous  ces  résultats  directement.  Soient  x  et  0  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'axe  de  la  parabole  fixe;  les  coordonnées  du  point  symétrique  situé  sur  l'axe  de  la  parabole  mobile 
sont 

x{t-  —  i)  —  pi-' 


y  = 


au  -h  pl^ 


1 
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et  les  composantes  de  la  vitesse, 


dx' 
HT 
dy' 

ir 


Mx  —  2p< 

J'  +  ^r  ' 

2i(l  — r-)-f-p/-('-^-t-3) 


('■^  +  ir 

ellps  nous  montrent  que  le  point  dont  la  vitesse  est  parallèle  à  Oi/  est  le  symétrique  du  foyer,  ce  que 
nous  savions  déjà.  La  vitesse  est  alors  donnée  par 

JFTïf       ~  ' 
La  plus  petite  valeur,  quand  x  varie,  correspond  à    a?  =  ^—-<      ce  qui  justifie  le  résultat  annoncé. 

Portons  cette  valeur  dans  x'  et  dans  y'  ;  nous  aurons  les  coordonnées  du  point  de  Taxe  mobile  dont 
la  vitesse  est  minimum  :  ci^  sont 


(6) 


%f  -+■  1) 


Ces  équations  sont  aussi  les  équations  paramétriques  du  lieu  demandé. 

Pour  avoir  l'équation  de  l'axe,  remarquons  que  les  formules  directes  de  transformation  sont  identi- 
ques aux  formules  (1),  pourvu  qu'on  échange  x  et  y  respectivement  avec  x'  et  y'.  L'axe  mobile,  étant 
le  correspondant  de    y  =  0,     son  équation  est 

2/j'-i-  !/'(!  —  <2)  -H  pf  =  0, 
et  nous  aurons  les  équations  paramétriques  de  son  enveloppe  en  prenant  la  dérivée  de  cette  équation 
par  rapport  à  l  et  résolvant  les  deux  équations  obtenues  par  rapport  à  x'  et  à  y'.  Les  deux  équations 
indiquées  sont  : 

2/x'-i-»/'(l  — <-)4-p/'  =  0. 
2a;'  —  Ity'  -+-  3pr-  =  0  ; 

elles  donnent  successivement 

2b/^ 
'/  =  — > 

^.,     pr-{r--3) 


i 


ce  qui  nous  montre  bien  que  l'enveloppe  de  l'axe  coïncide  avec  le   lieu 
précédent. 

Reste  à  construire  cette  courbe.  Pour  cela,  nous  remarquons  encore  que  le  changement  de   l  en 
—  t  change  y  en   —  y   et  n'altère  pas  x  ;  il  y  a  donc  symétrie  par  rapport  à  Ox  et  il  suffit  de  faire 


varier   /  de  0  à   +  x  .   Pour 


0,     X  et    1/  sont  nuls. 


aussi;    pour    i  —  -^  z,    x  est  négatif  et 


y  positif.  Nous  connaissons  donc  l'arc  infiniment  petit  qui  part  de  l'origine.  Pour    /  =  ^"3,    x  rede- 
vient nul  ;  il  a  passé  avant  par  un  minimum  négatif,  pour  une  valeur  de  /  comprise  entre   0  et  1, 

y 

tandis  que   y   croit  constamment   Enlin  pour     /  =  -+- x  ,     x  et  y   sont  mfinis  et  i  on  a     -  =  0;      i!  y 
a  donc  une  branche  parabolique  dans  la  direction  Ox. 
Bonnes  solutions  de  MM.  Ladre.nce  ;  G.  Cotty. 
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1318.  —  Calculer  la  capacité  électrique  d'un  condensateur  sphérique  dont  le  noyau,  formé  d'une 
sphère  métallique  de  rayon  Ri,  est  recouvert  d'une  couche  de  substaiice  diélectrique  de  pouvoir  inducteur 
spécifique  k  et  d'épaisseur  uniforvie  R —  Ri,"  autour  de  ce  noyau  se  trouve  une  enveloppe  concentrique  de 
rayon  intérieur  Rj  plus  grand  que  R. 

Désignons  par  Q  la  charge  du  noyau. 

En  un  point  situé  à  Tintérieur  du  diélectrique,  à  une  distance  x  du  centre,  le  champ  a  pour  ex- 
pression, en  unités  électrostatiques, 

1     A 

/,■    ■    x'  ' 

La  variation  de  potentiel  correspondant  à  une  variation  dx  est  donc,  par  définition,  donnée  par  la 
formule 

dy=-~-^dx. 

k     x' 

Intégrons  entre  x=  R,  et  x  =  R.  Si  nous  appelons  Vi  le  potentiel  du  noyau  et  V  le  potentiel 
à  la  surface  du  diélectrique,  il  vient 

Entre  le  diélectrique  et  l'enveloppe,  le  champ  a  pour  expression 

Q 


et  la  variation  de  potentiel 


dV  ^--%  dx. 


On  en  déduit,  en  appelant  Vj  le  potentiel  de  l'enveloppe, 
(2)  V.-V=-Q(l-i-). 

Ajoutons  (l)et  (2)  et  changeons  les  signes 

La  capacité  est  donc 

C  -         '  '  '^^ 


v-v.       JL_..,./.-i) 


I! 
Cas  particuliers,  où  l'on  retrouve  des  expressions  faciles  à  prévoir  : 

R  =  R.,  C=^M^,  A-^l,  C=       '^■«^ 


R. —  H,  '  R..  — R, 

H  =  R.„  C  =  A...Ml_,  ,.oc.  C=      ^'^^ 


Kî-R,  ■  Ri-R 

Remarque.  —  Le  potentiel  varie  d'une  manière  continue  au  travers  de  la  surface  du  diélectrique.  U 

1     (»  ,  Q 

n'en  est  pas  de  même  du  champ,  (lui  passe  brusquement  de  la  valeur  —  -r—  a  la  valeur  — -r    subis- 


ECOLE  CENTRALE  433 


sani  une  augmentation  égale  à    -— (  1 --)•    Cette  variation  serait  produite,  en  l'absence  du  diélec- 

R"  \  k  ' 

trique,  par  une  charge  q  répartie  sur  la  sphère  de  rayon  R  et  telle  que    ^  =  0(1 j  •    D'autre  part, 

en  un  point  quelconque  du  diélectrique,  le  champ  est  le  même  que  celui  que  produirait,  sans  diélec- 
trique, la  charge  0  diminuée  de     Q(  1 -)■    Tout  se  passe  donc  comme  si  le  diélectrique  était  chargé 

sur  ses  deux  faces  de  quantités  d'électricité  égales  à  ^  et  de  signes  contraires.  ^ 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1473.  —  On  considère  la  fonction 

y  ^  c\\  X  ces  X. 
l'j  Étudier  ses  variations. 
2»  Calculer  fydx. 
3°  Développer  y  en  série. 

Retrouver  le  terme  général  de  cette  série  en  considérant   y    comme  intégrale  particulière  d'une  équation 
différentielle  linéaire  à  coefficients  constants. 

4°  Calculer  la  valeur  numérique  de  y   pour    x  =  I     avec  ">  chiffres  décimaux  exacts. 
5"  Intégrer  l'équation  différentielle  \ 

y"  +  %y'  tg  a;  -f-  2!/  tg^  x  =0. 

T.    L.* 

1474.  —  Soient  ;  et  :;'  deux  quantités  imaginaires  et  u  une  racine  carrée  de  leur  produit.  Montrer 
que  l'on  a 

mod.  z  +  mod.  :;'  =  niod.  (       _^  " "  )  +  mod.  (  "      "   -\-u  j. 

Cil.  Michel. 

1475.  —  Vis-a-vis  d'un  miroir  sphérique  de  petite  ouverture,  on  place  un  quadrillage  vivement  éclairé, 
dans  une  position  telle  que  la  droite  joignant  le  centre  du  quadrillage  au  sommet  du  miroir  fasse  avec  l'axe  de 
celui-ci  un  angle  de  43°.  Le  plan  du  quadrillage  est  normal  à  cette  droite  et  les  traits  sont  les  uns  normaux,  les 
autres  parallèles  au  plan  d'incidence  moyen.  Que  doit-on  trouver  en  explorant  le  faisceau  réfléchi  à  l'aide  d'un 
écran  ? 
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ÉCOLE  CENTRALE  {Concours  de  i 905.) 


Intersection  oe  decx  cônes  circul.^ires. 

1425.  —  On  donne  dans  le  plan  liorizontal  de  projection  le  carré  ABCD  qui  est  la  base  d'un  cube  dont  les 
autres  sommets  sont  respectivement  Ai,  Bi,  Gi,  Di.  On  demande  de  représenter  laprojection  horizontale  {abcdaibtCidi) 
de  ce  cube,  après  une  rotation  de  40°  autour  d'une  droite  PR  donnée  du  plan  horizontal.  (La  rotation  s'effectue 
au-dessus  du  plan  horizontal.) 


ÉCOLE  CENTRALE  i3o 


or 

,'   C  \ 

\ 

-vR 

Va 

^^A 

V 

■<w 

èoSv^P 

oo  (» 

Ce/a  ^<anf,  on  considère  dans  cette  seconde  position  du  cube  : 

1°  Le  cône  ayant  Di    conime  sommet  et  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ABCD 
comme  base  ; 

2°  Le  cône  ayant     D    comme   sommet  et   le   cercle    inscrit   dans   la  face 
AiBiCiDi    comme  base. 

On  demande  de  déterminer  l'intersection  des  deux  cônes. 
Dans  le  tracé  à  l'encre,  on  figurera  le  cube  en  traits  bleus  (')  et  on  repré- 
sentera le  cône  de  sommet  Di    avec  l'entaille  produite  par  le  passage  du  cône 
de  sommet    D. 

Données  numériques  :    OP  =  100""°,     PA  =  MO""",     côté  du  cube  =  liO'^'^, 
angle  V  —  30°,     angle  \V  =  60».     —  Cadre  de  STOmm  sur  430"°. 
Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur  :  Intersection  df  deux  cônes  circulaires. 

Projection  horizontale  du  cube.  —  Si  nous  prenons  comme  plan  vertical  auxiliaire  de  projection  le  plan 
mené  par  D  et  perpendiculaire  à  PR,  nous  obtenons  en  d',  d  le  relèvement  du  sommet  D  ;  puis,  au  moyen 
des  points  où  les  prolongements  des  côtés  du  carré  rencontrent. la  charnière,  la  projection  horizontale  de  la 
base  abcd.  La  projection  verticale  auxiliaire  d;rf,  de  l'arête  DD,  nous  fait  connaître  la  projection  horizontale 
di  du  sommet  de  la  base  supérieure  et  par  suite  celle  de  cette  base  elle-même  ai6,c,rfi. 

Contours  apparents  des  deux  cônes.  —  Le  cercle  base  du  cône  de  sommet  Ui  se  projette  suivant  une  ellipse 
dont  le  centre  est  l'intersection  des  diagonales  de  la  base  abcd  ;  le  grand  axe  parallèle  à  PR  a  pour  longueur 
le  diamètre  du  cercle,  130"°",  et  le  petit  axe  s'obtient  en  relevant  lextréraité  du  diamètre  perpendiculaire  k  PR 
en  f.  Cette  ellipse  touche  les  quatre  côtés  de  la  base  abcd  en  leurs  milieux.  Les  génératrices  de  contour  appa- 
rent horizontal  s'obtiennent  en  considérant  le  point  du  plan  de  base  qui  se  projette  en  di  et  menant  par  ce 
point  des  tangentes  k  la  base.  A  cet  eflfet,  on  rabat  ce  point  en  oi  sur  le  plan  horizontal  qui  passe  par  PR  et 
on  mène  par  o,  les  tangentes  à  la  circonférence  0.  Les  points  de  contact  tels  que  G  donnent  pour  relève- 
ment les  points  tels  que  ;/   oii  chaque  génératrice  de  contour  apparent,  telle   dig,   touche  la  base. 

La  base  du  second  cône  se  projette  suivant  une  ellipse  égale  k  la  première.  Pour  obtenir  les  génératrices 
de  contour  apparent,  on  peut  regarder  PR  comme  la  projection  d'une  horizontale  du  plan  de  la  base  supé- 
rieure du  cube  et  rabattre  ce  plan  autour  de  cette  horizontale  dont  nous  imaginons  que  la  projection  verticale 
auxiliaire  est  le  point  p.  Le  point  du  plan  de  base  qui  se  projetait  en  d  se  rabat  alors  en  o'  et  le  centre  de 
la  base  en  02,  de  sorte  qu'il  suffit  de  mener  par  0'  les  tangentes  k  la  circonférence  de  centre  o»  et  de  diamètre 
égal  k  130""°  pour  obtenir  les  points  de  contact  qui  déterminent  après  relèvement  les  deux  génératrices 
cherchées,  telle  est   dhi. 

Intersection  des  deux  côiiCs.  —  On  saW.  q\\e  deux  quadriques  bitangentes  se  coupent  suivant  des  courbes 
planes.  Ici  les  cônes  ont  des  plans  tangents  communs:  les  faces  du  cube  contigiies  k  l'arête  DDi  ;  ils  se  tou- 
chent en  chacun  des  points  d'intersection  k  ci  l  des  génératrices  de  contact  de  ces  deux  faces  avec  chaque 
cône.  Leur  intersection  se  compose  donc  de  deux  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  la  droite  hl. 

D'ailleurs  ce  fait  résulte  encore  de  ce  que  les  deux  cônes  sont  symétriques  l'un  de  1  autre  par  rapport  au 
plan  mené  par  le  milieu  de  l'arête  DDi,  parallèlement  aux  plans  des  bases.  Ce  plan  les  coupe  donc  suivant  la 
même  courbe;  l'autre  partie  de  la  section  étant  dans  un  second  plan  perpendiculaire  k  celui-ci,  c'est-à-dire  pa- 
rallèle k  DDi.  On  peut  remarquer  que  ces  deux  plans  divisent  harmoniquement  la  ligne  des  sommets  DDi. 
La  première  partie  de  la  section  est  un  cercle  homothétique  de  chaque  base  par  rapport  au  sommet  correspon- 
dant, le  rapport  d'homothétie  étant  —■  Ce  cercle  se  projette  donc  suivant  une  ellipse  homothétique  de  cha- 
cune des  ellipses  0  et  oi  et  dont  on  a  immédiatement  les  points  sur  chacun  des  contours  apparents.  Les 
tangentes  en    A  et  /  sont  parallèles  à  diC    et   diai. 

La  seconde  courbe  plane  est  aussi  une  ellipse,  puisque  son  plan  est  parallèle  k  DD,  et  hl,  c'est-a-dire 
au  plan  diagonal   ACAtCi     du  cube. 

On  en  connaît  les  points  At  et  /  et  les  tangentes  en  ces  points,  qui  sont  parallèles  k  dd,,  car  ce  sont  les  in- 
tersections du  plan  de  l'ellipse  avec  les  deux  plans  tangents  passant  par  DDi.  On  en  peut  construire  directement 
les  points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent:  ainsi  le  plan  auxiliaire  DDiHi  coupe  le  plan  de  l'ellipôe 
suivant    y-m,    parallèle  k    ddi,    d'où  le  point  m  sur  d/(i . 


Cl  Ici  nous  l'avons  figuré  en  trait  mixte. 
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Points  doubles  en  projection.  —  On  peut  aussi  trouver  les  points  où  les  projections  des  deux  courbes  se  croi- 
sent en  déterminant  la  ligne  des  points  doubles  de  la  projection  liorizontale  de  l'intersection  des  deux  cônes. 
C'est  la  droite  commune  aux  deux  plans  diamétraux  conjugués  des  cordes  verticales  dans  chaque  cône.  On 
connaît  les  traces  de  chacun  de  ces  plans  sur  les  plans  des  bases. 

Il  suffit  donc  de  prendre  l'intersection  de  ces  traces,  telles  que  r/n  et  dq  et  de  joindre  les  deux  points 
ainsi  obtenus  pour  avoir  la  ligne  des  points  doubles  ;  elle  coupe  la  première  ellipse  aux  points  cherchés  v,r. 
Tous  ces  points  suffisent  pour  tracer  la  courbe;  on  pourrait  d'ailleurs  avoir  facilement  la  longueur  du  diamètre 
parallèle  à  rfrfi  et  qui  est  conjugué  de  kl  en  menant  un  plan  auxiliaire  par  ce  diamètre  ddi  et  prenant  sa 
trace  sur  l'un  des  plans  de  base. 

Cône  entaillé  —  Si  l'on  enlève  le  cône  de  sommet  0,  les  portions  des  génératrices  de  conlour  apparent  du 
cône  Di  qui  lui  étaient  intérieures  disparaissent  avec  toute  la  portion  de  surface  comprise  entre  les  deux 
ellipses  et  sur  laquelle  .se  trouvaient  ces  génératrices.  Les  seules  parties  cachées  de  l'intersection  sont  donc  les 
arcs  de  chaque  ellipse  projetés  à  l'intérieur  de  l'angle  curviligne  tkr  et  de  son  opposé  par  le  sommet.  La 
ponctuation  n'offre  aucune  difticulté. 


1424.  —  ffn  appareil  est  formé,  comme  le  montre  la  fi'jure,  de  deux  boules  conductrices  égala,  l'une 
fixe  A,  l'autre  mobile  B  de  masse  ni  =  28'', 3  attachée  au  bout  d'un  fil  de  longueur 
l  =  IS'^'". 

Ces  houles,  qui  au   début  se  touchent,  reçoivent  chacune  une  charge  q   qui  produit 
B        une  déviation     0  —  60°. 
Calculer  celte  charge. 
Etablir  la  formule  algébrique  définitive  avant  tout  calcul  numérique. 

Entre  les  deux  boules  s'exerce  une  action  répulsive 

..  _     <?'     _         9- 


AB"         4/^sin^  — 

D'autre  part,  la  boule   B   est  soumise,  en  outre,  à  son  poids  mg  et  à  la  tension  du  fil . 
Ecrivons  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport,  à  l'axe  de   suspension  est  nulle;  il 
vient 

mg  t  sin  'i  = x  l  cos  — > 

4/-  sin-— 

d'où 

,    .      '>       I  6" 

q  =  2/sm  — y/Sm^sin-^. 

Remplaçons  les  lettres  par  les  valeurs  numériques  qu'elles  représentent  en  unités   C.G.S.  : 

9  =  2 X  12x0,5  v'ax 2,3x9,81x0,5  =  570. 
Celte  charge  représente  une  fraction  de  coulomb  égale  à 

570 


3x10'^ 


=  19X10- 


G.    EOUCRY,   à  Roanne. 


lionne  solution  de  M    Ctiozn  :  assez  bonne  solution  de  M.  Henry  Hrlmer. 
♦ 
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1393.  —  Un  point  matérirl  M  est  attiré  vers  un  point  firr  0  par  une  force  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  la  distance  }ilO.  Il  est  lancé  d'un  point  A  avec  une  vitesse  u„  dont  la  grandeur  est  choisie 
de  manière  que  la  trajectoire  soit  une  ellipse.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  vitesse  avec  0.\  pour  que  le 
mobile  atteigne  un  point  B  donné?  Montrer  que  le  problème  n'est  possible  que  si  le  point  B  est  intérieur  à 
une  ellipse  de  foyers  0  et  A,  ou  s'il  est  situé  sur  cette  ellipse.  Solution  géométrique.  Construire  la  direc- 
tion de  y„. 

Nous  traiterons  ]a  question  en  utilisant  les  coordonnées  polaires,  le  pôle  étant  le  point  0,  et 
l'axe  polaire  la  droite     OA. 

Posons    OA  =  r  ,     et  soit    a    l'angle  de  la  vitesse  initiale   avec  l'axe  polaire    Ox,    /•  et  0    les 

0 

coordonnées  polaires  du  point  M,  m   la  masse  de  ce  point,  et  enfin    — '—   la  force  attractive. 

(■■- 
Comme  cette  force  est  centrale,  le  théorème  des  aires  s'applique  et  nous  donne 

r-  -7-  =  C, 

dt 

et  nous  avons  C  =  ?•„«(,  sin  s. 

D'autre  part,  d'après  le  théorème  des  forces  vives,  nous  pouvons  écrire 

rfwu-  mu. 


dr 


et,  eu  intésrant. 


h    est  donc  indépendant  de 
On  sait  d'ailleurs  que 


ou,  en  remplaçant    dt    par 


h  =  0,^  — 


ds^    _  rfr2         ^  dO- 

IF  ~  IF'^'"  IF' 


dr^       C 

-777  -H  -r   =^  C' 


Uï-û 


et,  en  remplaçant    v-     par  sa  valeur 


dl 


1 


^_/J_ li_  V' — -ïl     — 

de  /  \r       c°-  )     ■   c  "^  G^ 
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Posons 77    =?  1  /  7^+-?^'   l'équation  différentielle  devient 

r  L-  y'     L  L- 


^V  =  '-.=• 


dh  =: 


v/1  —  p^ 
d'où  Ton  tire  en  intégrant 

6  —  <?  =  ±  arc  cos  p, 

p   =  COS^Ô —  tt>), 

ç    désignant  une  constante  que  nous  déterminerons  plus  loin. 

Remplaçons  p  par  sa  valeur  ;  nous  obtenons  l'équation  de  la  trajectoire 

Cette  équation  représente  une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine,  pour  axe  focal  Taxe  polaire  et 
dont  le  paramètre  p  et  l'excentricité    e  ont  respectivement  pour  valeurs 


p=  — , 


Pour  que  cette  conique  soit  une  ellipse,  il  faut  que  e   soit  inférieur  à  1  ;   il  faut  donc  que  h  soit 

négatif,  ou 

2n 
vl -<0. 

'■0 

Nous   supposerons  celte  condition   remplie;   elle  est    indépendante  de  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Soient  «  et  A  les  demi-a.\es  de  cette  ellipse  ;  nous  avons 


—  =—,  —  =  V/  1  H , 

a  il  a  ^  IX 

et  nous  en  tirons  aisément 

„  =  --.  '^=-T- 

Nous  voyons  ainsi  que  le  grand  axe  est  indépendant  de  a. 
Revenons  à  l'équation  de  la  trajectoire  : 


—  =  —  -(-  Y  7:;  -t--p-,  (cosô  coso-)-sm  ')  sinç), 
et,  pour  déterminer  o,   écrivons  que  cette  équation  est  vérifiée  par     <>  —  0,   r  =  i\  ;  nous  obtenons 


cos  <f  = 


V  C*      c» 
et,  par  suite, 


V  C*  "^  C^       [r,       C  )     _  V  Ç-^       rg  "^  r„0    ^   V  C        rg 
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L'équatioa  de  la  trajectoire  devient  alors 


±_JiWsinO,/ji. 


—  =  cos  0  '    '  "•■■"      '     " 

r         O  \ 


Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  a  de  façon  que  cette  courbe  passe  par  le  point  B  (r,  9). 
Remplaçons  C  par  j'|,U|,sina;   nous  avons  d'abord 

«5  1  vy-l  —  C^  vll'l  COS^a  C0tg2a 

C-        ("ii  ~        Z-rl        ~    rl)Vl  sin'x    ""      r-j 

donc  le  coefficient  de    sin6   est     — —■ 

r„ 

Posons  colga  =  u  ;    — -    est  égal  à    et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  tra- 

jectoire,  nous  obtenons 


r  r^vl 

ou,  en  ordonnant  par  rapporta  m. 


=  cos  0' 


( ^^  '  )  H sin  e, 

\''o  ^1fil       I        ''o 


(Ji(l  — COSO)  u  1  cos  0  |JL      ,. 

'    M- H smO 1 ; h-f7  (1— cosO)  =  u. 


Il  n'y  a  plus  qu'à  écrire  que  cette  équation  a  ses  racines  réelles,  ce  qui  nous  donne 

sin-f)  fj.(i — cos  0) 


—  cosO)  r       1         cosO  V-     ,.  ,1 

\ h  -^—(1  —  cos  0      >  0  ; 

'■51'C  L         '■  '"o  ''oî'"  J 

puis  divisons  par     1 — cos  9;     nous 

I  Su  \^  4fi- 

-t-  cosO   vl —  I  +  y; \-  >  0 . 

V  ''o  /  n 


r'I 
remplaçons  sin^9  par     1— cos^O,     puis  divisons  par    1— cos9;     nous  obtenons 

-t-  eu»' 

Pour  interpréter  géométriquement  cette  condition,  considérons  l'équation 

(1)  — î— ii--(-cos9(yi ^) +y;, ^  =  0, 

r  \  r,  J  ri 

qui  peut  s'écrire 

4(1- 

(E)  1  "^ 


r  Aixvl 

Elle  représente  une  conique  ayant  le  pôle  pour  foyer,  l'axe  polaire  pour  axe  focal. 

Comme  nous  avons  supposé     vl —  <  0,     le  paramètre  p  et  1  excentricité  e  ont  pour  valeurs 

'"o 

_      4K  „      V'~~)        ^-"^ 


4(Ji2  4(12  2|j.  , 

— T v',  —^ vô h  vl 

n  ri  r,, 

On  a    e<l,     donc  la  conique  est  une  ellipse  (E). 

2;je 
La  distance  focale   2c    est  facile  à  calculer,  on  a     2c  =  -— i — ,     et  en  remplaçant  p  et  e   par 

1  — e- 
leurs  valeurs,  on  voit  aisément  que     2c  =  r„, 

U  en  résulte  que  l'ellipse  (E)  a  pour  foyers  les  points  0   et  A. 

Cela  posé,  l'inégalité  (I)   exprime  que  le  rayon  vecteur  du  point  B  est  inférieur  ou  égal  aux  rayons 

vecteurs  des  points  de  l'ellipse  (E)   qui  sont  situés  sur  la  droite   OB  ;   par  suite,  pour  que  l'équation  en 
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u  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que  le  point  B    soit  situé  à  l'intérieur  de  l'ellipse    (E)    ou  sur  cette 
ellipse. 

Pour  résoudre  la  question  géométriquement,  il  faut  construire  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le  point 
0,  passant  par  les  points  A  et  B  et  connaissant  la  longueur  du  grand  axe  2a,  puisque  nous  avons  vu 
que  cette  longueur  est  indépendante  de  l'angle    a. 

Soit   0'  le  deuxième  foyer  ;  nous  avons 

OA  -H  O'A  =  OB  H-  0  B  =  2a, 
d'où  O'A  =  2a  —  OA,  0  B  =  2a  —  OB. 

Par  suite,  le  point  0'  est  à  l'intersection  des  deux  cercles  ayant  pour  centres  les  points  A  et  B  et 
pour  rayons    2a  —  OA    et    26  — OB. 

Il  y  a  deux  solutions. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  distance  des  centres  soit  comprise  entre  la  somme 
et  la  différence  des  rayons.  On  doit  donc  avoir 

I  OA  —  OB  1  <  AB  <  4a  —  OA  —  OB . 

La  première  inégalité  1  OA  —  OB  |  <  AB  est  toujours  vérifiée,  puisque  0,  A,  B  sont  les  sommets 
d'un  triangle.  La  seconde  peut  s'écrire 

AB  +  0B<4a  — OA. 

Elle  exprime  que  le  point  B  est  intérieur  à  une  ellipse  qui  a  pour  foyers  0  et  A,  et  dont  le  grand 
axe  est  égal  à    4a  —  0.\ . 

Pour  construire  la  direction  de   l'o'  il  suffit  de  mener  la  tangente  au  point   A  à  l'ellipse  qui  passe 

par  ce  point  et  qui  a  pour  fovers  0    et  Û'. 

*^  BROS,  à  Albi. 

Bonne  solution  par  M.  Gra.ngier,  à  Mouleydier. 
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1476.  —  Étant  donnée  une  cubique  circulaire  à  point  double,  on  joint  un  point  M  de  cette  courbe  au 
point  double,  0,  et  on  prend  la  symétrique,  A,  de  cette  droite  par  rapport  à  la  parallèle  à  l'asymptote  menée 
par  le  point  M. 

Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  lorsque  le  point  51  décrit  la  cubique. 

J.  Haag,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

1477.  —  On  considère  la  cissoïde  droite  {x^  +  y^)x—ay^  =  0  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy  et  le  cercle  générateur  x--hy-—ax  =  0.  On  prend  un  point  variable  M  sur  la  cissoïde  et  la  polaire  A 
de  ce  point  par  rapport  au  cercle. 

1°  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  OM  et  de  la  droite  A   quand  le  point    M   décrit  la  cissoufe. 

2°  Par  un  point  P  quelconque  du  plan  passent  trois  droites  A  correspondant  à  trois  points  .Mi,  M>,  Mj  de  la 
cissoïde.  Démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite,  et  construire  la  courbe  que  doit  décrire  le  point  P 
pour  que,  des  trois  droites   O.Mi,  OM»,  0M3,   l'une  soit  bissectrice  de  l'angle  des  deux  autres. 

G.  P. 
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SUR    LE  RAPPORT  ANHARMONIQUE  DE  QUATRE    POINTS   D'UN  CERCLE 

par  M.    Ch.    Michel,  professeur  de  matlit'inatiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Soient  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  x'O.v  et  y'O'j  et  quatre  points 
quelconques  Ai,  Ao,  A3,  A.  ayant  pour  alïixes  les  quatre  nombres  imaginaires  :,,  z.,,  z^,  z.^.  Je  me  pro- 
pose d'établir  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  le  rapport  anhartnonique  des  quatre  nombres  ;,,  ^2,  Z3,  z*  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  points  A,,  A»,  A3,  .^4  soient  sur  un  même  cercle  ou  une  même  droite. 

En  effet,  le  rapport  auharmonique  0  des  quatre  nombres  ^i,:^,  ^3,  Zi  qui,   par  définition,  est  égal  à 


apparaît  comme  le  quotient  des  deux  quantités 

it  =  ^ 


Pour  que  p  soit  réel,  il  faut  et  il  suflit  que  les  arguments  de  u  et  de  v  aient  une  différence  égale  à 
un  multiple  de  -.  Or,  on  a 

arg.  M  =  arg.  (r.3  — :,)  — arg.  (z,—  z.), 
arg.   V  —  arg.  (=4 —  :i)  —  arg.  (:,  —  :,). 
Mais  les  imaginaires     :■,  —  zi,     z^  —  z,,     34— ;,,     14 — :>     sont  représentées  par  des  vecteurs  équi- 
pollents  respectivement  à  A1A3,  A^Aj,  AjA,,  AsAj.  Donc,  on  a 

arg.  M  =  (A2A3,  AiAj),     à2/firprès, 
arg.  V  ~  (AjA.,  .\iA4),     à  2A-- près, 
et,  pour  que  p  soit  réel,  il  faut  et  il  suflit  que  l'on  ait 

(A.A3,  A, A3)  =  (AîAt,  A1A4),     à  k-  près, 
c'est-à-dire 

(Â^Aj,  A3A1)  =  (AjAj,  AjÂ,),     à  k~  près. 
Cette  relation  exprime  que  les  points  A3  et    h.^   sont  sur  un  cercle  passant  par  .\,  et  Ao.  lieu  des 
sommets  des  angles  de  grandeur  donnée,  dans  un  sens  donné,  dont  les  côtés  passent  par  \,  et  A,.  Tou- 
tefois, si  A3  est  sur  la  droite  AiAj,  A4  est  aussi  nécessairement  sur  cette  droite.   Le  théorème  est  ainsi 
démontré. 

2.  Supposons  que  les  quatre  points  A,,  A,,  A3,  A»  soient  sur  un  même  cercle.  D'après  le  Ibéorème 

précédent,  0  est  réel  et  on  a  ainsi 

p  =  ±  mod.  3 . 

Evaluons  d'abord  le  module  de  p.  Comme  les  imaginaires    13 —-1,     ^3  —  Zj,     -i  — -u     -t — -j     ont 

pour  modules  les  mesures  des  dislances  A1A3,  A2A3,  AjAi,  A^Aj,  p  a  évidemment  pour  module 

A.A,         A,A. 

A2A3  AjA( 
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et  ainsi  on  a 

Quant  au  signe  de  p,  il  s'agit  de  savoir  dans  quel  cas  on  a  le  signe  H-  et  dans  quel  cas  on  a  le 
signe  — .  Nous  voyons  que  p  est  positif  si  la  dilïérence  entre  les  arguments  de  u  et  de  v  est  un  mul- 
tiple paù- de  T.,  négatif  si  cette  dilïérence  est  un  multiple  impair  de  -.  Pour  que  p  soit  positif,  il  faut 
donc  et  il  suffît  que  les  angles  (AjA,,  A^A,)  et  (A.A,,  AjA,)  soient  égaux,  à  2^7t  près,  ce  qui  revient  à 
dire  qu'il  faut  et  il  suffit  que  les  points  A^  et  Ai  soient  sur  un  seul  des  deux  arcs  de  la  circonférence 
qui  ont  pour  extrémités  Ai  et  A,  ou  encore  que  les  deux  cordes  A,  A,  et  A3A4  se  coupent  à  l'extérieur 
de  la  circonférence.  Pour  que  p  soit  négatif,  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux  cordes  A, A,  et  A3A4  se  cou- 
pent à  l'intérieur  de  la  circonférence  ou  encore  que  l'un  quelconque  des  deux  arcs  A,A2  empiète  sur  l'un 
quelconque  des  deux  arcs  A3  A,. 

3.  Il  convient  de  donner  à  p  une  expression  indépendante,  dans  sa  forme,  des  positions  relatives  des 
quatre  points  Ai,  Aj,  A3,  Ai  siir  la  circonférence  qui  pasge  par  ces  points.  Or,  il  est  possible  d'adopter 
pour  l'évaluation  des  cordes  d'une  même  circonférence  une  convention  de  signes  analogue  à  celle 
qu'on  emploie  dans  l'évaluation  des  distances  sur  une  même  droite.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  faire 
voir. 

Sur  la  circonférence,  désignons  l'un  des  deux  sens  dans  lesquels  peut  se 
mouvoir  un  point  comme  sens  positif  et  l'autre  comme  sens  négatif.  Choisis- 
sons en  outre  sur  celte  circonférence  un  point  0,  de  manière  à  effectuer  une 
coupu7-e.  Cela  posé,  nous  représenterons  par  AB  le  nombre  algébrique  qui  a 
pour  valeur  absolue  la  mesure  de  la  corde  qui  a  pour  extrémités  A  et  B  et 
pour  signe  le  signe  -+-  si  un  point  mobile  sur  la  circonférence  doit,  pour  aller 
de  A  en  B,  en  se  déplaçant  toujours  dans  le  même  sens  et  sans  passer  par  le 
point  0,  se  déplacer  dans  le  sens  positif,  le  signe  — ,  si  en  point  mobile, 
dans  les  mêmes  conditions,  doit  se  déplacer  dans  le  sens  négatif.  Nous  sup- 
posons essentiellement  que  ni  l'un  ni  l'autre  des  points  A  et  B  ne  coïncide  avec  0. 

Si  on  prend  comme  sens  positif  sur  la  circonférence,  au  lieu  du  sens  choisi,  le  sens  contraire,  le 
nombre  AB  change  de  signe. 

De  la  défînition  précédente,  il  résulte  imuadialement  qu'on  a     AB  =  —  BA. 

Soient  sur  la  circonférence  deux  points  fîxes  .\  et  B  et  un  point  mobile  M.  Considérons  le  rapport 

— '—■    Remarquons  d'abord  (]ue  ce  rapport  ne  change  pas  si  on  |)rend  comme  sens  positif  sur  la  circon- 
MB 

férence,  au  lieu  du  sens  choisi,  le  sens  contraire.  D'autre  pari,  des  deux  arcs  de  la  circonférence  qui 

ont  pour  extrémités   A  et  B,    l'un  contient  le  point  0    et  est  le  lieu  des  points    .M    de  la  circonférence 

MA 

pour  lesquels    - —    est  positif,  l'autre  ne  contient  [las  le  point    0    et  est  le  lieu  des  points    M    de  la 

circonférence  pour  lesquels    -rrrr-    est  négatif.  Si,  lixant    .M,  on  remplace  le  point    0    situé  sur  l'un  des 

MA       , 

deux  arcs  ayant  pour  extrémités   A  et  B  p;ir  un  point  0'    situé  sur  I  autre  arc,  le  rapport    -— —    change 

de  signe. 

Cela  posé,  revenons  aux  quatre  points  A|,  A,,  A3,  Aj  primitivement  donnés  sur  la  circonférence  et 

considérons  le  double  rajiport,  défini,  conformément  à  la  convention  précédente,  en  grandeur  et  en 

signe, 

A.Ag       A, Ai   _   A3A1       AtA. 

A2A3   ■   A. A 4    ~    A3A0  ■    AiAi  ' 

Quelle  que  soit  la  position  du  point   0  sur  la  circonférence  et  quel  que  soit  le  sens  choisi  sur  cette  cir- 
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conférence  comme  sens  positif,  si   A3  et  A^   sont  sur  un  seul  des  deux  arcs  qui  ont  pour  extrémités    A, 

et  Ai.   les  deux  rapports     ''   '  et     *'  '   sont  de  même  signe,  et  le  double  rapport  est  positif,  aussi  bien 
AaA*  AiAs 

p  est  positif;  si  A3  et  A.^  sont  l'un  sur  l'un,  l'autre  sur  l'autre  des  deux  arcs  qui  ont  pour  extrémités 

A  A  AiA 

A,   et   A,,  — — T—  et  sont  de  signes  contraires,  le  double  rapport  est  négatif,  ainsi  d'ailleurs  que 

A3A2        A4A2 

p.   Et  réciproquement. 

Finalement,  grâce  à  la  convention  adoptée,  on  peut  écrire,    dans  tous  les  cas,  l'éaralité  suivante, 

valable  en  grandeur  et  en  signe, 

_   A, A,       AtA, 

''  ~  A3A,     ÂIÂ7' 

4.  Entre  les  (juatre  nombres   :,,  z.,,  z.^,  z,^,   on  a  l'identité 

[z,  ~  z,)iz,-z,)-h(z,-z,){z,-z,)-i-  lz,~z,){z,-z,)  =  0. 
Divisons  les  deux  membres  par    (:,  —  Zi){z3  —  z^)  ;     il  vient 

(s,  —  3.,)(33  —  Zv)  (î,  —  :3)(Si  —  z,) 


(3,  —  St)(33— Zo)  {z, 

c'est-à-dire 


1  =  0, 


-  —  i  =0. 


On  a  donc,  d'après  ce  qui  précède,  la  relation  suivante  : 
A,A,      A3.\,        A, A3      A-,A, 
A, Ai   ■   A3A..  "^  A,At  ■  Xa7 
c'est-à-dire 

A,A,.A3Ai        A.Aj.AoA; 


1  =0; 


=  0, 


AiAt.AsA,         A, Ai  A,A, 
c'est-à-dire  enfin 

A,A,.A3At-4-AiA3.A4Ai  +  A,A,.A,A3  =  0. 
On  obtient  ainsi  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  quadrilatère  inscriptible. 

Pour  lui  donner  la  forme  habituelle,  supposons  qu'un  point  mobile  sur  la  circonférence  partant  du 
point  0  et  se  déplaçant  dans  le  sens  positif  rencontre  les  quatre  points  dans  l'ordre  AiAjAsAj  et  consi- 
dérons le  contour  polygonal  A,A2A3A4A|.  C'est  un  quadrilatère  convexe  qui  a  pour  côtés  opposés 
A1A2,  AaÂt  et  A.Aj,  A4A,  et  qui  a  pour  diagonales  A, A3  et  A^A;.  Désignons  par  a,  b,  c,  d,  m  et  n 
les  mesures  des  longueurs  AiA»,  .A^As,  AjA»,  AjA,,  A1A3  et  .AjA».  En  vertu  des  conventions  précédentes, 
on  reconnaît  que  l'on  a 

A|Ao  =  a,     As.Ai  =  (,■,     A1A3  =  771,     AiAo  =  —  h,     A,At  =  </,     .Aj.^s  =  b. 

Par  suite,  on  a 

77in  ^  «'•-!-  bd. 

5.  Le  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points  A|,  Ao,  .\:,  A»,  est  une  courbe  unicursale;  il  est  possi- 
ble d'exprimer  les  coordonnées  x  et  7/  d'un  point  réel  de  cette  courbe  par  des  fonctions  rationnelles 
à  coefDcienls  réels  d'un  paramètre  réel  /.  Soient  alors  À,,  "a^,  \,  \  les  paramètres  des  quatre  points 
Al,  Ao,  A3,  ki.  On  sait  que,  si  la  représentation  paramétrique  est  propre,  le  rapport  anharmonique  de 
ces  quatre  nombres  a  une  valeur  indépendante  de  la  représentation  paramétrique  ;  c'est  cette  valeur 
constante  qu'on  appelle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,,  Ao,  .\.^,  .\ .  sur  la  circonférence. 
En  particulier,  ce  rapport  anharmonique  est  égal  au  rapport  anharmonique  constant  des  quatre  droites 
qui  joignent  un  point  arbitraire  M  de  la  circonférence  aux  quatre  points  .A,,  .A,,  .A3,  At.  Je  veux  mon- 
trer que  ce  rapport  anharmonique  est  aussi  égal  au  nombre    p,   précédemment  défini. 
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Considérons  en  effet  une  substitution  linéaire 


X  étant  réel,  i,  p,  y,  8  étant  des  nombres  imaginaires,  avec  la  condition  «5—  Py^zfrO.  Il  est  possible 
de  déterminer  les  coefficients  a,  ^,  y,  o  de  façon  que,  pour  les  valeurs  X,,  X,,  X3  de  X,  ;  prenne  les  va- 
leurs ;,,  Z2,  ^j.  Cela  posé,  supposons  que  X  varie  par  valeurs  réelles.  On  sait  que  le  point  M  d'affixe  : 
décrit  un  cercle  (ou  une  droite)  qui,  d'après  le  choix  des  coefficients  a,  p,  y,  8,  doit  passer  par  les  points 
Al,  A»,  A3;  le  lieu  du  point  M  est  donc  le  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points  A,,  Aj,  A3,  A4.  Il  est 
clair  que  les  coordonnées  x  et  y  du  point  M  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  X  et  que  le 
paramètre  X  représente  proprement  le  point  M  sur  le  cercle.  Dans  la  représentation  paramétrique  ainsi 
obtenue,  A,,  As,  A3  ont  pour  paramètres  X,,  X.,,  X3.  Or,  il  n'existe  qu'une  seule  représentation  paramé- 
trique propre  pour  laquelle  trois  points  du  cercle  aient  trois  paramètres  donnés;  par  suite,  dans  la  re- 
présentation considérée,  Ai  a  pour  paramètre  X..  Cela  posé,  comme  z  est  lié  homographiquement  à  X, 
le  nombre  ?  précédemment  défini,  qui  est  égal  au  japport  Enharmonique  des  quatre  quantités 
z„  Z2,  Zj,  Zi,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  nombres  X,,  X^,  X3,  X.,  c'est-à-dire  au  rap- 
port anharmonique  des  quatre  points  A,,  A,,  A3,  k^  sur  le  cercle.  Le  théorème  est  démontré. 

6.  Considérons  une  substitution  linéaire 

^^     :iZ-h?> 
•(Z  -t-  0  ' 

Z  et  :  étant  deux  variables  imaginaires,  a,  ?,  y,  î  étant  des  nombres  fixes  avec  la  condition  ao  —  jiyniO. 
Elle  définit  une  transformation  du  plan  qui  fait  correspondre  au  point  d'affixe  ;  le  point  d'affixe  Z. 
On  sait  que  si  le  point  d'affixe  -  décrit  un  cercle  (ou  une  droite),  le  point  d'affixe  Z  décrit  un  cercle 
(ou  une  droite).  Comme  le  rapport  anharmonique  de  quatre  valeurs  de  :  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  valeurs  correspondantes  de  Z,  on  voit  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  d'un  cercle  (ou  d'une  droite)  se  conserve  dans  la  transformation. 
En  particulier,  considérons  la  transformation  définie  par  la  relalion 

z  =  i. 

On  sait  qu'elle  est  le  produit  d'une  inversion  dont  le  pôle  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  d'une  symétrie 
par  rapport  à  l'axe  des  r.  Il  est  évident  que  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle  (ou  une  même 
droite)  se  transforment  par  symétrie  par  rapport  aune  droite  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cer- 
cle (ou  une  même  droite)  et  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  sur  le  cercle  (ou  la  droite) 
se  conserve  dans  la  transformation.  Il  en  résulte  immédialemimt  le  théorème  suivant: 

Le  rapport  nnharmon'uiue  de  rjualn'  points  d'un  cercle  [ou  d'une  droite)  se  conserve  dans   une  transfor- 
tnntion  par  inversion. 

♦ 

SUR  Ll-:  CALCUL  APPROCHÉ  DES  SÉRIES 
Ii:ir  M.  Lagrange,  professeur  au  lyci'c  de  Siiint-Eticnne. 


Dans  la  [ilupart  des  traités  d'Algèbre,  on  n'évalue  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  dans 

le  calcul  approché  d'une  série  que  dans  le  cas  0(1       "  '  '     et    y«„  ont  une  limite  inférieure  à  l'unité,  ou 

encore  lorscjue  le  terme  général  u„  est  une  fonction  de  n  dont  on  sait  trouver  la  fonction  primitive. 
Nous  nous  proposons,  dans  cet  article,  de  calculer  une  limite  supérieure  de  celte  erreui'  dans  le  cas  où 
s'applifiuo  !,i  règle  de  Duhamel. 
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Rappelons  d'abord  une  formule  connue.  Si  l'on  pose 

on  a  les  inégalités 

""ûc  dx        ^         /"se  dx 


r^  dx        ^         /"se  dx 


1         1 

la  fonction  ruimitive  de  —   étant >    il  vient 

^'^  (Ht-I)(p  +  1)^-'    ^^^    (a—  l)pi^-'' 

Cela  posé,  considérons  une  série  positive  à  laquelle  s'applique  la  rèjile  de  Duhamel.  Si  l'on  pose 
=l+a  on  a  pour  »  >  w,  na>«>>l. 

Nous  voulons  trouver  une  limite  supérieure  de  la  somme 

Rp    =    U,,_j_,  +  «;,+•>  H 

Soit  [1  un  nombre  compris  entre  1  et  A-;  nous  allons  démontrer  que,  pour  n  suffisamment  grand,  on  a 

En  effet,  considérons  la  fonction     f{.v)  =  {\  ^x^  ~l  —  kx.     Sadérivéeest    f'{x)  =  ii{l-^  xf-'  —  k. 
Elle  s'annule  et  change  de  signe  pour  la  valeur 

M-  ■' 
on  peut  donc  former  le  tableau  suivant  donnant  la  variation  de  fix)  : 

0  Xi  -4-  se 

0        décroit         minimum         croit 


fV) 

i  donc 
Nous  supposerons  donc  qu'on  a 


Pour      xsçx,,      on  a  donc     /(»  <  0.      Donc  si      h  > —     l'inégalité  (2)  sera  satisfaite. 


1 

p  >  —  ou  p  ^ 


Pour  toutes  les  valeurs  de     n  >  p,     on  aura 


^■^-'      , 


-^>H —  >    In-—     • 


Si  l'on  pose     i'„  =  — ,    il  en  résultera    !l!i±i  <  J^li^  .    On  en  déduit,  sans  difficulté, 

R,,  <  ^(«,,+,-^«,,+2 +•••), 
ou,  en  tenant  compte  de  l'inéftalité  (1). 

R„<-i^- 

u 1 

Ce  nombre  |jl  est  arbitraire  et  n'est  assujetti  qu'à  être  compris  entre  1  et  /.-.  Posons 

n  —  I      ,  .^ 
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n    étant  arbitraire.  Il  vient 

pup  n 


R.< 


A-  —  1     n  —  1 


et  l'inégalité     »  > —    devient     p  > —, ou,  en  remplaçant  tx   par  sa  valeur, 

"  X,  A"  —  [^ 

a /"oWioî-j  il  sufQt  qu'on  ait    ;j>A(n  — 1);     /j  et  A  étant  donnés,  il  y  aura  avantagea  prendre   n  le 
plus  grand  possible  ;  on  prendra  donc 


n  =  1 

P 

..,<J? 

r('4 

Il  vient  alors 
(3) 

Limili;  inférieure  de    R,,.    —  Supposons  qu'à  partir  du  rang  /;,    on  ait  constamment     na  <  k'  ;     on  a 

alors 

A-'        /.        1  \*-' 

l  +  a<  In <     1-H-        • 

n        \  n  I 

en  posant    v„  =  — 77'  on  en  déduit       "^'  >     "^      et  par  suite 


u,.  r      1 


(p-^if    [p+^r 

ou,  en  tenant  compte  de  (1), 

Nous  allons  déduire  de  ces  résultats  le  théorème  suivant  : 

n 

Théorème.  —  Si  dans  une  série  positive   »a   tend  vers  une  limite      A  >  1,      le  rapport    — —    tend 

1 

verx    —    quand   p    croît  indéfiniment. 

En  effet,  considérons  deux  suites  infinies  ayant  pour  limite  commune  A  : 

^  A,  <  A.  <  A-3  <  . . . , 

l  a;  >  a;  >  a;  >  . . . 

Etant  donné  un  nombi'e  entier  s  quelconque,  on  peut  trouver  un  rang  p  assez  grand  pour  qu'à 
partir  de  ce  rang  on  ait 

AI  >  «a  >  Aj. 

On  en  déduit 

/    p    y<-'     1  R,,  1     /      _A^\ 

'  y^T  /      a;  - 1  "^  p^  ^  A,  —  1  \  "*"  p  /  ' 

Quand  s  croit  indéfiniment,  les  termes  extrêmes  de  ces  inégalités  ont  pour  limite  commune       • 

Cas  oii  m  croit  indéfiniment.  —  La  formule  donnant  une  limite  inférieure  de  It,,  ne  peut  plus  s'ap- 
pliquer. Supposons  qu'on  puisse  Irouver  un  nombre  ?■  <  I  tel  ([ue,  à  partir  du  rang  /),  on  ait  cons- 
tamment 

H^ï  <  A  ; 
on  en  déduit 

«n  .  A 

<»-^-:i' 
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î'.^i  A  .        A 

Wn-l-2  («  +  1;  n- 


d'où  w„^_i  > 


donc 


-^ 

( 

n,,  >  ", 

1 

1 

1^4    1- 

P' 

1 

P' 

..„>^. 

On  remarquera  que,  dans  ce  cas,  on  a     «a  <  An'"'.     En  remplaçant  k  par    Xp^"'-    dans  la  limite 

supérieure  de  Rp,  on  peut  écrire 

1  /  A»'-'  ,  1 

—  p'u,,  <  R,,  <  p'Ui,  (  t  -I- 


A  '     "  ^     '    -  '   ■  '■  V  p      I  ^ l_ 

On  déduit  de  ces  inégalités  le  théorème  suivant  : 

D 

Théorème.  —  Si  dans  une  série  positive  le  produit  p':t  (3  <  i)  n  pour  limite  B,    le  rapport     -„  ''-     a 

1 

pour  limite    —    quand  p  croit  indr/inimeni. 


ECOLE   POLYTECHNIQUE  (Concours  de  1903. 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

i  3 

1402.  —  Démontrer  que  l'égalité     sinB=  — sin(2A-i-B)    entraîne  la  suivante  :    Ig^A  +  B)  =  — tgA. 

L'égalité  donnée 

1 
sin  B  =  TT  sin  (2A  +  B) 

pi'ul  se  transformer  en  la  suivante  : 

sin(A-H  B  — a)  =  -^  sin  (A -^B -H  A) 

et  elle  devient  alors 

l 

sin  (A  +  B)  cos  A  —  sin  A  cos  (A  -H  B)  =  —  [sin  {},  -h  B)  cos  A  ^  sin  A  ces  (A  +  B)] . 

En  divisant  les  deux  membres  de  celle-ci  par    cos  A  cos  (A  +  B),    elle  se  transforme  immédiate- 
ment en 

otg(A  +  B)-otgA  =  tg(A-^B)  +  tgA, 

qui  donne  de  suite 

tg(A  +  B}=|-tgA. 

Bonnes  solutions   de   MM.   ,\MBLAnD,    à   Ruines:  Bbignon,    à  Harcliolet  ;   Bnos.  à   Albi  ;  Dkssimoni..  à  Alger  ;  A.    Dicos, 
lycée  Carnet  ;  G.  FoDcnv,  à  Roanne  ;  Gabach,  à  Marseille;  J*nois,  à  iNantes. 
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1403.  —  Calculer  la  valeur  de  e-  à  un  dix-millième  près  [on  ne  supposera  pas  connue  la  valeur  du 
nombre  e). 


Nous  partirons  de  la  for- 


^^  =  ^+T  +  -r^ 


et  nouscalculerons  chaque  ter- 
me avec  six  décimales  exactes, 
jusqu'à  ce  que  le  terme  à  cal- 
culer ne  donne  plus  que  des 
0  pour  les  sis  premiers  chif- 
fres décimaux. 

Nous  ajouterons  ensuite 
les  nombres  rationnels  déci- 
maux ainsi  trouvés  et  nous 
vérifierons  que  la  somme  des 
diverses  erreurs  ainsi  com- 
1 


mises  est  moindre  que 


40* 


Nous  avons  d'abord  suc- 
cessivement : 


puis 


13 !\  14 


-— -  =  5,000  000 
1.^ 


1.2.3 

3 

=  1,333  333 

2*          1 

JY  ~  1 

4 

T 

=  0,666  666 

25             1 

5!    ~  y 

4 
"3 

=  0,266  666 

Ç)6              ^r, 

1 

eT  ~  ¥1 

T 

=  0,088  888 

C,-.                  C,6 

0 

tT  ^  ITi"  ' 

7 

=  0,02.5  396 

2'          2" 

1 

=  0,006  349 

91    =8T-?  =  0'001^*0 


qlr 

-l'j 

1 

-  =  . — - 

=  0,(tOO  282 

4U 

y: 

0 

.^11 

gio 

9. 

11  : 

10! 

ÏT 

=  0,000  051 

•.)12 

911 

1 

121 

^  hT 

■  "6 

=  0,000  008 

i)\.i 

912 

-) 



.   

=  0,000  001 

13! 

12! 

i.i 

En  prenant  e-  =  7,3890, 
nous  commettons  trois  espè- 
ces d'erreurs  :  d'abord  l'erreur 

^0       .  .        ,      , 

'-,  =-j—- qui  provient  des  deux 
10' 

derniers  chifl'res  négligés  dans 
la  somme  que  nous  venons 
d'effectuer;  puis,  sur  H  ter- 
mes calculés  approximative- 
ment,   une    erreur    moindre 

pour   chacun    que    — — ,     ce 

qui  fait  une    nouvelle  erreur 

li 
''  '^   UV'  ' 
sième  erreur  égale  au  reste  de 
la  série 


enfin,    une    troi 


14! 


lo! 


Si  nous  mettons,  dans  ce- 
lui-ci, le  dernier  terme  cal- 
culé en  facteur,  nous  aurons 


13!  \  14         14.15 

2' 


14.15.16 

213       I 


14^ 


14^ 


Cette  nouvelle  erreur  est  moindre  que 


10" 


7,389  030 

■  )'  et  par  conséquent     ;.  <   .,, 

J  ^  ^  '        13!    6 

.    Donc  les  trois  erreurs,  qui  sont  toutes  par  défaut,  et, 


go  -(-  1 1  -t-  1 
par  suite,  s'ajoutent,  donnent  ensemble  une  erreur  par  défaut  moindre  que    — ou,  a  fortiori, 


W 


100  1 

moindre  que    -_  =  _- 


10"  10* 

1 

Le  nombre  7,3890  est  donc  bien  la  valeur  approchée  par  défaut  de  r-  à   -— —   près. 

M.  GRANGIER,  à  Mouleydier. 


I!iinnos  sohiluiiis  ilc  MM.  Aviiii.viin  :  C.li.  liiiiuv 
Janoi". 


(.Ii'i  iiiiiiil-I'i'rnintl  :  Rksoimonu  :  A.  Dixos  ;   G.  l'oocnY  ;  Gadach  ; 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  ^CONCOURS  DE  1905)  ii9 

1404.  1°  Trouver  une  série  S  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable  x  et 
telle  qu'on  ait  identiquement  la  relation: 

xH  -i-.t)[2+(2  — p)x;S''-t-;(p-  — p  — 2)1^  — 4x  -2;S'-<-2p  1  4- (2  — pix  S  =  0, 
S'  désignant  la  série  des  dérivées  premières  et  S'  la  série  des  dérivées  secondes  des  termes  de  la  série  S. 

2°  Etudier  les  conditions  de  convergence  des  séries  S  ainsi  obtenues. 

3°  Examiner  en  particulier  les  solutions  qui  s'annulent  pour    x  =  0. 

4°  Qu'arrive-t-il  si  p  est  un  nombre  entier  et  positif? 

N    B.  —  Les  candidats  pourront  commencer  par  traiter  les  cas  les  plus  simples  où  p  a  l'une  des  valeurs 
i,2,  ou     -  \. 

Posons 

S  =  a^+  a,x  -h  a^x-  H i-  a,,!"  -h  ■■■ 

el  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  au  calcul  des  divers  coefficients  «„,  a,,  a,,...,  a„,...  ; 

nous  aurons  successivement 

S  =  a,  +  a,r  -H  Ojx'^  H 1-  o„x"  h — , 

S'  =  a,  H-  2(Ï2X -f-  3a3X^  -f- H(n+  lja„^,x"+  •••, 

S"  =  2a2  -i-  Qa^x  -+-  l^aiX^  -i-  •••-(-  (ru-  2)i  n  -+-  l)a„^2  a?"  H . 

En  portant  ces  trois  séries  dans  l'équation  difTérenlielle  donnée  et  annulant  chaque  coefficient,  nous 
aurons  une  infinité  d'égalités  qui  détei mineront  les  coefficients  en  fonction  de  deux  d'entre  eux  ; 

pflo  —  a,  =  0, 
p(2—  p)ao  T-  pOi  —  Sa,  —  2o,  +  Sa.  =  0, 


2(»»  — 1)0,,^,  +  (H— 2)[4n-/3(/!-^  !)]«„-+- (2  — p)(»-a)(«—p  -  I)a„_,  =  0, 

La  première  égalité  donne  a,  =  pa„;  la  seconde  donne  encore  n,  —  pa„,  à  moins  que  l'on 
n'ait  p  =  2,  auquel  cas  elle  disparaît  entièrement;  si  nous  faisons  n  =  2  dans  l'égalité  géné- 
rale, elle  devient 

6fl3  =  (/J  — l)(p— 2)a„ 

et,  par  suite,  nous  avons 

_  p(p-l)(p-2)   ^ 

"'- — oi — ""■ 

Calculons  encore  a^;  pour  cela  faisons  «  =  3  dans  l'égalité  générale;  nous  aurons  Aai=  ^p  —  ^ja^. 
et,  par  suite, 

_    p(p-l)(p-2)(p  — 3)   _ 
1.2.3.4 

Nous  allons  montrer  maintenant  que,  d'une  manière  générale,  pour  les  autres  valeurs  de  >i,  nous 
avons  toujours 

__    p(p—  i]..  .(p—n-T-i] 


-a„. 


A  cet  effet,  nous  admettrons  la  loi  jusqu'à  «„  et  nous  l'établirons  ensuite  pour  a„_^,. 
L'égalité  générale  nous  donne  alors 


2(n2  — l)a„^.  =    ("--)(P"+P-i"Wp  — <)--'/^— "  +  1 


■Oo 


-  (2  -  p),n  -  3),,  -  p  -  1)   '^-'l:;_%-"^'^  0., 
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2(h-  — 1K+,  =  ^ '^'^^^ ^^^  fl„[(n-2)(pn4-p-  .4„)  — «(n-SXp— 2)]. 

En  suppiimatit  les  deux  facteurs  2  et     n  —  1,     nous  trouvons  facilement 

p\p  —  !)...(/*  — h) 

"'-'^ ^^TT)! ""• 

La  loi  est  donc  générale. 

La  série    S,  si  elle  existe,  est  donc  la  série 

P                    ,        ?*(?  — l)(îB— 2)        ,                 n(n  —  \')...{p—n-^i) 
«0  +  y  V  +  «--a.-^ -^ -^^^^^-j-^^^ -oy^ ^J-^ — ^1 a,i-^---, 

et  nous  voyons  qu'elle  ne  diffère  de  la  série  du  binôme  ao(l  -^  x)''  que  par  le  terme  en  x^  ;  elle  est 
donc  convergente  pour  les  valeurs  de  a;  comprises  entre  ^1  et  +1,  et  seulement  pour  ces  valeurs; 
nous  sommes  donc  sûrs  que  dans  cet  intervalle  ["équation  dilférentielle  linéaire  proposée  admet  l'in- 
tégrale 

S  =  ).x2-4-[ji(l  -+-x)^, 

X  et  [A  étant  des  constantes  arbitraires.  Comme  les  deux  fonctions  x-  et  {\.+x)f  sont  linéairement 
indépendantes,  cette  fonction  S  est  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  différentielle.  Il  est  facile 
de  vérifier  directement  qu'elle  convient  à  cette  équation  dans  tout  autre  intervalle,  pourvu  toutefois  que 
(1  +  xY     existe  dans  cet  intervalle. 

Pour     1=0,     S  =  ;ji,     la  fonction  ne  peut  ^.'annuler  que  si  ;ji  est  nul  et  alors  la  solution  envisagée 
se  réduit  à  )a-. 

Si  p  est  entier  et  positif,  la  solution  se  réduit  à  un  polynôme  entier  de  degré  p. 

En  traitant  à  part  les  cas  particuliers  où    p  =  I,    p  =  2,     on  trouve  que  les  coefllicients  sont  nuls 

à  partir  de  03,  et  les  calculs  se  simpliQent  considérablement. 

J.  11. 

Nous  avons  tenu  adonner  d'abord  une  solution  très  simple  de  la  question,  conforme  à  la  marclie  indiquée  dans  l'énoncé; 
mais  il  nous  semble  utile  de  publier  en  outre  la  solution  suivante  de  nature  toute  difTérente: 

Deuxième  solution.  —  Je  me  propose  d'intégier,  sans  recourir  aux  séries,  l'équation 

;-;^l  +x)[2-\-(i—i,)x^i"^(p'^  —  ,)  —  -2)x'-—ix  —  ifi'->r-2p[i  -|-(2— p)a;,S  =  0, 
OÙ  s.  S',  S"  désignent  une  fonction  de  x  et  se.s  deux  premières  dérivées. 

Les  coefticients  de   S",  S',  S   étant  trois  polynômes  entiers  de  degrés   3,  2,  1,   il  y  a  lieu  d'essayer  coinine 
solution  particulière  un  trinôme  du  second  degré    ax--k-bx-'rc.    En  substituant  ce  trinôme  à   S   dans  l'équa- 
tion, on  constate  facilement  que  l'équation  est  identiquement  vérifiée  en  prenant     i  :=  c  :=  0     et  laissant 
arbitraire.  L'équation  admet  donc  la  solution  particulière    S,  =  x'-. 

Si  donc  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme  abrégée 

(t  )  S"  -I-  PS'  -H  QS  =  0, 

nous  avons  l'identité 

(2)  s';-t-Ps;-i-QS,  =  0. 

En  sorte  que,  d'après  l'identité  (2),  l'équation  (1)  peut  s'écrire 

(3)  s,s"  —  ss;'  +  P(s,s'  —  ss;)  =  o. 

Posons  alors 

(4)  s,s'  — ss;  =  5, 

l'équation  (3)  devient 

î'  4-  Po  =  0, 
d'où  l'on  déduit 

(r.)  G  =  Cc-/'"'^ 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Mais  on  divisant  la  relation  (4)  par  Sf,  on  obtient 


[i:)-W 
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On  en  conclut 


c'est-à-dire,  d'après  la  relation  (5), 

S  =  S.[cyi^rf:.  +  C']. 


Or  on  a 

On  en  déduit 
et,  par  suite. 


P  = 


_   {p^  —  p  —  2)x  —  ix—2   __        i p— 1 


x(l  +  x)[2-\-(2—p)x]  X         1-1- A-        2-)-(2— p)x 

f?dx  -  —  Lx(l  -H  a;)J'-'i2  -)-  (2  —  p)j:] 
''«-^rf.=     p(l+a:r':2  +  (2-,)..j^^ 

=7 


■.'c(H-a:) 

;-':2-(-(2- 

-p)..i 

'  (1  -1-  a-)/' 

•'2(1-1-3;) 

—  pxj 

ai 

dx 


=,/-<i±ît^-,r 


d^-. 


Or  on  a 


On  a  donc 
et  finalement 


_   (l-t-x)^         _p    /•  (1  -t-  a;)y-'  ^^ 
—  2x2     "^  2  J  a;'^ 

j'e-f'"'''  {i+x)i' 

J  -^j-dx=      _^, 

s  =  œM  — ^^ ^ — hC'\  ou 


m  S  =  Cia;-  -H  dH  -(-  x))', 

Cl  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires. 

Remarque.  —  On  peut  aussi,  après  avoir  observé  que  ax-  (a  étant  une  constante  arbitraire)  est  une  solu- 
tion particulière,  chercher  k  mettre  l'intégrale  générale  sous  la  forme  S  =  ax^,  a  étant  fonction  de  x.  En 
désignant  alors  par  a'  et  a"  les  deux  premières  dérivées  de  «,  et  substituant  S  =  ax-  dans  l'équation,  on 
obtient 

a"x-  -+-  ia'x  -+-  2a  -+-  ?{a'x^  -+-  2ax)  +  Qnx^  =  0 
OU,  puisque  la  proposée  est  vérifiée  par    S  =^  ax^,    quand  a  est  constant, 

a'V^  -+-  ka'x  4-  Va'x^  ^=  0, 
c'est-à-dire 

On  en  conclut,  par  une  première  intégration, 

La'  =  —  La;'  —  fPdx  -h  LC, 
C  étant  une  constante  arbitraire,  ou,  d'après  un  calcul  fait  ci-dessus, 

La'  =  —  Lrr'  -I-  Lx{  1  -(-  x)l'-'[2  -+-  (2  —  p)x]  -+■  LC, 

d'où 

C{l-hx)i-';2-^{2  —  p'x] 

a   =  ^- 

x^ 

et,  par  suite,  en  se  reportant  encore  au  calcul  précédent, 

S  =  ax^  =  Cx^rii^^  _,_C'l  =  C,x'-  +  C,[l+xy, 

Cl  et  Cs  étant  des  constantes  arbitraires. 

Etienne  POMEY,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

M.  Richard,  professeur  au  lycëe  de  Dijon,  nous  a  envoyé  une  solution  semblable  à  celle  qui  est  exposée  dans  cette 
remarque. 

.Même  solution  de  M.  G.  Foccrt,  à  Roanne 
Bonne  solution  de  M.  Grangibb,  à  Mouleydier. 


D'oii  entin 
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Géométrie    analytique. 

1405.  —  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0;,  on  considère  deux  cônes 
(S)  et  (T),  se  coupant  à  angle  droit  suivant  0:  et  dont  les  sommets  S  et  T  sont  situés  sur  la  partie  posi- 
tive de  Oî,  de  façon  que  OS  =  •;,  OT  =  -('(-('  >  y)  '■  leurs  bases  dans  le  plan  Oxi/  sont  des  circonfé- 
rences dont  les  centres  et  les  rayons  sont  A  et  a  pour  (S)  et  B  et  b  pour  (T). 

Les  deux  cônes  ont  ainsi  en  commun,  outre  l'axe  Os,  une  courbe   (T). 

l"  Former  l'équation  de  la  cubique  (C),  projection  de  (T)  sur  le  plan  xOg,  et  construire  cette  cubique. 

2»  Soit  PQ  une  corde  quelconque  de  (T)  (obtenue,  par  exemple,  en  la  considérant  comme  située  sur 
une  génératrice  (G)  d'un  hyperboloide  passant  par  l'intersection  complète  des  cônes  (S)  et  (T)  ;  soit  pq 
la  projection  de  PQ  sur  le  plun  xOij  ;  cette  projection  rencontre  la  cubique  (C),  outre  les  points  pet  q, 
en  un  troisième  point  m. 

On  demande  le  lieu  de  la  droite    PQ   dans  les  cas  suivants  : 

i°  Le  point  m  est  fixe.  —  2"  Les  droites  Op  et  Oq  font  des  angles  égaux  avec  Ox.  —  3°  La  corde 
pq   est  vue  de  l'origine  suivant  un  angle  droit. 


Le  cùne  de  sommet  S  a  pour  équation 

(i) 


■ï) 


0; 

:    0. 


'{{x-  -H  î/2)  -+-  2(3  j(:  - 
le  cône  de  sommet  T  a  pour  équation 

(2)  i{x'--^y^)  +  2by{-.-t')  = 
1.  L'ensemble  des  deux  équations  (1)  et  (2)  représente  l'axe  0;  et 

la  cubique  r.  Eliminant  ;  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
l'équation  de  la  cubique  C,  projection  de  r  sur  le  plan  des  xy  : 

(3)  {b'iy  —  a-('x)(x'^  +  y-)  -f-  2aè(Y'  —'^xy  =  0 . 
C'est  une  cubique  circulaire,  présentant  à  l'origine   un  point 

double  où  les  tangentes  Ox,  Oi/  sont  rectangulaires.  Cette  cubique 
est  donc  une  stropho'i'de.  Pour  la  placer,  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  o  et  6  positifs  comme  dans  la  figure.  L'équation  (31  ne  peut 

être  satisfaite  si     y<0    et    x>0;     la  courbe  C  ne  peut  donc  traverser  l'angle   xOy'.    Déterminons 

l'asymptote  correspondant  ;i   la  direction  asymptotique     b-;y  —  a-j'x  =  0.      Il  suHit  de  calculer    h    de 

manière  que  la  droite 

b-(y  —  (i-;'x  -}-  h  —  0 

coupe  la  courbe  en  un  point  de  plus  au  moins  à  l'infini,  ce  qui  donne 

O'f-  -+-  bW- 

quantilé  positive  ;  et  l'abscisse  du  [joint  d'inter>ectiûn  de  la  courbe  avec  son  asymptote  est 
h^  a"i'^ -h  b-'f-  %i^b--('('-{'('  —y) 


La  courbe  a  donc 
négatif. 


aa     /7^Y(-f'  -  ïKa-Y''  —  frf}  a  Y'  —  6'y* 

'une    ou  l'autre  dos   dispositions  ci-aprùs,   selon  que 


a-;'  —  b-(    est  positif  ou 


Remarque.  —  I^a  solution  géométrique  de  celte  partie  est  immédiate.  Toute  cubique  gauche  se  pro- 
jette sur  un  plan  suivant  une  cubique  à  point  double  (projection  centrale  ou  oblique).  Dans  le  cas 
actuel,  la  cubi(|ue  gauche  r  contenant  les  points  S  et  T,  le  point  double  de  la  projection  sur  le  plan 
des  xy  est  le  point  0.  Les  tangentes  en  ce  point  sont  les  traces  des  plans  tangents  aux  cônes  S  et  T 
suivant  Os,  c'est-à-dire  Ox  et  Oy.  —  La  cubique  r  perce  le  plan  des  xy  aux  points  communs  aux 
deux  cercles   (A)   et    (B),    sauf  le  point   0. 
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io3 


>  0. 


■hY  <  0. 


Par  suite    C    passe  aux  points  cycliques  et  au  point    D,    deuxième  point  dinterseclion  réel  des 

cercles  (A)  et   (B). 

La  cubique  C  est  donc  une 
stroplioïde. 

Pour  obtenir  un  point  quel- 
conque de  r,  on  peut,  par 
exemple,  couper  les  deux  cônes 
par  un  plan  passant  par  0:,  ce 
qui  donne  dans  chacun  d'eux 
une  g-énératrice  autre  que  0;  et 
ces  deux  génératrices  se  coupent 
au  point  cherché. 

Ce  point  est  rejeté  à  l'infini  si 
les  deux  génératrices  sont  paral- 
lèles. Pour  obtenirleur  direction 
dans  ce  cas,  transportons  le  cône  (S)  parallèlement  à  lui-même  de  façon  à  lui  donner  le  point   T   pour 
sommet  ;  la  base    (.\)    se  transforme  ainsi  en  un  cercle    (Ai),    passant 
par  0    et  ayant  pour  centre  le  point    A,    tel  que 
OAi   _  OT 

ÔÂ~  ~  OS ■ 

Soit  I,  le  point  d'intersection  autre  que  0  des  cercles  (A,)  et  B, 
1  le  point  correspondant  du  cercle  (A).  Ti,  est  la  direction  asympto- 
tique  de  la  cubique  gauche,    Oï,   celle  de  sa  projection    C. 

1/asymptote  correspondante  de  la  cubique  gauche  est  l'intersec- 
tion des  plans  tangents  aux  cônes  (S)  et  (T)  le  long  des  génératrices 
parallèles    Sa,  T=ei. 

Soit  6  le  point  d'intersection  des  tangentes  en  a  et  a,  aux  bases  de  ces  deux  cônes  ;  c'est  un  point 
de  l'asymptote  de  la  cubique  gauche.  Quant  à  l'asymptote  de  la  projection,  elle  s'obtient  en  menant  par 
9   une  parallèle  à  Oï,. 

2.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  plan  ^/ =  tx,  passant  par  0:,  coupe  la  cubique  r  aux 
deux  points  S  et  T  et  en  un  troisième  point  variable  dont  les  coordonnées,  en  fonction  de  /,  s'obtien- 
nent à  l'aide  des  équations  (1)  et  (3)  par  exemple.  On  trouve  : 

2a6(Y  —  t)/ 


(4) 


(3) 


{/yv'-a-r')(<-H-l) 
2ab{-i  -  ■c')e- 

.     bl  -  a 


"    b'(t  —  a-(' 

Les  deux  premières  équations,  les  équations  (4),  expriment  en  fonction  du  paramètre  t  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  m  de  la  cubique  G.  Nous  observerons  que  t  est  le  coefficient  angulaire 
de  la  droite  Om  dans  le  plan  des   xy. 

Considérons  l'une  quelconque  des  quadriques  passant  par  l'intersection  complète  des  cônes  (1)  et 
(2).  Elle  a  pour  équation 

f6 1  (Y-t-  ).y')(^-  -t-  'f)  +  2[ax(::  -■()  +  ÀAyi^:  —  ■{)]  =  0, 

ou  encore 

[x{'i  -t-  l'i'>  ^  2rt(:  -  y)  <x  =  -~  [(y  -t-  li')y  +  2X6(:  -  Y')]y. 
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i8) 


Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  cette  qiiadrique  sont  donnés  par  les  équations 

X  =  —  (^:(t -h  V)y  H-  2>.<'(3  -  y')], 
;/  =  H[(7-HXY>-t-2a(s-Y)]; 

y  =  '■'■, 

[(y  -+-  h'jy  +  2X6(3  —  YÏJ  +  [a;(Y  -4-  x-f')  -k  2a(j  -  y)]  =  o . 

Appelons  premier  syslème  celui  qui  est  représenté  par  les  équations  (7),  deuxième  si/slème,  celui  qui 
correspond  aux  équations  (8).  0:  fait  partie  du  premier  système  et  correspond  à  |jl  =  0.  Toute  géné- 
ratrice du  premier  système  rencontre  la  cubique  r  en  deux  points  variables  P  et  Q,  tandis  que  toute 
génératrice  du  deuxième  rencontre  la  cubique  ''  en  un  point  seulement.  Inversement,  X  et  jjt  étant 
deux  paramètres  indépendants,  les  équations  (7)  représentent  toutes  les  cordes  PQ  de  la  cubique  r. 
Proposons-nous  de  former  l'équation  aux  t  des  points  de  rencontre  de  la  corde  PQ  avec  la  cubi- 
que r.  Pour  cela,  considérons  le  plan  projetant  PQ  sur  le  plan  des  xy  ; 
ce  plan  projetant  est  percé  par  la  cubique  en  trois  points,  dont  les  points 
P  et  Q  et  un  troisième  M  non  situé  sur  la  droite  PQ.  La  tracede  ceplan 
sur  le  plan  des  xy,  c'est-à-dire  la  projection  pq  de  la  droite  PQ,  coupe 
donc  la  cubique  C  aux  trois  points  p,g,in,  projections  des  précédents. 
Cela  posé,  éliminant  :  entre  les  équations  (7)  on  obtient  l'équation  du  plan 
projetant  : 

}Jiy  -I-  ax  =  fi(Y  -+-  Xy')(X/m'  —  ay). 
Puis  substituant   dans  cette  équation  les  valeurs  (4),  il  vient,  toutes 
réductions  faites, 

{Ut  -h  a){li).-!  —  ii-;t-  —  t)  =  0, 

Iht+a  -  0, 

H^Y-i'^  -h/  — X;jiy'  =  0- 

1"  La  deuxième  de  ces  équations,  l'équation  (lU;,  étant  seule  à  dépendre  ii  lafoisdes  deux  paramètres 
X  et  |ji,  donne  les  t  des  deux  points  variables  P  et  Q,  tandis  que  l'équation  (9)  donne  le  l  du  point  M. 
Par  suite,  X  restant  constant,  le  point  M  reste  tixc  sur  la  cubique  r,  et  comme  la  droite  PQ  rencontre 
la  projetante  Mm,  pq  passe  constamment  parun  point  (ixe  m.  Inversement,  si  l'on  astreint  pq  àcouper 
la  cubique  G  en  uniroisième  point  donné,  fixe,  m,  correspondant  à  la  valeur  /,  du  paramètre  /,  l'équa- 
tion (9)  détermine  pour  X  une  valeur  fixe  X  =  —  - — >  et  l'équation  (10)  donne  ensuite  les  t  des 
deux  points  variables  P,  Q .  La  corde  PQ  ne  dépend  alors  que  du  paramètre  arbitraire  n.  Si  l'on  élimine 
(ji  entre  les  équations  (7),  on  revient  à  l'équation  (6).  Donc  enfin  le  lieu  de  PQ  est  représenté  par  l'équa- 
tion (6)  où  l'on  fait    X  = —  - —  :  c'est  l'hyperboloïde  du  faisceau  (6)  qui  admet  la  droite  Mw   comme 

génératrice  du  deuxième  système. 

Ce  résultat  est  trop  évident  géométriquement  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en  développer  la  démonstra- 
tion. 

-1"  Supposons  maintenant  que  PQ  soit  astreinte  à  la  condition  que  0/),  O7  forment  des  angles 
égaux  avec  Oa;.  f^es  racines  de  l'équation  (10)  doivent  alors  avoir  zéro  pour  somme,  ce  qui  donne 
(ji  =  oc.  Les  équations  (7)deviennent 

Y;/  +  W.'/  +  26(:-r)J  =  0, 
Y-T  H-  2a(:  —  y)  4-  X.y'x  =  0. 
Eliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  le  lieu  demandé  : 
y;/  iy  +  tb(z  —  '{]  ■ 

Y.c-+-2a(:  —  y)  y'-*^ 


=  0; 
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à  Ox.    Mais  les  points 


c'est  ua  paraboloïde  passant  par  la  cubi'jue  r,  mais  ne  passant  pas  par  0:.  Son  équation  étant  satisfaite 

quand  on  y  fait    x  =  0,     z  =  ■(,  il  contient  St,  parallèle   à   Oy  menée  par  S  ;    de    même,   si   l'on    fait 

y  =  0,     3=  y-,     donc  il  contient  aussi  T;  parallèle  à  Oa-  menée  par  T. 

Ces  résultats  étaient  à    prévoir  géométriquement.  En  effet,  soient  p,  et  qi  les  traces  de  0^,  Oç 

sur  le  cercle  (A);  Pi  çi  doit  être  constamment  parallèle  à  0;/,  si  Op,  Oq  sont  symétriques  par  rapport 
P,  Q  étant  sur  le  cône  (S)  se  projettent  du  point  S  en  pi,^,  sur  le  plan  des 
xi/.  Il  en  résulte  que  le  plan  SPQ  passe  constamment  par  S>r„  parallèle  à  Oy. 
Le  lieu  de  PQ  est  donc  le  lieu  d'une  droite  variable  rencontrant  Stj  et  s'appuyant 
en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  r.  On  montrerait  de  même  que 
cette  droite  rencontre  constamment  T;.  Le  lieu  est  une  quadrique  suffisam- 
ment délinie  par  ces  conditions.  Nous  reviendrons  du  reste  sur  ce  point  dans  une 
remarque  par  laquelle  nous  terminerons  le  problème. 

3°  Supposons  que  la  corde    PQ  se  déplace  de  façon  que   Op,  Oq    soient  rec- 
tangulaires. Le  produit  des  racines  de  l'équation  (10)  doit  alors  être  égal  à  —  1 ,  ce 

qui  donne    \  =  -L,     et  le  lieu  de    PQ   est  représenté  dans  ce  cas  par  l'équation 

(6;  où  Ton  fait    >.  =  —■' 

2-,.^(.r^  +  y')  -+-  2aY'(:  -  •()x  -^  2b-(y{z  -  ■(')  =  0  ; 
c'est  un  hyperbololde  du  faisceau  (6).  Il  contient  la  droite   S.\, 

ly  =  0,  -(x-i-a{z — v)  =  0, 

et  la  droite   TB, 

x  =  0,  Yy+  f>(z  -  /)  =  0. 

Ces  résultais  se  démontrent  géométriquement  comme  au  n°  précédent  :  dans  les  conditions 
actuelles,  la  droite  p//,  passe  constamment  au  point  A;  et  par  suite,  le  plan  SPQ  contient  constam- 
ment la  droite  SA. 

4°  Généralisons  les  résultats  des  deux  paragraphes  précédents. 
Sil'on  astreint  les    t    des  points    p.q    à  vérifierune  relation  involutive  de  la  forme 

Xii'-hB{t-v-t')—C  =  0, 
Téquation  (10)  donne  alors  entre    a    et     -j.  la  relation 

A>,aV  +  B-HCav=  0. 
Et,  en  éliminant  les  paramètres    /-n  et   ;i.    entre  les  équations  (7)  et  la  relation  précédente,  on  obtient  le 
lieu  de  la  corde  PQ: 

A-/  Cy  B 

■('y  -t-  26(î  —  Y')  Ti/  —^ 

•('x  -[X  H-  2â(;  —  y)  y 

c'est  un  hyperboloïde  contenant  la  cubique   r,   mais  ne  contenant  généralement  pas   0:  ;    car  le  terme 
indépendant  de    x    et  de   y  dans  l'équal'on  précédente  est  : 
Ay'  Cy  B 

2i(:  -  y)  0  0 

0  2n(-— ï)  0 

Pour  qu'il  soit  nul  quel  que  soit  :.  il  faut  et  il  suffit  que    15   soit  nul,  auquel  cas  la   relation  involutive 
proposée  se  réduit  à    /('  =  c'^ 

Le  n°  précédent  rentrait  précisément  dans  ce  cas. 

Géométriquement,  si  Op,  Oq  engendrent  deux  faisceaux  en  involution,  la  droite  p^q,  passe  par  un 


=  0; 


=  4aè(:  —  y)(=  — ï')- 
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point  fixe  F,  à  distance  finie  ou  infinie,  et  on  voit  comme  précédemment  que  la  corde  PQ  rencontre 
constamment  la  droite  SF.  Le  lieu  de  cette  corde  est  donc  alors  l'hyperboloïde  défini  par  la  cubique  r 
et  par  la  droite  SF  ;   il  contient  également  la  droite  TG  analogue  à   SF,    provenant  du  cône  (T). 

Remarque.  —  Nous  ferons  observer,  comme  nous  1  avions  annoncé,  que  la  cubique  r  et  une  droite 
quelconque  rencontrant  celte  cubique  en  l'un  de  ses  points,  S  par  exemple,  suffi- 
sent à  définir  un  hyperboloide  ;  il  faut  entendre  par  là  que  cet  liyperboloïde  est  le 
lieu  des  droites  s'appuyant  sur  la  cubique  en  deux  points  P  et  Q,  et  en  un  point 
M  sur  la  droite. 

En  effet,  soit  SF  celte  droite.  On  sait  qu'il  existe  une  droite  et  une  seule 
parallèle  à  SF  et  s'appuyant  en  deux  points  U  et  Y  sur  la  cubique.  Considérons 
les  deux  cônes  ayant  pour  sommets  U  et  V  et  pour  directrice  commune  la  cubi- 
que r  ;  ils  ont  en  commun  r  et  la  droite  UV,  et  définissent  un  faisceau  de  qua- 
driques  parmi  lesquelles  il  existe  un  hyperboloide  et  un  seul  admettant,  outre  la 
génératrice  UV,  la  génératrice  parallèle  SF.  Les  génératrices  de  cet  hyperboloide 
qui  sont  de  même  système  que  UV  rencontrent  toutes  la  cubique  r  en  deux  points  et  la  génératrice 

SF  en  un  point.  Cet  hyperboloide  est  donc  le  lieu  des  cordes   PQ  considérées. 

J.  R. 

Remarque  de  M.  J.  Richard,  professeur  au  lycée  de  Dijon. 

La  question  posée  revenait  à  la  suivante,  d'un  caractère  plus  général  : 

Les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique  yauclie  étant  exprimées  en  fonction  d'itn  paramétre  t,  on  considère 
deux  points  t',i"  dont  les  paramètres  ont  entre  eux  une  relation  d'involutiun  ;  trouver  ta  surface  engendrée  par  la 
droite  joignant  ces  points. 

On  sait  que  si  l'on  a  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  t,  on  peut  inversement  trouver  (^  (-  et  t  en 
fonction  de  x,  y,  z  et  écrire 

P  =  S(\  U  =  S(2,  R  =  S(, 

P,  Q,  l{,  S  étant  quatre  fonctions  de  x,  y,  z,  du  premier  degré  et  indépendantes. 

On  trouve  sans  peine  les  équations  de  la  droite  joignant  deux  points  (',  (";  ces  équalions  sont 

S<'("  — R(  !'+<")  + Q=  0, 
R<'t"  — Q(('-|-(")+P  =  0. 
On  le  vérifie  du  reste  de  suite  en  cherchant  l'inlersection  de  chacun  de  ces  deux  plans  avec  la  cubique:  On 
trouve  deux  équations  du  second  degré  en  t,  dont  les  racines  sont  t'  et  t". 
Si  l'on  a  entre  t'  et  ("  une  relation  d'involution 

ai'r  — ^(('  +  t")H-Y  —  0, 
on  obtient  la  surface  engendrée  par  la  corde  correspondante  de  la  cubique  en  éliminant  ('  et  (".  On  trouve 

S         R         Q  I 
R        0         P     =  0, 

=<  r  ï   I 


équation  d'une  surface  du  second  degré  contenant  la  cubique. 


Même  solution  de  M.  G.  Dulimbert  à  Grenol)le. 
Bonne  solution  de  M.  <;rangier,  à  Moulevdier. 


Physique. 

1406.  —  Un  fragment  démêlai,  dont  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  est  a,  plongé  dans  le  mer- 
cure, éprouve  une  poussée  p   à  0°  et  p'  à  60". 

Exprimer  le  coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  en  fonction  de  a,  p  et  p'.  Calculer  ce  coeffi- 
cient quand     jo  =  SOK"-,     jo' =  ^ggr.Silo,     a  =  837X10"'. 
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On  admettra  pour  la  densité  du  mercure  à  0°,  )3,6. 

Désignons  par  V  le  volume  du  fragment  de  métal  à  0°  et  par  x  le  coefficient  de  dilatation  absolue 
du  mercure.  D'après  le  principe  d'Archiméde,  la  poussée  éprouvée  par  le  métal  est  égale  au  poids  du 
liquide  déplacé.  Nous  avons  donc 

p  -  VX13,6. 
A  60",  le  volume  du  fragment  de  métal  est  devenu    V(l  +  60x  3ï).     On  sait,  en  effet,  que  le  coefficient 
de  dilatation  cubique  d'un  solide  est  sensiblement  égal  au  triple  de  son  coefficient  de  dilatation  linéaire  ; 
dans  le  cas  du  problème  actuel,  l'erreur  est  moindre  qu'une  unité  du  8°  ordre  décimal.  D'autre  part,  la 

densité  du  mercure  est  devenue       '- •       On  a  donc 

1-HtJOXa; 

En  remplaçant    Vxl3,6    par  sa  valeur  p,   nous  obtenons 

,  _      1-+-180X 
^  ~  ^    l-t-60a; 
et,  pour  X,  la  valeur 

X  =  P('^l^^^-P')  =  0,0001802. 

Remarque.  —  La  donnée  13,6  était  inutile. 

F.  CROZE,  à  Clermont-Ferrand. 
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1397.  —  ABCD  étant  un  trapèze  dans  lequel  le  sens  CD  de  la  grande  base  est  le  même  que  le  sens 
AB  de  la  petite,  et  CD  =  nAB,  si  l'on  prend  sur  CD  et  DB  les  points  V  et  \  tels  que  UD  =  nCU 
et     VB  =  «DV,     le  centre  de  gravité  du  triangle    .\UV  se  confond  avec  celui  du  trapèze. 

Première  solution.  —  Prenons  pour  axe  des  x  CD  et  pour  axe  des  y  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  deux  bases.  Posons     .AB  =  2'/,     CD  =  2nfl,     OE  =  6. 

Le  centre  de  gravité    G  du  trapèze  est  sur  la  droite    OE,  et  on  a  la  relation 

^V  —         — +  CD 

y^  GE  2  AB4-2nAB 

•^^       \e       b  ÔG 


\ 


CD 

2    ^ 

AB 

n 

AB^-2AB 

GÊ 
ÔG 

2n-l-l 

)H-2 

• 

On  en  tire 
ÔG  GÈ  ÔË 


jH-2   ~   ■2n-T-i    ~    S(n-f-l)         3(n -h  i) 

par  suite  les  coordonnées  du  point  G  sont 

.T  =  0,  V  =  _i i  . 

'        3(n-Hl) 

Calculons  les  coordonnées  des  points    A,  U,  V. 
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Les  coordonnées  du  point  A   sont 

a-]  =  —  o,  y^  ^=  h. 

Le  point  U  est  sur  la  droite  CD,  ell'on  a 

un  _  _ 
uc 

comme  les  abscisses  des  points  D  et  C  sont  respectivement     na     et     — na,     l'abscisse  du  point  U  est 
na  —  n^a 


,    et  par  suite  les  coordonnées  du  point  U  sont 

y,  =  0. 


l  +   »! 

na(l  —  «) 


Enfin,  le  point  V  de  la  droite  BD  est  déterminé  par  la  relation 

VB         _ 
YÏ3 
les  coordonnées  des  points  B  et  D  sont  respectivement  (ù,  h)  et  {na,  OV,  par  suite  celles  du  point  V 
sont 

x^  =  — i '  '  y 3  = • 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  ATJV  sont 

x,  +  j.,  +  i'3  ir  «a(l— n)         a(l  +  n-)~| 

A  = :^ —  =  —  I  —  «  H 1 I  =  0, 

3  3  L  1  +  J!  1  -h  "     J 

Y  ^   ;/i+ 1/2+^3   ^  if/,    ,    ^'L^^  =    b{n+2) 
3  sL    "^   <-+-»  J         3(1  +  )))  ■ 

Ce  point  coïncide  donc  avec  le  point  G,  ce  (|ui  démontre  la  proposition. 

G.  COTTY,  lycée  de  Dijon. 

Deuxième  solution.  —  Appliquons  aux  points  A,  l',  V  des  poids  égaux  à  n  -h  i  ;  le  centre  de  gravité 
de  l'enseMil)le  de  ces  poids  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  AL'V. 

Coninie  on  a  LU  =  «CU,  le  poids  appliqué  en  U  se  décompose  en  un  poids  égal  à  n  apppliqué  en  G  et 
un  poids  égal  à  1  appliqué  en  D  ;  de  même,  à  cause  de  l'égalité  VB  =  «DV,  le  poids  appliqué  en  V  se  dé- 
compose en  un  poids  égal  à  n  appliqué  en  D  et  en  un  poids  égal  à  1  appliqué  au  point  B. 

On  peut  alors  considérer  le  système  comme  constitué  par  un  premier  ensemble  de  trois  poids  égaux  ;i  n 
appliqués  aux  points  A,  C,  D  et  par  un  deuxième  ensemble  de  poids  égaux  à  1  appliqués  aux  points  A,  B,  D. 

Le  premier  ensemble  peut  se  remplacer  par  un  poids  unique,  égal  k  H»,  appliciué  au  centre  de  gravité  G, 
du  triangle  ACD,  et  le  deuxième  par  un  poids  égal  à  .3  appliqué  au  centre  de  gravité  C.  du  triangle  ABD 

Ces  deux  poids  se  composent  en  un  seul  appliqué  eu  un  point  G  de  la  droite  (iiT,.:  et  tel  que  l'on  ait 

lilii    _  _3_ 

G:(;    ~    An  ' 

Le  point  G  ainsi  obtemi  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ALI\. 
Mais  on  peut  écrire 

(;i;i  __!__   AB  _  aire  ABD 

l.od  ~  n"  ~  00   ~  aire  ACt)  ' 

et  cette  égalité  montre  que  le  point  ('■  est  le  centre  de  gravité  du  trapèze. 

Solutions  .inalUiqut'S  par  MM.  Dkdic,  écnle  d'artillerie  et  de  pi'nie,  à  Itucaresl  ;  Dessimoxh.  à  Alger  :  M.  r.njNciiKii,  k  Mou- 
leydicr. 
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CONCOURS  DE  190o  (Suite. 


CERTIFICAT    D'ÉTUDES  SUPERIEURES   {Caen,  juillet  1905.) 
Éléments  généraux  de  mathématiques 

Composition  écrite . 

I.  —  1478.  Sur  une  sphère  donnée,  on  considère  un  grand  cercle  (C),  de  pôles  A,  A';  puis  à  chaque 
point  M  de  la  surface  sphérique  on  fait  correspondre  :  1°  sa  projection  P  sur  le  plan  du  cercle  (C)  ;  2°  l'inler- 
soction  Q  de  ce  cercle  avec  le  demi-y rand  cercle  AMA'.  Déterminer  les  courbes  sur  lesquelles  doit  se  mouvoir 
M  pour  que  les  arcs  décrits  par  les  points  P  et  Q  soient  égaux.  Trajectoires  orttiogonales  de  ces  courbes. 
Rectification  de  l'une  des  trajectoires. 

Il  —1479.  On  donne  deux  cercles  (C),  (C)  de  rayons  R  et  1/2  R,  situés  dans  des  plans  parallèles  et 
ayant  leurs  centres  sur  une  perpendiculaire  à  ces  plans.  Un  point  M,  de  masse  1,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  (C) 
et  un  point  M',  de  même  masse,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  (C),  s'attirent  mutuellement  avec  une  force  égale 
à  (jt-MM'.  Déterminer  le  mouvement  dos  deux  points  en  supposant  nulles  leurs  vitesses  initiales  ;  durée  des 
très  petites  oscillations. 

Épreuve  pratique. 

I.  —  En  un  point  M  de  l'hémisphère  boréal,  on  observe  une  étoile  circompolaire  S  et  on  constate  qu'aux 
heures  sidérales  (,  t',  elle  passe  dans  un  même  vertical  ZSZ'  avec  des  hauteurs  /(,  h'  au-dessus  de  l'horizon. 
Calculer  l'azimut  a  du  vertical  ZSZ',  la  latitude  du  point  M,  la  déclinaison  de  l'étoile.  —  Application 
numérique. 
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1480.  —  1°  On  considère  la  série  entière  en    .»• 

1  +  2x-t-  ■••  +  (n--i-  l)a"  +  ••• 
Pour  quelles  valeurs  de  a;  cette  série  est-elle  convergente  ou  divergente? 

2°  Montrer  qu'entre  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs  quelconques  il  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  à  coefficients  constants. 

3"  La  série  étant  supposée  convergente,  calculer  sa  somme  et  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  au  terme 

1  1 

en   X".  —  Calculer  à  près  la  valeur  numérique  que  prend  cette  somme  pour    x  =  -j^. 

4»  Plus  généralement,  oa  considère  la  série  entière  en  x  la  plus  générale  telle  qu'entre  les  coefficients  de 
quatre  termes  consécutifs  quelconques  il  existe  la  relation  linéaire  et  homogène  trouvée  au  deuxième  para- 
graphe. Déterminer  l'expression  du  terme  général  de  cette  série. 

5°  Montrer  que  la  somme  de  cette  série,  supposée  convergente,  constitue  l'intégrale  générale,  supposée 
développable  en  série  entière,  d'une  certaine  équation  linéaire  du  troisième  ordre  que  l'on  demande  déformer. 

Cil.  .MicirKL. 

1481.  —  On  considère  un  paraboloïdo  -. 

1°  Par  un  point  M,  on  peut  mener  un  plan  P  et  un  seul  qui  coupe  le  paraboloïde  t.  suivant  une  conique  C 
admettant  le  point  M  pour  centre. 

2"  Si  le  point  M  décrit  une  droite,  le  plan  P  reste  tangent  à  un  cylindre  parabolique  et,  dans  un  cas  par- 
ticulier, |)asse  par  une  droite  fixe. 
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3"  Si  le  point  M  décrit  une  conique  dont  les  points  à  l'intîni  sont  sur  le  paraboloïde   -,    le  plan    P    reste 
tangent  à  un  cône  du  second  degré. 

4°  Laconique  C  de  section  par  le  plan  P  étant  supposée,  semblable  ou  égale  à  une  conique  donnée,   on 
demande  le  lieu  de  son  centre  M. 

Th.  L. 


DEUXIEME    PARTIE 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1399.  —  Soiet}(  OA  et  OB  deux  diamètres  rectangulaires  fixes  d'un  cercle  0,  A.  et  B  deux  de  leurs 
extrémités.  Oit  considère  deux  cercles  tanyents  au  précédent  en  A.  et  en  B  et  tangents  entre  eux  en  M. 
Trouver  le  lieu  du  j  oint  M. 

Solution  analytique.  —  Prenons  OA  pour  axe  des  x  et  OR  pour  axe  des  y;  désignons  par 
K  le  raj-on  du  cercle  0. 

Soit  n  l'abscisse  du  centre  d'un  cercle  d  tangent  en  A  au  cercle  0  ;  le  rayon  de  ce  cercle  est  égal 
à     |R  —  a\,     et  l'équation  de  ce  cercle  est  alors 

{x  —  df  -h  y-  —  (R  —  a)-  —  0 
ou  (1)  x^+?/2_R2_2a(.r— R)  =  0. 

De  même,  désignons  par  b  l'ordonnée  d'un  cercle  0^  tangent  en  B  au  cercle  0  et  ayant  pour 
rayon     |  R —  b  \;     l'équation  de  ce  cercle  est 

(2)  x^-  +  y^--H^--2b(y-R)  =  0. 

Pour  exprimer  que  les  deux  cercles  Oi  et  0>  sont  tangents,  il  suffit  d'écrire  que  l'un  de  leurs  points 
communs  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 

(3)  ^_^|._1=0. 

a         b 

Nous  aurons  donc  l'équation  du  lieu  du  jjoint  de  contact  en  éliminant  a  çX  b  entre  les  équations 
(1),  (2)  et  (3). 

Les  deux  premières  nous  donnent 

_  X-  +  y-  —  R-  _  X-  -h  y-  —  R'^ 

"'  ^       ^2(x  —  R)     '  '  ~       2(!/  -  R) 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (3),  nous  avons 

2a:(a?-R)  +  2?/(y-R)        ^_^ 
x^  +  y^—K- 
ou  a2+-y'  — 2Ra;  — 2Ry-l-R- =  0, 

ou  encore  (a;  —  R)-  -+-  [y  —  R)-  —  R-  =  0. 

Cette  équation  représente  le  cercle  qui  est  tangent  en  k  et  B  aux  droites  0.\  et  OB. 

.liLEs  YERN.MX,  école  des  Mines,  àMons. 

Solution  géométrique.  —  Soit  M  le  point  de  contact  des  deux  cercles    Oi  et   Oj.    tangents  an  cercle  0 

respeclivenunl  aux  points    0|    cl   Oî,    et  soit  C    le  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur   OA   et   OB. 

Les  axes  radicaux  des  cercles    0,  Oi,  Oi,    pris  deux  à  deux,  passent  par  un  même  point;  il   en  résulte  que 
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hi  tangenle  commune  en    M    aux  cercles    Oi    et   0^   passe  par  le  poiot   C.    On  a  donc 

CM  =  CA  =  CB  =  H  ; 
par  suite  le  lieu  du  point   M    est  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  C   et  pour  rayon    li. 

Jlles  YERNAUX. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Cotty,  lycée  île  Dijon  :  Hunri  CnAsotzE,  lycée  J'Alger;  Daiiuqv,  lycée  d'Alger  ;  Dessimond,  à 
Alger  ;  G.  Folcry  à  Roanne  ;   H.  Janois,  à  Nantes  :  R.  Javelot,  k  Lille  ;  A.  Sainte  Lague  :  N.  K  ;  I'révot,  lycée  de  Reims. 


1411.  —  Étant  donnés  deux  axes  Ox,  Oi/  faisant  entre  eux  l'anijle  0,  on  marque  sur  Ox  un  point 
fixe  A,  d'abscisse  a. 

Ihj  a  une  infinité  d'hyperboles  équilatères  tangentes  à  l'axe  Ox  en  ce  point  et  rencontrant  l'ace  Oy  en 
deiiv  points  dont  le  produit  des  ordonnées  est  constant  et  égal  à  b'^. 

1°  Démontrez  que  l'équation  générale  de  ces  hgperboles  est 

a- 
X-  -+-  imxy  +  -77  î/^  —  2aa-  -f-  2/.i/  +  n^  =  0, 

,         a^  -{-  b^ 
m  étant  éqal  à    -rr- 

20  Montrez  que  ces  hyperboles  ont  mêmes  directions  asymptotiques. 

3°  Déterminer  le  lieu  de  leurs  centres. 

4»  Ce  lieu  est  une  droite  :  déterminer  l'angle  0  de  manière  que  celte  droite  soit  perpendiculaire  à  l'axe  Ox. 

Ce  problème  est-il  toujours  possible  '.' 

{École  militaire  de  Belgique,  concours  de  1905.) 

1.   L'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  l'axe  des  x  au  point  A  est 

{x  —  a)-  -+-  Cj/'-  +  tnixy  -h  2),i/  =  0. 

Les  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  cette  conique  et  de  l'axe  Oy  sont  racines  de  l'équation 

Cy-  -+-  Tiy  -\-a'  =  0  ; 

a-  a? 

pour  que  le  produit  des  racines  soit  égal  à  b-,  il  faut  qu'on  ait    -—  =  6-    ou    C  =  —  ■ 

D'autre  part,  écrivons  que  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère;  nous  avons 

1  +  C  —  -Im  cos  0  =  0, 
ou 


1  H-  -—  —  2m  cos  e  =  0. 


Nous  en  lirons 


2//^  cos  0 
et  par  suite  l'équation  générale  des  coniques  considérées  est 

[x  —  II)-  -+--j-,  y-  +  'imxy  4- 2X(/  :=  0, 


b 

OU 


f{x,  y)^  X-  -+-  ^mxy  -+-  -rry^  —  2a x^  2Àt/  +  a'  =  0, 


m  étant  é^al  à 


26-  cos  0 
Elle  renferme  un  paramètre  variable  X. 
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2.  Les  directions  asymptotiques  sont  délinies  par  réquation 

a- 

elles  sont  indépendantes  de  l,  donc  elles  sont  fixes. 

3.  Les  coordonnées  du  centre  sont  les  solutions  des  équations, 

1  i  a- 

— /'  =  j-  -i-  vuj  —  a  =  0,  -r/'„  =  mx  ■+  -—y  +  1  —  0; 

la  première  ne  contient  pas  À,  par  suite  le  lieu  du  centre  est  la  droite 

j-i-  mij  —  n  =  0, 
qui  passe  par  le  point  A. 

4.  Pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  à  Oc,  il  faut  que     m  =  cos  0,     ou 

fl-  ^  b- 

:=   COSt), 

26-  cos  t) 
ce  qui  donne 

a^  -+-  l>^ 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 


^6 

a-  <.b- 


A.  DUCOS,  lycée  Carnot. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Bbo>,  ii  .\lbi  ;  k.  Dedid  ;  G.  Folcry,  ii  Hoanne  ;  H.  ,l.\xois,  à  Nantes  ;  G.  Pélissif.h,  à  Toulouse  : 
A.  de  S''  L,^Gl■E.  

1412.  —  Une  tamjeitle  variable  à  une  hyperbole  équilalère  rencontre  hs  asytnptoles  en  \  et  B.  On 
construit  sur  AB  comme  côté  un  polygone  régulier  de  n  côtés.  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  somtitels 
de  ce  polygone. 

Nous  traiterons  un  problème  plus  général  en  cherchant  le  lieu  du  point  G  tel  que  le  triangle  ABC 
soit  semblable  à  un  triangle  donné. 

Pour  déterminer  le  point  G  par  rapport  aux  points  A  et  B,  nous  poserons 
AC  =  ?n. AB,  angle  (AC,  AB)  =  i. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  asymptotes  de  l'hyperbole.  On 
sait  que  le  produit  OA.OB  est  constant;  nous  écrirons 
ÛA.UB  =  iiK 
Soit   0   l'angle  de    Ox  avec    AB    et  X   l'abscisse  du  point  A.  Dans  le 
triangle  rectangle  OAB  nous  avons 

OB  =  —  OA  tg  0  =  -^  l  Ig  6, 
OA  À 


AB 


cosO  ooso 


On  en  déduit    AC  =  ni.AB  = ,    et  comme  les  cosinus  directeurs  de  AC  sont     cos(0  — a) 

cosO 


et    sin(6  — a),     les  coordonnées  du  point  G  sont 

m),  cos  (0  —  7.) 

x  —  I. 

cos  6 

ml  sin(0— a) 


=  X  —  mX(cos  a  -(-  sin  a  tg  0), 


1/  = =  —  7î»X(tK0  cos  a  —  sina). 

•'  cose  ^° 
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Mais  nous  avons     OB  =  — 'tgO,     et  par  suite 

a-=  OA.OB  =  — ;.-tg  e 
ou     tg  0  =  —  — -  •    Remplaçons  tg  0   par  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes  ;  nous  obtenons 

,       a- m  sina 

X  —  /(  1  —  m  COS  i)  H : ; 


«^mcos  a 

1/  =  vu.  sin  a  H ; , 

A 

et  pour  avoir  le  lieu  du  point   C,    il  suflit  d'éliminer  >.  entre  ces  deux  équations. 

Pour  cela  nous  pouvons  les  considérer  comme  des  équations  linéaires   par  rapport  à   /■   et        ^-; 
et  en  les  résolvant,  nous  avons 

X  cos  ï  —  ■(•  sin  ï  1  — m.r  sina -+- 1/(1  —  m  ces  a) 

cos  a  -  in  À  ?»ia'-(cos  a  —  m) 

d'où,  en  mullipliant  membre  à  membre, 

[x  cos  «—y  sin  a)'— wir  sin  i  -t-  y(l  —  m  cos  a)"  =  7na2(cos  a  —  m)-. 
Ce  lieu  représente  une  hyperbole  ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  les  asymptotes  ont  pour  équa- 
tions 

X  cos  a  —  y  sin  a  =  0, 
—  mi  sin  3c  -\-y{\  — m  cos  a)  =  0. 

Cette  hyperbole  se  réduit  à  deux  droites  si  l'on  a  m  —  cos  a,  et  ces  deux  droites  sont  confondues 
suivant  la  droite 

X  cos  z  —  y  sin  a  =  0. 

Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  droite  passant  par  l'origine. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir.  En  elfel,  si  l'on  a  m  =  cos  a.  on  en  déduit  AC  =  AB  cos»;  le 
triani;le  .ABC  est  rectangle  en  C,  le  quadrilatère  OACB  est  inscriptible,  et  l'angle  BOG  est  égal  à 
l'angle    BAC   ou  à   a.   L'angle   BOC   étant  constant,  le  lieu  du  point  G   est  la  droite    OC. 
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1413.  —  On  cjnsidèrc  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point  \\  sollicité  par  une  accéléralion 
parallèle  à  O7  et  ayant  pour  valeur  —  g(g  >  0).  On  lance  ce  point  dans  le  pim  des  xi/,  en  0,  avec  une 
vitesse   y»  constante  en  grandeur  et  variable  en  direction.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan 

que  l'on  peut  atteindre  avec  une  vitesse  parallèle  a     y  =  mx. 

Les  équations  du  mouvement  du  point  M  sont  : 

d'-x  d'-v 

77^  =  "-  ^  =  -'^- 

En  désignant  par  i  l'angle  de  la  vitesse  initiale  avec  Ox  et  intégrant  une  première  fois,  il  vient 

•''=y„cosa.  î/' =  — ^(-f- t'osin  a  : 

puis,  en  intégrant  une  seconde  fois, 

qt- 
X  =  v„t  cos  ï,  y  =  —  ^- r-  v„t  sm  a. 

L'élimination  de  t  entre  les  deux  éiiuations  précédentes  donne  l'équation  cartésienne  de  la  trajec- 
toire du  point  M  ;  c'est  la  parabole 

(l)  !/  =  -,,  ..'^"'"  ,     +xtga. 

2t),i  cos-  a 
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Le  lieu  des  points  du  plan  que  l'on  peut  atteindre  avec  une  vitesse  parallèle  à     y  —  mx  =  0     s'ob- 
tient en  éliminant  a  entre  l'équation  (l)  et  l'équalion  du  diamètre  conjugué  de  la  direction     y  —  mi  =  0, 

(2)  ,  ^^,     +m  — tga  =  0. 

^    '  «5  COS-  a 

En  posant     tga  =  X,     les  équations  (1)  et  (2)  s'écrivent 

L'élimination  de  X  entre  ces  deux  équations  donne  le  lieu  cherché  ;  c'est  l'ellipse 
g[mx — 'iyy  —  ^v-A  y  —  mx  —  -^-^  1  =  0. 

Elle  passe  à  l'origine  et  admet  comme  tangente  en  ce  point  la  droite    y  —  m.r  =  0 

Elle  est  bitangente  à  la  parabole 

gx^ 


;/  =  0 


mx 


et  la  corde  des  contacts  est  la  droite    y -—  =  0.  ,^r,,,f.    .    . ,.  ■ 

^         2  BROb,  a  Albi. 

Bonnes  solutions:  MM.  A.  Dedio,  k  Bucarest;    G.  Foucnv,  à  Roanne  ;  M.  Grangier  ,  à  Mouleydier  ;   H.  Janois,  à  Nantes; 
G.  Pélissieb,  à  Toulouse. 

♦ 
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1482.  —  On  considère  un  plan  horizontal,  (H),  et  un  |)oint  lumineux,  0,  dans  ce  plan.  Au-dessus  de  (H) 
s'étend  un  milieu  n'fringent  dont  l'indice  de  réfraction  est  fonction  de  la  distance  y  an  plan  (H). 

t"  Former  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  d'un  rayon  lumineux  quelconque,  émané  de  0. 
2°  Intégrer  cette  équation  dans  les  deux  cas  suivants: 

n  =  ^^^ — —1    l'incidence  initiale  étan»   -^  ; 

n  :=:  aV/ r<     l'incidence  initiale  étant  -7^  •    Dans   les  deux  cas,  a  et  6  désignent  des  constantes  posi- 

V    y-^b  4 

tives  données. 

A.  Ducos,  lycée  Carnot. 

1483.  —  On  considère  deux  cercles  fixes  (C)  et  (C)  ;  par  un  point  A  du  cercle  (C),  on  mène  une  tangente 
à  ce  cercle  qui  rencontre  le  cercle  (C)  en  deux  points  B  et  C  et  par  chacun  des  points  B  et  C  on  mène  la 
seconde  tangente  au  cercle  (C).  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  droites. 

1484.  —  Pour  déterminer  l'indice  d'une  lentille  plan-convexe,  on  procède  aux  opérations  suivantes  : 

1°  On  mesure  le  rayon  de  courliure  de  la  face  convexe  à  l'aide  d'un  sphéromètre.  Le  déplacement  de  la  vis 
aflleuranl  successivement  la  lentille  et  le  plan  de  l'iustrumcnt  est  trouvé  égal  à  10i""',024  avec  une  incertitude 
de  Oiiin',005.  Le  rayon  du  cercle  passant  par  les  trois  |)ieds  est  de  S6°"°,3,  avec  une  incertitude  de  O^^.IS. 

2°  On  mesure  l'épaisseur  de  la  lentille  ;  on  trouve  20™"  avec  «ne  erreur  possible  de  O'°°',2o. 

30  On  argenté  la  face  convexe,  puis,  observant  du  côté  de  la  face  plane,  on  détermine  la  position  du  centre 
du  miroir  concave  équivalent  à  la  lentille;  on  trouve  ce  point  à95nim  de  la  face  plane,  avec  une  erreur  possible 
de  l™m. 

Calculer  l'indice,  ainsi  (pie  l'erreur  qui  pourrait  afiécter  la  mesme  ainsi  faite. 


ICnnvriiH  :  l'ne  erreur  s'est  (;lissée  ilans  le  tracé  de  la  eouibe  île  la  pa^e  Vi\  :  la  portion  poinlillée  ilciit  l'tre  symétrique 
(le  celle  (jui  est  on  trait  plein  par  rapport  à  O.t  el  non  pur  rapport  a  0;/. 

u*ii-Lb"uuc.  —  iMi'.  (.0MrK-iAci.)ii:T  Le  Itrdarleur-Grntnt  :   11.    Vl'lBKBT. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


NOTE  SUR  LES  CUBIQUES  CIRCULAIRES 

p:ir  .M.  M.  Rougié,  à  Gramat  (Loi). 


On  connaît  la  proposition  suivante  : 

Si  par  deux  points  fires  p  et  q  d' une  cubique  circulaire,  on  fait  pasiev  un  cercle  variable  qui  rencont7-e  la 
cubique  en  deux  autres  points  a  et  b,  la  corde  commune  ab  pasiC  par  un  point  fixe  c  situé  sur  la  cubique. 

En  eiïet,  considérons  un  cercle  quelconque;  il  rencontre  la  cubique  en  six  points,  dont  deux  sont 
aux  points  cycliques;  il  rencontre  donc  la  cubique  en  quatre  autres  points,  p,  q,  a  et  b.  Soient  r  le 
point  de  rencontre  de  la  cubique  avec  pq  et  c  le  point  de  rencontre  avec  ab.  La 
cubique  formée  par  les  trois  droites  pq,  ab  et  la  droite  de  l'infini  rencontre  la  cu- 
bique proposée  aux  neuf  points  p,  </,  r,  a,  6,  c,  I,  J  et  a,  a  étant  le  point  réel 
à  linfini  ;  toute  cubique  passant  par  huit  de  ces  points  passera  parle  neuvième; 
en  particulier,  la  cubique  formée  par  le  cercle  et  la  droite  rc.  La  droite  rc  passe 
donc  au  point  a  ;  elle  est  parallèle  à  l'asymptote,  et  le  point  c  est  fixe  comme  le 
point  r  {fig.  i). 

Première  conséquence. —  5i  par  un  point  c  d'une  cubique  circulaire,  on  mène 

une  sécante  variable   cab,    on 

peut  mener  par  ab  un  cercle 

langent  à  la  cubique  et  le  point 

de  contact  A    avec    la  cubique 

reste   fixe    quand    la    sécante 

tourne  autour  du  point  c. 
Pour  obtenir    .\,    on  mène 

cr  parallèle  à  l'asymptote  et, 

par  le  point  de   rencontre    r 

avec  la  cubique,  on  mène  une 
tangente  à  cette  cubique.  Le  point  /•  est  le  laiigen- 
tiel  du  point  .\. 

Deuxième  conséquence.  —  Lorsque  la  cubique 
circulaire  a  un  point  double  en  0,  le  cercle  abO 
reste  tangent  à  une  droite  fixe  en  0  (fig.  2). 

La  tangente  tixe  est  Or,  r  étant  trouvé  comme 
précédemment. 

Il  est  facile  d'en  déduire  la  propriété  d'anallagmatie  des  cubiques  circulaires  :  si  /•  et  c  se  confon- 
dent, c'est-à-dire  si  la  droite  rc  est  une  tangente  parallèle  à  l'asymptote,  on  a  ca.rb  =  c.\\  ce  qui 
montre  que  la  cubique  est  sa  propre  inverse  par  rapport  au  pôle  c. 


Kig.  3. 
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Dans  le  cas  d'un  point  double  0,  on  a  ca.cb  =  CO'  =  CA'  et  les  points  A  qui  admettent  le 
point  c  pour  tangenliel  sont  à  l'intersection  de  la  cubique  avec  le  cercle  de  centre  c  et  de  rayon  cO 
[fig.  3). 

Quand  la  cubique  n'a  pas  de  point  double,  il  y  a  quatre  tangentes  parallèles  à  l'asymptote  et  quatre 
pôles  d'anallagmatie.  Si  la  cubique  a  un  point  double,  il  n'y  en  a  que  deux. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPERIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  {Concours  de  1903.) 

GROUPE  I 

Mathématiques. 

1414.  —  On  considi're  les  trois  surfaces  du  second  degré  définies  par  les  équations 
rj=  x\  :  =  xij,  Z.V  =  ;/■=. 

1"  Soit  M  le  point  d'intersection  des  plans  polaires  d'un  point  Mo  par  rapport  à  ces  trois  surfaces  : 
on  demande  d'exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  au  moyen  des  coordonnées  Xo,  y^,  :„  du  point 
Mj  et,  inversement,  x„,  yo,  -o  au  moyen  de  x,  y,  z. 

2"  Vérifier,  sur  les  formules,  que  le  point  M  n'est  pas  déterminé  quand  le  point  M^  se  trouve  sur  la 
courbe  (C)  définie  par  les  équations 

y  =  .1%  :  =  x\ 

Oit  se  trouve  alors  le  point  M  '? 

3»  Pour  que  le  point  M^  soit  dans  le  plan  des  xy,  il  faut  que  le  point  M  soit  sur  une  surface  (S)  du 
troisième  degré.  Vérifier  que  cette  surface  contient  la  courbe  (C)  et  qu'elle  est  réglée.  Quel  est  le  lieu  du 
point  Mo  quand  le  point  M  décrit  une  génératrice  rectiiigne  de  la  surface  ? 

4°  Quel  est,  sur  la  surface  (S),  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  point  M„  soit  rejeté  à  l'infini  dans  le 
plan  des  xy  ? 

5°  Le  point  M  est  supposé  se  mouvoir  sur  la  surface  (S)  de  telle  façon  qu'il  soit,  à  chaque  instatil  i, 
sur  la  génératrice  définie  par  les  équations 

2   „  1 

et  que  son  accélération  soit  située  dans  le  plan  tangent  en    M    à  la  surface.  Montrer  que  la  coordonnée  z 
vérifie  l'équation 

t— -2/^  =  0. 

dt         z 

Intégrer  cette  équation  et  exprimer  les  trois  coordonnées  en  fonction  du  temps.  Vérifier  que  la  courbe 
(C)  est  l'une  des  trajectoires  possibles. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  trois  surfaces  données  contiennent  la  courbe 
(C)  y  =  a;-,  z  =  a;', 

qui  est  une  cubique  gauche,  osculatrice  au  plan  de  l'inDni  et  qui  passe  à  l'origine  des  coordonnées. 

1.  Les  trois  plans  polaires  du  point  Mo  par  rapport  aux  surfaces  données  ont  respectivement  pour 
éciuations 

ix„x  —  1/  —  ;/j  =  0, 

î/o^  -*-  x„y  —  ;  -  î„  =  0, 

ZoX  —  2i/,t/  -+-  Xgi  =  0. 
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Si  on  multiplie  la  seconde  par  x-„  et  qu'on  l'ajoute  à  la  troisième,  :  disparait  et  on  obtient  une 
nouvelle  équation  qui  ne  contient  que  x  et  y;  x  et  y  se  calculent  alors  aisément,  :  s'en  suit,  et  on 
obtient  (iualenient  : 


(1)  ly  = 


2X|,^  — 3a.-„i/„-|-: 

2x0-^0  —  î/o  Xq  —  j 
'iV  —  'àx^y^  +  : 


'ixo'  —  3x„î/(,  +  ;„ 

La  parfaite  symétrie  qui  existe  entre  les  coordonnées  des  points  M  et  M„,  dans  les  équations  des 
plans  polaires  du  point  M,„  nous  apprend  que  les  coordonnées  du  point  M„  s'expriment  de  la  même 
façon  à  l'aide  des  coordonnées  du  point  M;  elles  se  déduisent  donc  des  formules  (1)  en  échangeant 
les  deux  groupes  de  lettres  x,  j/,  z  et  x^,  î/o,  So- 

2.  Si  dans  les  formules  (1)  nous  remplaçons   ?/o  par  x;  et  :„  par  Xo',    nous  obtenons  des  expres- 

0 
sions  de  la  forme  —  ;  ceci  indique  que  les  nombres  x,  y,  z  sont  indéterminés.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 

s'en  assurer  en  effectuant  la  substitution  indiquée  dans  les  équations  des  plans  polaires  ;   celles-ci  de- 
viennent, en  effet  : 

2X|jX  —  y  —  x-j  =  0, 

xjx  -+-  x^y  —  :  —  xj  =  0, 
x,^x  —  2x^y  +  X|jî  =  0, 

et  leurs  premiers  membres  sont  reliés  par  la  relation  identique 

xl?  —  x„Q  —  R  =  0, 
qui  montre  que  les  trois  plans  polaires  passent  alors  par  la  même  droite,  ou,  algébriquement,  que  les 
trois  équations  se  réduisent  à  deux,  aux  deux  premières,  par  exemple. 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  a  priori,  car,  pour  un  point  de  la  courbe  (C),  les  trois  plans 
polaires  coïncident  avec  les  trois  plans  tangents  aux  trois  surfaces  et  contiennent,  par  suite,  la  tangente 
à  la  courbe  (C)  en  ce  point. 

3.  Pour  exprimer  que  le  point  M„  est  dans  le  plan  des  xy,  nous  annulons  le  numérateur  de  :„,  ce 
qui  nous  donne 

(2)  3xyz-2y^-z^  =  0. 

Cette  équation  représente  une  surface  cubique,  qui  admet  l'axe  des  x  comme  ligne  double,  et  le 
plan  des  ;x  pour  plan  de  direction  asymptotique.  Cette  surface  est  réglée,  car  tout  plan  passant  par  Ox 
la  coupe  suivant  deux  droites  confondues  avec  cet  axe  et,  en  outre,  suivant  une  autre  droite.  La  droite 
à  l'inlini  du  plan  des  :x  est  évidemment  la  seule  qui  n'appartienne  pas  au  système  des  droites  ren- 
contrant l'axe  des  x. 

Soit  y  —  Iz  un  plan  quelconque  passant  par  O.r;  ce  plan  coupe  la  surface  cubique  suivant  la 
droite 

(3)  y  =  i-^,  -^-h'-'-^^' 
c'est  la  génératrice  variable  de  la  surface. 

Il  est  visible  que  la  courbe  (C)  fait  aussi  partie  de  la  surface  cubique. 

Le  point  M  étant  sur  la  surface  (S),  le  point  M,  est  situé  dans  le  plan  des  xy  ;  par  conséquent, 
l'équation  du  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  troisième  quadrique  se  réduit  à 

21/,,»/ -x„:  =  0; 
et,  comme    y  —  /:,     le  lieu  du  point  Mo  quand  M  décrit  la  génératrice  {l)  est  une  droite  du  plan  des 
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xy,  passant  à  l'origine, 

x„  =  2ty,. 
Ce  résultat  était  évident  géométriquement;  en  effet,  si  le  point  M^  se  meut,  dans  le  plan  des  xy, 
sur  la  droite  x  =  ity,  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  la  troisième  quadrique  qui  est  un 
cône  ayant  son  sommet  a  l'origine,  est  fixe  ;  c'est  le  plan  y  =  tz  ;  le  lieu  du  point  M  correspondant 
est  donc  une  courbe  plane  ;  d'autre  part,  le  point  M  est  sur  la  surface  (S)  ;  par  conséquent,  le  lieu  doit 
être  l'intersection  de  la  surface  (S)  avec  le  plan    y  =  tz.     C'est  ce  que  nous  avons  trouvé. 

4.  Si  le  point  M»  est  situé  en  outre  dans  le  plan  de  l'inOni,  le  dénominateur  commun  aux  trois 
coordonnées  de  ce  pomt  est  nul,  et,  outre  l'équalion  de  S,  on  a  aussi 

2x'  —  3xy-hz  =  0. 
Cette  nouvelle  équation  représente  une  surface  cubique  passant  à  l'origine,  admettant  le  plan  des 
)/:  comme  plan  de  direction  asymptotique  triple,  et  contenant  aussi  la  courbe  (C). 

Pour  mettre  cette  ligne  en  évidence  dans  l'intersection  totale,  et  pour  trouver  l'autre  partie,  qui 
est  le  vrai  lieu,  nous  tirons  :  de  la  seconde  équation  et  nous  le  portons  dans  la  première  ;  nous  trou- 
vons ainsi 

y^  —  Zx'-y-h'ix^  =  0, 

équation  qui  se  décompose  visiblement  de  la  façon  suivante  : 

iy-xmy-^^^'}  =  o. 

Ceci  nous  montre  que  l'intersection  totale  se  compose  de  deux  fois  la  courbe   (G)    et  d'une  autre 

cubique  dont  les  équations  sont 

»/  -H  2a;2  =  0, 

Nous  voyons  ainsi  que  les  deux  surfaces  cubiques  se  raccordent  tout  le  long  de  la  courbe  (G)  et  se 
coupent  suivant  une  nouvelle  cubique,  qui  est  le  lieu  demandé. 

Tous  ces  résultats  sont  d'ailleurs  évidents  géométriquement  ;  car,  si  nous  supposons  que  l'un  des 
deux  points  M,  Mo  se  meuve  sur  une  droite  D,  ses  plans  polaires  par  rapport  aux  trois  quadriques  se 
correspondent  homographiquement  et  tournent  respectivement  autour  des  conjuguées  Di,  Da,  D3  de  la 
droite  D  par  rapport  à  ces  quadriques.  Le  lieu  de  l'autre  point  est  donc  la  courbe  commune  aux  trois 
quadriques  engendrées  par  ces  trois  couples  de  faisceaux  homographiques.  Ces  trois  quadriques  ont 
deux  à  deux  une  génératrice  commune  D,  ou  D,  ou  Da;  par  conséquent,  deux  d'entre  elles  se  coupent 
en  outre  suivant  une  cubique  qui  est  sur  la  troisième.  C'est  cette  cubique  qui  est  le  lieu  du  second 
point.  Or,  ici,  le  point  Mo  décrit  la  droite  à  linllui  du  plan  des  xy,  donc  le  point  M  décrit  bien  une 
cubique. 

On  peut  voir  aussi  que,  lorsque  l'un  des  points  décrit  un  plan,  l'autre  décrit  une  surface  cubique. 
Il  est  évident  déjà  qu'il  décrit  une  surface;  cette  surface  est  coupée  par  une  droite  A  en  trois  points, 
car  si  M  se  meut  sur  A,  M^  se  meut  sur  une  cubique  qui  rencontre  le  plan  donné  en  trois  points,  et, 
par  suite,  il  y  a  trois  positions  du  point  M^  pour  lesquelles  le  point  M  est  sur  la  droite  à.  Donc 
le  lieu  est  une  surface  du  troisième  ordre. 

5.  Pour  exprimer  que  l'accclération  du  point  M  est  dans  le  plan  tangentà  la  surface  S(x,  y,  z)  =  0, 
nous  écrirons  que  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  l'origine  contient  la  parallèle  à  l'accéléra- 
tion, ce  qui  nous  donnera  la  condition 

JS    d\v         t'S    (/-;/         t)S    d-z 


i)x    dl'     '     ây     dt-     '     Oz    dl-  ' 


or,  nous  avons  successivement 


—-=z3yz,  =3,r:-6yS  -— =  3xy  -  2:  ; 

()x  ôy  oz 
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"  =  T'=-^i7'       y  =  '■'■' 

dt'  3  \       dt-  dl  P 

d'y  d-z       „  dz 

— —  =  t 1-  2—  • 

dt^  dt-  dt 

En  portant  ces  diverses  expressions  dans  la  relation  indiquée,   et  effectuant  les  réductions,   nous 
obtenons 

t    dz        1 

—  -7- H 1-2/^  =  0, 

:-    dl         z 

c'est-à-dire 

4     , 

t— 2<'  =  0. 

dt  z 

C'est  bien  l'équation  diflérentielle  signalée  dans  l'énoncé. 

Pour  intégrer  cette  équation,  nous  chercherons  d'abord  une  solution  de  l'équation  sans  second 
membre, 

du 

t—, «  =  0. 

dl 

Cette  solution  est  évidente: 

!/  =  /. 

Posons  alors     —  =  lv\     nous  aurons 

:  dv 


et  l'équation  diflérentielle  deviendra 


t^  ^-21^  =  0, 
dt 


dv  =  ^Idt. 
Nous  en  déduisons  de  suiie 

V  =  t-  -(-  c. 
Par  conséquent,  la  solution  générale  de  l'équation  différentielle  est 

I 

—  =  t^^ct. 

Si  nous  jiortons  cette  valeur  de   :   dans  les  deux  équatidns  qui  définissent   .i-   et  y,   nous  avons 
finalement  les  équations  des  diverses  trajectoires  du  point   M  : 


(S) 


Il  est  visible  que  la  courbe  C  est  l'une  de  ces  trajectoires;  c'est  celle  qui  correspond  à      c  =  0. 
lionnes  solutions:  MM.  G.  Pélissieb,  à  Toulouse  :  Dessimond,  à  .\lgei' ;  Foocbv,  à  Roanne:  M.  Obangieb,  fi  Moulevilier. 


''^T 

f-^-ct  ' 

t 

r  ^ci  ' 

1 

470  ÉCOLE  NORMALE  SUPERIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


Physique. 

1415.  —  Un  tube  barométrique  vertical,  à  fond  plat,  d'une  longueur  totale  L  =  120™,  émerge  de 
l  =  100"^"^  au-dessus  du  niveau  du  mercure  dans  une  très  large  cuvette.  Le  mercure  s'y  élève  d'abord  â  la 
hmileur     H  =  80'='"     gui  mesure  la  pression  extérieure.  La  température  est  de  0". 

1°  On  introduit  alors  dans  la  chambre  barométrique  une  masse  d'air  de  I01"^?^^,f>.   On  demande  la  nou- 

velle  hauteur  x  à  laquelle  se  fixe  le  niveau  du  mercure.  {On  ne  cherchera  pas  à  calculer  x  à  plus  de    

près). 

2o  Laissant  cet  air  dans  la  chambre  barométrique,  on  y  introduit  une  masse  m  d'éther.  On  demande  la 
nouvelle  hauteur  y  à  laquelle  se  fixe  le  niveau.  Donner  la  valeur  numérique  de  y  pour     m  =  200'"S''. 

3°  Jusqu'ici  le  tube  a  été  maintenu  fixe  par  rapport  au  niveau  du  mercure  dans  le  vase  ;  on  le  rend  alors 
libre  de  se  mouvoir  verticalement  (après  l'introduction  des  102"'?i' g  d'air  et  des  200"ik''  d'éther).  Chercher  la 
longueur  l'  dont  il  émerge  quand  il  a  atteint  sa  position  (l'équilibre. 

4°  On  soulève  le  tube  à  partir  de  cette  position  jusqu^à  sa  position  primitive  ;  donner  l'expression  du 
travail  effectué  dans  cette  opération  en  stipposant  que  la  température  reste  constante  (sans  effectuer  les  cal- 
culs) . 

Données  :  Aire  de  la  section  intérieure  du  luhe     S  =  4<='"'î. 

Aire  de  la  section  droite  du  tube  lui-même     c  =  — 

9 

Densité  du  verre  qui  constitue  le  tube     d  =  2,5. 

Masse  de  1  litre  d'air  à  0°  et  à  la  pression  de  76<="  de  mercure,  lsr,3. 

Tension  maximum  de  In  vapeur  d'éther  à  0°     F  ^  <8'=f",4:     {centimètres  de  mercure). 

Densité  du  mercure     D  =  13,6. 
On  admettra  que  la  densité  de  la  vapeur  d'éther  à  0"  par  rapport  à  l'air  est  constante  et  égale  à  2,5. 
On  négligera   la  masse  du  fond  plat  du  tube  ;  on  négligera  aussi  la  pression  due  à  la  petite  couche 
d'éther  liquide  qui  peut  se  former. 

1"  L'air  introduit  occupe  un  volume  S(Z — x)  à  la  pression  H  —  x.  Exprimons  sa  masse  àTaide 
de  ces  quantités  en  prenant  pour  unités  le  centimètre  et  le  gramme  : 

80  — a; 
0,1026  =  4(100  —  .r)  X  0,0013  X  — = ' 

X-  —  180a?  -1-  6500,46  =  0, 
X  =  50. 
2°  Supposons  que  l'éllier  ne  soit  pas  totalement  vaporisé  et  que,  par  conséquent,  la  pression  de  sa 
vapeur  soit  égale  à  F.  Appliquons  à  l'air  la  loi  de  Mariette  : 
Son  premier  volume  est    S(100  —  x),    sa  première  pression     80  —  x  ; 
Son  second  volume  est     F(100  —  y),     sa  seconde    pression     80  —  F  —  j/, 
donc  '^(100  — .r)(80-x)  =  (100  —  j/)(80  —  F  -y); 

en  remplaçant  x  et  F  par  leurs  valeurs  et  développant,  on  trouve 

y»  — 161, 6;/ +4660  =  0, 
y  =  37,57. 
On  a  supposé  la  vapeur  d'éther  saturante.   Comme  vérilication,  calculons  le  poids  d'un    volume 
S(/  —  y)     de  vapeur  d'éther  sous  la  pression  F.  On  trouve 

4(100- 37,57)x2,5x0,0013x^^  =  0,1963. 
Il  reste  donc    0,200  —  0,1965  =  0^^,0035     d'éther  qui  n'a  pas  été  vaporisé. 
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3°  Désignons  par  :  la  nouvelle  hauteur  à  laquelle  se  fixe  le  niveau  du  mercure  et  appliquons 
d'abord  à  l'air,  comme  dans  le  cas  précédent,  la  loi  de  Mariette  : 

(100— .r)(80  — .t)  =  (/'  — z)(80  — F  — :)  ; 
en  remplaçant  x  et  F  par  leurs  valeurs,  on  a 

(1)  ;^  — (/'  +  61,6):h-6I,6/'— 1500  =  0. 

Exprimons  maintenant  l'équilibre  de  l'appareil.  Les  forces  de  haut  en  bas  sont  : 
le  poids  du  verre,  2,oX<jL  =  150; 

le  poids  de  l'air  introduit,  0,1026  ; 

le  poids  de  l'éther  introduit,  0,200  ; 

le  poids  du  mercure  intérieur,  S(L  — /'-i-z)13,6  =  Si, 4(120  —  l' -h  z). 

Les  forces  de  bas  en  haut  sont  : 

le  poids  du  mercure  déplacé,  (S -t- <j)(L— /')I3,6  =  61,2(120  —  /'); 

80 
le  poids  de  l'air  déplacé,  (S  h- a)/' 0,0013— =    0,006156/'. 

En  écrivant  que  la  somme  des  premières  est  égale  à  la  somme  des  secondes,  on  trouve,  toutes  ré- 
ductions faites, 

34,4:  -+-  6,793844/'  =  663,0974, 

ou  (2)  ;  -h  0,124887/'  =  12,237. 

Enfin,  l'élimination  de  5  entre  (1)  et  (2)  conduit  à  l'équation 
/'^  -1-384,33/'  — 14977,2  =  0, 
/'  =  35,68. 
On  en  déduit  :  =  7,78. 

Remarque.  —  On  aurait  fait  un  calcul  sufTisammenl  exact  en  négligeant  les  poids  d'air  et  d'éther. 
ainsi  que  le  poids  de  l'air  déplacé. 

4°  Première  méthode.  —  A  l'aide  des  expressions  ci-dessus,  si  on  désigne  par  u  la  longueur  dont  le 

tube  émerge  dans  une  position  quelconque,  on  forme  l'expression  de  son  poids  apparent,  différence 

entre  son  poids  et  la  poussée,  et  on  en  déduit   le  travail  élémentaire  dw  nécessaire  pour  le  soulever 

de  du  : 

dw  =  (o4,4: -1-6, 7938m— 063, 7)rfM. 

D'autre  part,  on  peut  toujours  écrire  la  loi  de  Mariette,  ce  qui  donne 

:=  — (u^-61,6)s-^-61,6u  —  1300  =  0. 
Cette  équation  donne 

1 


z  =  —(M  H-  61,6)  ±  /(u  —  bl,6)-''  H-  6000) . 

Le  signe  —  est  le  seul  qui  convienne,  car  la  racine  supérieure  est  comprise  entre  u  et  l'infini,  ce 
qui  n'est  pas  possible.  En  portant  la  valeur  de  :  dans  l'expression  de  dw,  on  trouve 


dw  =  (34MH-1010  — 27,2v/(M  — 6l,6j--i-b000)rf!<. 

Le  travail  cherché  sera  égal  à  l'intégrale  de  cette  expression  prise  entre  les  limites  /'  et  /.  Le  cal- 
cul, un  peu  long,  donne 

w  =  73600  grammes-poids  X  centimètre  =  0,736  kilogrammètre. 

Seconde  méthode.  —  Comparons  les  deux  états  extrêmes  et  évaluons  le  travail  correspondant  à  la 
déformation  de  chacune  des  parties  du  système  : 

1°  Le  centre  de  gravité  du  tube  s'élève  de     / —  /';     il  en  résulte  un  travail  résistant  égal  à 

2,3x=rL(/-/'). 
2°  Une  colonne  de  mercure  de  hauteur     (y  —  z)     s'élève  dans  le  tube  à  un  niveau  moyen     '—^ — > 
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d  où  un  travail  résistant    13,6  xS(y — -)"^~-s — '      mais  il  faut  en  retrancher  le  travail  correspondant 

au  poids  de  mercure,  qui  remplit,  dans  la  cuvette,  l'espace  abandonné  par  le  tube,  c'est-à-dire 

2L  -  /  —  /' 

13,6  X  </—/')- ^ ■• 

3"  Par  suite  de  la  détente  de   l'air  et  de  la  vapeur,  l'atmosphère  extérieure,  dont  la  pression  est 
13,6  H  s'est  trouvée  refoulée  du  volume     (/ — y  —  Z'-hz)(S  H- a),     d'où  un  travail 

13,6  n{l  —  y—l'-hz)(S  +  ^). 
4°  I.a  détente  de  l'air  intérieur  a  produit,  d'autre  part,  un  travail  positif  ptV,  log  nép   — .    et  la  va- 

porisalion  de  l'éther  un  travail     F(u2  —  Vi),     v,  et  Wo  représentant  les  volumes  successifs     S(/' — :)     et 
S(/-î/). 

En  retranchant  ces  travaux  positifs  de  la  somme  de^  trois  premiers,  on  aura  le  travail  cherché. 


GROUPE  II 


Mathématiques. 
1419.  —  1"  Etudier  la  fonction 

X  =  a  L  cos  —  ; 
a 

a  désigne  une  constante  positive,   L  le  logarithme  népérien.  Soit  (C)  la  courhe  représentative,  les  axes  étant 

rectangulaires. 

2"  Calculer  le  rayon  de  courbure  R  de  (C)  en  l'un  quelconque  M  de  ses  points.  Déterminer  la  déve- 
loppée de  (C). 

3°  On  suppose  que  M  appartienne  à  la  même  branche  de  (G)  que  l'origine  0.  Calculer  l'arc  s  de  (G) 
limité  par  0   et  M.  Exprimer  R  en  fonction  de  s. 

A"  Par  les  translations  parallèles  à  Oij,  on  déduit  de  (G)  une  famille  de  courbes  (r).  Déterminer  une 
famille  de  courbes  (f)  telle  que  chaque  courbe  (T')  coupe  à  angle  droit  toutes  les  courbes  (r).  (On  pourra 
former  d'abord  une  relation  entre  l'abscisse  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  (r')  et  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point.) 

S'  Soit  de  même  (r,)  la  famille  de  courbes  déduites  de  (G)  pai' les  translations  parallèles  à  Ox.  Trou- 
ver tes  courbes  (r'i)  coupant  à  angle  droit  les  courbes  (r,).  [Former  d'abord  une  relation  entre  l'ordonni^e 
d'un  point  quelconque  d'une  courhe  (r,)  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point.) 

6°  Calcul  numérique.  Soî'eni   ar,,  y,   les  coordonnées  du  point  P   de  la  courbe  (G)  tel  que  son  abscisse 

.r,   soit  positive,  et  que  l'arc  OP  de  (C)  ait  pour  longueur    —  •    Déterminer,  avec  trois  chiffres  exacts,  les 

rapports     — ,    .^^  • 
n  a 

d.  Si  dans  l'équation 

y  =  a  L  cos  — 

on  remplace  .r  par  .T-f-2a-,  y  ne  change  pas;  par  suile,  pour  avoir  toute  la  courbe  (C),  il  suffit  d'en 
construire  la  portion  qui  correspond  ;i  la  variation  de  .r  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  égale 
à  2n:î,  puis  d'imprimer  à  cette  branche  de  courbe  des  translations  de  longueur  Srtr  parallèlemeul 
h  Ox. 
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Si  on  change  x  en  —  x,  y  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des 
y.  Considérons  l'inlervalle  (—a-,  -+-a-)  dont  l'étendue  est  égale  à  ia- ;  il  se  subdivise  en  deux 
intervalles  (—a-,  0,)  et  (0,  «n),  auxquels  correspondent  des  branches  de  courbes  symétriques 
par  rapport  à  Oij . 

Nous  ferons  donc  varier  x  de  0  à  n- :  nous  prendrons  la  symétrique  de  la  portion  de  courbe  ojjtenue 


4a  7. 


par  rapport  à   Oy,    et  nous  aurons  ainsi  une  branche  de  courbe  relative  à  la  variation  de  x  dans  un 
intervalle  d  étendue  égale  à  Sri-. 

X  X  r. 

Pour  que    y    existe,  il  faut  que  cos  —    soit   positif,    et   pour   cela  que    —    soit  inférieur  à    — 

a- 
ou     X  <  —  • 


Quand  x  croit  de  0  à  — -— ,    cos  —    décroît  de  1   à  0,  et   y   décroît  de   0    à    —x  :     cela  nous 
donne  la  branche  de  courbe   ■(,   asymptote  à  la  droite     x  =   —-  ■ 
Prenons  la  dérivée  de   y    par  rapport  à  x  ;  nous  avons 

X 

pour    X  =  0,     y'  est  nulle,  donc  la  tangente  à  l'origine  est  Ox. 

Construisons  maintenant  la  branche  de  courbe  -/,  symétrique  de   7  par  rapport  à  Oy.  U  n'y  a  plus 
alors  qu'à  imprimer  aux  arcs  •;  et  ■(    des  translations  égales  à  2a-  et  parallèles  à  Ox . 


2.  Le  rayon  de  courbure   R   est  égal  à  la  valeur  absolue  de 

1 


Or         y'  =  -  tg  — ,  1  -H  i/'-  =  1  + 1; 

1  1 


y" 

et 


(1  -H  y'^)  ■'  =r 


C0S-- 


D'autre  part,     y"  = 


on  en  déduit,  puisque   a   et   cos —    sont  positifs, 


R  = 


Les  coordonnées    x^    et  ?/„  d'un  point  tjuelconque  de  la  développée  sont  données  par  les  formules 


y«  =  y  ■ 


y 

1 -+-.'/-' 
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Remplaçons-y     ;/,  y'  et  y"  par  leurs  valeurs  en  fondions  de  x  ;   nous  avons 

Xg  =  J  —  a  tg  —  1  î/„  =  a  L  ces a. 

a  '  a 

Ces  formules  nous  donnent  Xo  et  y^  en  fonction  du  paramètre  x  ;  ce  sont  les  équations  paramé- 
triques de  la  développée. 

Si  nous  changeons  x  en  x-t-âair,  x„  se  change  en  x,,  +  2a7t  et  y^  ne  change  pas,  donc  il 
suffit  encore  de  faire  varier  x  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  égale  à  2aTr,  et  d'imprimer  à 
la  courbe  obtenue  des  translations  égales  à  2ar.,  el  parallèles  à  Ox.  En  changeant  x  en  — x,  x„ 
change  de  signe  et  j/o  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oy. 

Il  suffira  donc,  comme  précédemment,  de  faire  varier  x  dans  l'intervalle  (0,a7:)  et  d'achever  par 
symétrie  par  rapport  à  Oy. 

Prenons  les  dérivées  de  xa  et  de  y,,  par  rapport  à  x  ;  nous  avons 


£    =   _  to-2  . 


dx 


=  -  tar  — , 


<'/o 


=  COtg  —  • 


et  par  suite  , 

Pour  que  i/„  e.xiste,  il  faut  que  x   soit  inférieur  à  — -  •   Faisons  varier  x  de  0  à 
de  x„  et  I/o  sont  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 


les  variations 


a; 

0 

croit 

X, 

0 

décroit 

00 

Uo 

—  a 

décroît 

—  00 

On  en  déduit  la  branche  de  courbe  A^',.    La  tangente  au  point  A  est 

'       l'axe  0'/.  puisque,  pour    ,r  =  0, —r—^  est  infini. 

dxo 

Pour  étudier  la  branche  infinie,  cherchons  la  limite  de  —pour    x  —  —•'<  pour  cela,  appliquons 

Xf,  z 

la  règle  de  l'Hôpital,  le  rapport  des  dérivées  de  x^  et  î/j,  est  égal  à  cotg  —  ;  cette  quantité  a  pour 
limite  zéro  quand  x  tend  vers  — -■  Il  en  résulte  que  la  branche  y'i  est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 

Construisons  maintenant  la  branche  yi.  symétrique  de  Y'  par  rapport  à  0;/;  nous  avons  ainsi  la 
portion  de  la  développée  relative  à  la  variation  de  .i-  dans  l'intervalle     {—a-,  -\-a-n). 

3.  On  a 

!<  —  I    \/i  -+-  y'-dx 

ou,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de     1-f-y'-    calculée  jilus  haut, 


=  f^ 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  47o 


L'intégrale  indéfinie    /  —,     ou     a    i   -.     est  égale  à    aLtgf  — -i-  — 

J     cos —  J     cos  — 


d  — 

f    —  X.       \ 

,     et  comme 


cette  quantité  s'annule  pour    x  =  0,     nous  avons 

.•  =  aLtg(^-^^). 


Nous  en  tirons  tg  (  —  -i-  —  )  =  e 


=  e  "  , 


'-'^^a 


d'où 


X          e  "  —  1 
(1)  tg^  =  -^ 

e     -t- 1 


D'autre  part 


a  \  2a, 


1  —  ta- 


et  en  y  remplaçant    tg  — —     par  sa  valeur  (ly,  nous  avons 


a[(e"+l)-+(e''  -lj-1              e^^l 
^  =  ^. 1 1    ="■ ^ 


2 

et  enfin  R  =  «eh  —  • 

a 

4.    La  famille  de  courbes  {V)  est  définie  par  l'équation 

V  -t-  C  =  a  Lcos  — > 
G  désignant  une  constante  arbitraire.  DilTérentions  par  rapport  à  x;  nous  avons 

!/=-tg-= 

et,  pour  avoir  l'équation  différentielle  des  courbes    (l"),    il  suffit  de  remplacer   y'   par -.      Nous 

.      .  1  X 

obtenons  ainsi r  =  — tg  — ,     ou 

y  « 

dl 
dy  i  ,  dx  a 

-~  —  ou  ai/  = =  a  

dx  X  •'         ^     X  ^    X 

tg—  tg-  tg  — 

a  a  a 
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et.  en  intégrant, 

a; 
1/  -H  G  =  rtt^  sin  —  - 

a 

Telle  est  l'équation  générale  des  courbes  (r').  Elles  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des  trans- 
lations parallèles  à  Oy. 

Considérons  l'une  d'elles,  par  exemple, 

/     r  .        j' 

[i  )  V  =  aL  siii  — ) 

^  a 

et    transportons    l'origine    des    coordonnées    au     point        x  =  —,         y  =  0;        l'équation  devient 

X 

y  =  aL  cos  —  ;     c  est  I  équation  de  la  courbe  (C). 

La  courbe  (r'j  se  déduit  donc  de  la  courbe  (C)  en  imprimant  à  celle-ci   une  translation  parallèle 
a  Ox  et  égale  à   — —  . 

5.   L'équation  générale  des  courbes   (r,)  est 

C(»^  a-  -4-  C 

(z)  y  =  ah  cos » 

a 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Formons  d'abord  l'équation  différentielle  de  ces  courbes;  pour 

cela,  différentions  l'équation  (2)  par  rapport  à  x, 

(a)  y^_tg__, 

et  éliminons  C  entre  les  équations  (2)  et  (3). 

L  équation  (2)  nous  donue     cos =  e"  ,     d  ou  nous  tirons 


J  +  C 


e  " 
et,  par  suite, 

e  " 
Remplaçons  maintenant  y'  par ;    nous  avons 


e"  i/"riï 

y  =  ±  ^^^  ■_  ou  dx  =  ±  (ly  ^  e     "  —  1  ; 

c'est  l'équation  différentielle  des  courbes  (r',). 
Pour  intégrer  cette  é(|uation,  posons 

nous  en  tirons  e     ~  =  1  +  «^  ;  puis  y  =  —  —  L(l  -f-  fh, 

et,  par  suite, 

_         atdt 
'  '■'  ~  ~  H-t'  ' 
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et  enfin 

at-dt 


dx 


al'dt  /     dt  .  \ 

l  —  t-  V  1  -H  «-  / 


L'intégration  est  alors  immédiate  et  nous  donne 

a;  -I-  C  =  a(arc  Ig  l  —  l). 
Nous  avons  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  du  paramètre  t  : 

x-i-C  =  a(aTClgt  —  t),  1/  =  —  —  L(l-i- /^). 

Ces  équations  définissent  la  famille  de  courbes  rj);  toutes  ces  courbes  se  déduisent  de  l'une  d'elles 
par  des  translations  parallèles  à  Ox. 

Nous  allons  étudier  la  courbe  qui  correspond  à  C  =  H.  Auparavant,  prenons  un  autre  paramètre 
o,  déterminé  par  la  relation 

arc  tg  /  =  —  ; 
a 

nous  avons       <  =  tg  — ;  l-t-t^=  — L(I-t-I^)  —  — 2Lcos-^j  et  par  suite 


'    î/  =  aL  cos  -^  • 

^  a 

Transportons  maintenant  l'origine  des  coordonnées  au  point  [0,  a);  les  équations  deviennent 

.  1    r  =  =.  —  a  tg  —  1 

\  a 

I  I  ? 

f    V  =  flLcos a, 

et  nous  reconnaissons  aussitôt  les  équations  paramétriques  de  la  développée,  dans  lesquelles  x  est 
remplacé  par  9. 

11  en  résulte  que  la  courbe  (ri  )  se  déduit  de  la  développée  en  imprimant  à  celle-ci  une  translation 
parallèle  à  Oy  et  égale  à  a. 

6.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  la  longueur  s  de  l'arc  CM  est 

X  désignant  l'abscisse  du  point  M. 

11  en  résulte  que  l'abscisse  .r,  du  point  P  est  définie  par  l'équation 

Prenons  ios  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système  à  base  10,  nous  avons 

d'où  nous  déduisons,  en  prenant  le  grade  pour  unité, 

oO-r-4^  =65,291 
2a 

et  ^  =  30,08-2. 
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Exprimons  maintenant    —     en  prenant  pour  unité  l'arc  dont  la  longueur  est  égale  au  rayon;  nous 
avons 


X,         30,582  X-         15,291  X: 


a  200  100 

Si  l'on  prend,  pour  valeur  approchée  de  -,  3,14,  l'erreur  commise  sur  -  est   <  0,002,  et  par  suite 

.  ,,  .         18,291  X-        .    ,  ...  30,582  1 

l'erreur  commise  sur  1  expression   -— est  plus  petite  que     ,^„^^„.   ou  plus  petite  que 

100  100000  ^         1000 

Or  on  a  iM^i^Mi  =  0,4801374, 

100 

donc  —   =  0,480  à  -tt^t^    près. 

a  1 000 

D'autre  part, 

î/i         ,  ^1  11  Xi 

-=^— =  L  cos — .  ou  e  "    =  cos 

a  a  a 

et  —  loge  =  log  cos —  • 

a  a 

On  en  déduit 

loar  cos  —         — 
jU  _      ^         a     _  ^91783  _   _  0,05227 

a    ~       loge        ~  0743429  ~   ~  0,43  429' 

ou  ^  =  ^  0,120. 

a 

On  a  donc  -    =  0,480.         -^  =   _  0,120. 

a  a 

M.  GRANGIER,  à  Mouleydier. 
Bonnes  solutions  par  MM.  Dessimoxd,  à  Alger;  Ducos,  lycée  Carnot  ;  G.  Fodcry,  à  Roanne. 
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CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  (Lyon,  juillet  1905). 


Mathématiques  préparatoires  à  la  physique  et  aux  sciences  industrielles. 

Epreuve  théorique. 
1.  —  1485.  On  considère  la  courbe  plane  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  les  équations 

X  =  a(\  -t-cos^'O-  sint, 
y  =  asin-<.  cos  t. 
lo  Calculer  l'équation  de  la  normale  en  un  point  de  cette  roiirhe.  ainsi  que  les  coordonnées  du  centre  du 
cercle  osculaleur  à  cette  courbe  en  ce  point. 

2»  Montrer  que  celte  courbe  satisfait  à  l'équation  dilïérentielle 

2(11/' 

dans  laquelle  //'  désigne  la  dérivée  -—-. 
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3°  Trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle. 

II.  —  Écrire  les  équations  de  l'équilibre  des  fluides  (sans  démonstration),  s'en  servir  comme  point  de 
départ  pour  établir  ensuite  les  équations  fondamentales  de  l'hydrodynamique. 

Epreuve  pratique. 

I.  —  Calculer  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion 

4a;-  —  i'2xy-\-  iZif  —  7. 

II.  —  1486.  Intégrer  l'équation  différentielle 

(sina;  +  cosa;]-^^  —  y .  cosa;  +  1  +  sinxcosa;  =  0. 

♦ 


QUESTIONS  PROPUSÉES 


1487.  —  Un  angle  droit  aor  tourne  autour  du  point  double  o  d'une  cubique  circulaire.  Par  le  point  r  où 
un  de  ses  côtés  rencontre  la  cubique,  ou  mène  une  parallèle  rc  ;i  l'asymptote  réelle  de  cette  cubique  ;  soit  c  le 
point  où  elle  rencontre  à  nouveau  la  cubique  ;  on  joint  ac  et  on  désigne  par  b  le  troisième  point  où  cette 
droite  rencontre  la  courbe. 

Cela  posé,  on  demande  :  1°  le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  parles  trois  points  o,  a  ei  b;  2»  le  lieu 
de  la  projection  du  point  double  o  sur  ac  ;  3°  l'enveloppe  de  la  droite  ac.  Maurice  Rouc.ié. 

1  i 

1488.  —  1°  Calculer  à  —^  près  la  racine  positive  de  l'équation     x^  —  x-  —~x —  1=0     et   à    —  près 

les  racines  négatives. 

2»  Montrer  que  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 

y[ix  +  i)  —  y'(x-  — 1)-H(a;2  -t-  t )[a;3  —  aî^  _  7a;  —  1]  =  0 
qui  contiennent  un  paramètre  arbitraire  X  sont  des  polynômes  de  la  forme     /"-i-Àç. 

3°  Discuter,  quand  X  varie,  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    /"  +  Àcp  =  0. 

4°  Dans  quels  cas  particuliers  l'équation  ditférentielle  i/\(a;)4- i/'B(a;) +C(a;)  =  0  n'admet-elle  pour 
intégrales  que  des  polynômes  ?  D'une  manière  plus  précise,  on  démontrera  que  si  l'équation  différentielle  est 
de  la  forme  yP^'ix)  —  y' k(x\  +  C(x)  =  0 ,  A  et  C  désignant  deux  polynômes,  A  ayant  toutes  ses  racines 
distinctes,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  toutes  les  intégrales  soient  des  polynômes  est  que 
le  polynôme    A'C  —  A"C    soit  divisible  par  le  polynôme  A.  T.  L. 
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ÉCOLE    GEiNTRALE    {Concours  de  \mï>). 


Statique. 


1422. —  Les  axes  de  trois  poulies  d'égal  rayon  el  en  équilibre  se  projettent  aux  points  A,  B,  C  d'un 
plan  de  aymétrie  commun  vertical. 

Les  deux  premières  ont  leurs  axes  fixes  ;  AB  =  c  fait  un  angle  a  avec  la  partie  ascendante  de  la 
verticale  de  A.  La  troisième  est  mobile,  porte  un  poids  l\  et  AC-i-  CB  =  l  >  c.  Un  même  fil  fermé 
passe  dans  les  gorges  des  poulies,  extérieurement  au  triangle  ABC. 

Ca/cw/er,  en  fonction  des  données, /'««(//e   C  et  les  réaction.^  sur  les  axes  A  et  B. 

Application  numérique  :  c  =  2™,  /  :=  2/3'°,  a  =  60°,  P  =  SOI*?.  On  néglige  les  frottements,  le 
poids  du  système  des  poulies  et  du  fil  ainsi  que  les  déformations. 


480 


ÉCOLE  CENTRALE  (CONCOURS  DE  1905) 


Désignons  par  T   la  tension  du  fil  ;  les  trois  poulies  ayant  même  rayon,  les  différentes  parties  du  til 
seront  respectivenaent  parallèles  aux  cotés  du  triangle  ABC,  en  sorte  que  les 
angles  de  ces  parties  deux  à  deux  seront  les  angles  A,  B,  C  du  triangle  ABC. 
La  poulie  C   étant  en  équilibre,  le  vecteur  P  (qui  est  vertical)  est  dirigé 
suivant  la  bissectrice  de  Tanglfl    ACB   et  de  plus  on  a  : 

P  =  -2T  cos  —  • 
2 

Désignons  par  R„  et  R;,  les  réactions  sur  les  axes  A  et  R.  Elles  sont 
dirigées  suivant  les  bissectrices  des  angles  A  et  B  et  données  en  grandeur 
par  les  conditions 

R„  =  2T  cos  —,  R,,  =  2T  cos—  ■ 

Il  s'a.irit  de  calculer,  en  fonction  des  données   i.   c.   l  et   P.    l'angle    C 

la  somme  des  côtés 


et  les  réactions    R„    et    B,,. 

Le  triangle   ABC  est  un  triangle  dans  lequel  on  connaît  la  base     AB  =  c 
CA  -4-  CB  =  /     et  l'angle   a   que  fait  la  bissectrice   CD    avec  la  base  AB.     Or  on  a 


C 


AD 

AG 

.     C 

sin  a 

^'"Y 

DB 

BC 

.     C 

sin  a 

d'où 


d'oii 


AD  =  AC 


et  par  suite 

c'est-à-dire 

Par  conséquent 

(1) 


AD-hDB  =  (AC-i-CB) 


DB  =  BC- 


.     C 
sin  — 

2 


.     C 

sin— - 

2 


c  =  ;. 


.   c 

sin- 


Cette  valeur  -^  sin  a  étant  plus  petite  que  l(f  ; /),  on  en  déduira  la  valeur  de  —,  en  pre- 
nant l'angle  aigu  dont  le  sinus  est  égal  à  --sitia.  On  remarque  que  —  sera  inférieur  à  a.  On 
calculera  ensuite  les  angles   A  et   B  par  les  formules 


B  =  «-^- 


pour  A  et  B  des  valeurs  positives  moindres  que  r,  par  suite  acceptables. 

La  formule  ())  donne  donc  l'angle  C  en  fonction  des  données.  D'autre  part  la  tension   T   est  égale 
p 
à    ^^    (équilibre  de  la  poulie  C)  ;  on  a  donc  pour  les  réactions  R,„    lU  : 
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A  .    /oc        C 

cos-  sm(^^-H- 

R.  =  P 77-  =  P 


C  C 

cos —  cos— - 


cos  —  cos 

R),  =  p ^  =  p  ■ 


(t-^) 


c  c 

i  cos  y  cos  — 

Application  numérique.  —        c  —  S"",       /  =  2v^3'°,       o!  =  60",       P  =  30''- 
La  formule  (1)  donne 

.     C  1  .    ^„  1  V  3         1 

i         v3  \^         '^         - 

d'où      -^  =  30°  ;     cela  étant,     A  =  90",     B  =  30°. 

Les  formules  [i]  donnent 

H„  =  30xi^  =  50X^=40^^,824, 
cos  30"  /3 

R„  =  oOx  ^^  =  oOx^^^^^  =  35^.,76f.. 

cos  30°  v'a 

Solutions  exactes  de  MM.  G.  Fodcrt,  à  Roanne  ;  Pierre  Trot,  lycée  de  Toulouse. 


P.  L. 


Géométrie  analytique  et  cinématique. 

1423.  —  1°  Quelle  est,  en  coordonnées  polaires  p  et  w,  l'équation  de  la  courbe  (M)  dont  ta  tangente 
fait  avec  te  rayonvecleur  un  angle  \  tel  que     tgV  =  — sin  w     et  qui  passe  par  le  point     w  =  —,     p  =  a? 

2°  Pour  chaque  point  M  de  cette  courbe,  on  considère  un  point  N  de  l'axe  polaire  à  la  même  distance 
de  l'origine  que  le  point  M;  sur  MN  on  projette  l'origine  et  on  demande  le  lieu  (P)  de  celle  projection  B 
quand  le  point  M  se  déplace. 

3°  Tracer  les  courbes  (.VI)  et  (P);  puis  considérer  les  déplacements  correspondants  des  points  .\I,  N,  P 
et  démontrer  que  l'excès  géométrique  de  la  vitesse  de  M  sur  celle  de  N  est  double  de  l'excès  géométrique  de 
la  vitesse  de  P  sur  celle  de  N. 

En  déduire  une  construction  de  la  tangente  en  P  à  la  courbe  (P)  cottnaissanl  la  tangente  en  .M  à  la 
courbe  (M). 

I.  —  On  sait  que  tg  V  =  -V'  ?'  désignant  la  dérivée  de  p  par  rapport  à  '•>.  On  doit  donc  déter- 
miner la  fonction  p  de  la  variable  w  qui  satisfait  à  l'équation 


et  qui,  pour     tu  =  —,     prend  la  valeur  particulière     p  =  a. 
d 


Remplaçant  p   par  -j—'    nous  pouvons  écrire  Téquation  sous  la  forme 


dp  du) 

p         sin  lù 
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ou,  en  rempLicant  sin  w  par  2  sin  —  cos —  =  2  tsr  —  xcos-  — 

r      .  r  2  52  '^   :2  t 


^x<j)=o. 


ou  enfin 

Le  premier  membre  est  la  différentielle  du  produit     p  tg  —  ;     on  doit  donc  avoir 

ptg-  =  C?. 

Pour     0)  =  —,      p  doit  se  réduire  h  n\  on  en  déduit  que  la  constante  est  égale  à  c,  d'où  l'équa- 
tion de  la  courbe  (M) 


?  =  rtCOtg  ■—■ 


II.  —  Convenons  (ce  que  ne  dit  pas  l'énoncé)  que  l'on  prend  le  point  N  sur  l'axe  polaire  de  façon 
que  ON  ait  même  valeur  algébrique  que  le  rayon  vecteur  CM  fourni  par  l'équation  de  la  courbe  (M). 
Soient  6  et  r  les  coordonnées  polaires  du  point  P. 


p  >  0) 


(2°     p  <  0) 


Si,  au  contraire,  on  avait  pris  sur  l'axe 
polaire  le  point  N'  tel  que  ON'  =  —  p, 
(ce  point  étant  encore  à  la  môme  distance  de 
l'origine  que  le  point  M),  on  aurait  ou  le 
point   P'   tel  que 

1°  P>o.         "^Î  +  T 

r  =  ON'  cos  {t.  —  0)  =  —  p  cos  0  ; 
2»  p<0. 


p  >  0.  On  a         **  =  — ' 

r  =  ON  cos  0  ==  p  cos  0  ; 


"  =  ¥' 


2°  ?  <  0  ; 

r  =  ON  cos  (-  —  e)  =  I  p  I  cos  (-  —  6) 
et  comme 

|p|=— p     et     cos(-n  — 0)  =  —  cos6, 
on  a  encore  )■  =  p  cos  8. 

L'équation  du  lieu    (P)    sera  donc 
a  cos^  0 


»■  =  acotsO.cosO  z=: 


sin  0 


\p> 


(I-    p  >  0) 


2°     p  <  0) 


r  =  ON'  cos  0  =  ]  p  I  cos  0  =  —  p  cos  0, 
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et  l'équation  du  lieu    (P')    serait 

r  =  —n  cota 


4) 


cos  fl  =  (7  tg  0 .  cos  0  =  fl  sin  6. 


III.  —  l.a  construction  des  courbes   (M),  (P)    et    (P)    ne  présente  aucune  difficulté.  La  courbe    (M) 
est  une  strophoïde  droite  ayant  l'origine  pour  sommet  et  le  point    A    pour  point  double;  la  courbe    (P) 

une  cisso'ide  droite  qui  a  l'origine 
pour  point  de  rebroussement  et 
la  parallèle  à  l'axe  polaire  menée 
par  le  point  A  pour  asymptote. 
Enlin  la  courbe  (P')  est  le  cercle 
décrit  sur  OA  comme  diamètre  ; 
ces  résultats  peuvent  d'ailleurs 
être  déduits  géomptriquementde 
la  définition  de  la  strophoïde. 

Soit    M  un  point  de  la  stro- 
phoïde    (IM  =  lA)  ;     N'   le  point 
de  rencontre  de    MA    axec    .r.c', 
le  triangle    MON'    semblable  au 
triangle  MIA  est  isocèle;  on  a  donc    ON' =  OM     et  P'  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
0  sur  la  droite  AM  pivotant  autour  du  point  A;  le  lieu  de  P'  est  donc  le  cercle  décrit  sur  OA    comme 
diamètre. 

Soit  maintenant  le  point   N    tel  que    ON  =  OM  =  ON'    et   P   le  milieu  de   MN.    Le  triangle   MN'N 
est  rectangle  en  M  ;    OP  parallèle  à  N'M  rencontre  le  cercle  OA   en  un  point    H   tel  que    OH  =  P'A  ; 

d'autre  part,  PP  étant  parallèle  à  AK,  PK  =  P'A  ; 
on  a  donc  OH  =  PK  et  par  suite  OP=HK;le 
lieu  de  P  est  une  cissoïde  droite  ayant  le  point  0 
comme  point  de 
rebroussement  et 
AK  pour  asymp- 
tote. 

La  propriété 
énoncée  au  n"   I 
permet  de  cons- 
truire simplement 
la  tangente  en  un  point  M  à  la  strophoïde.  Par  le  point  M  menons  la  parallèle  à  l'axe  polaire  et  soit    L 
son  point  de  rencontre  avec  la  perpendiculaire    Oy, 

OL  =  p  sinio. 
Prenons  sur  la  direction     '"  + -^     le  vecteur   OT,    tel  que     ÔT  =  OL  =  psin  <o  ;      MT    est  la  tan- 
gente en   M   car 

^    ,r         OT         p  sin  tu 

tg  V  =  =  =  —  sin  (I). 

iMO  —  P 

Connaissant  cette  tangente,  on  en  peut  déduire  la  tangente  au  point  correspondant  du  lieu   (P).   Ce 
qui  va  suivre  s'applique  aussi  bien  à  la  cissoïde  lieu  de    P   qu'au  cercle  lieu  de  P'. 
P  étant  le  milieu  de   MN,    on  a  l'égalité  géométrique 

2(0PJ  =(OM)-i-(ON); 
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on  en  déduit  la  même  relation  entre  les  dérivées  géométriques  de  ces  trois  vecteurs,  ou  encore  entre  les 
vitesses  des  points  P,  M  et  N  : 

-2(Vp)  =  (Vm)^(V^.), 
relation  qui  peut  encore  s'écrire 

(Vm)-(V>-)  =  2[(Yp^-(V^-)]; 
c'est  la  relation  annoncée. 

Rien  n'empêche  de  supposer  le  mouvement  du  point  M  sur  la  strophoïde  réglé  de  telle  façon  que 
le  vecteur  vitesse  au  point  M  soit  précisément  le  vecteur  MT  de  la 
figure  précédente. 

La  vitesse   du  point    N    sur  l'axe  polaire  est  un  vecleur  dont  la 


valeur  algébrique  est  donnée  par 


(Il 


égale  à  MO,  projection  de  la 


vitesse  du  point  M  sur  le  rayon  vecteur  ;  en  rabattant  MO  en  MS  sur 
la  parallèle  à  l'axe  polaire  menée  par  le  point   M,   on  obtient  le  vec- 
teur MS  équipollent  h  V^  et,  par  suite, 

(ST)  =  (Vm)-(V.1. 


Or  on  a 


{Vp)-(V.)=-|(Vm.V 


•(V.)]  =  4fST). 


Soient  P  le  milieu  de  MN  (MIS  est  parallèle  à  OS),  Q  le  milieu  de  OS  et  R  le  milieu  de  OT,  on  a 

1 


(PR)  =  (PQ)+(OR)  =  (Vk)- 


(ST). 


Le  vecteur  PR  est  donc  le  vecteur  vitesse  au  point  P  ;  il  suffit  pour  l'obtenir  de  joindre  le  point  P 
au  milieu  R  de  OT. 

Inversement,  en  parlant  du  vecteur  PR  on  pouira  construire  le  vecteur  MT  et  par  conséquent  dé- 
duire la  tangente  en  M  à  laslrophoido  soit  de  la  tangente  en  P  à  la  cissoi'de  soit  de  la  tangente  en  P' 
au  cercle  OA.   La  figure  ci-contre  indique  la  construction  à  faire  dans  ce  dernier  cas. 

On  a  construit  le  point  M  pour  une  position  de  P'  sur  le 
cercle  OA  en  prenant  sur  la  droite  P'A,  P'M  =  N'P'.  Au  point 
P'  la  tangente  au  cercle  est  parallèle  à  OM;  en  effet  P'C  est 
conjuguée  en  direction  avec  AO  par  rapport  aux  deux  droites 
P'A,  l"0;  de  même  OM  est  conjuguée  de  OX  (perpendiculaire 
à  AO)  par  rapport  aux  droites  OH  et  OP'  perpendiculaires  res- 
pectivement à  P'O  et  P'A;  donc  P'C  est  perpendiculaire  à  OM 
et  par  suite  la  tangente  P'R  perpendiculaire  en  P'  au  rayon  CP' 
est  parallèle  à  OM. 
Soit  R  son  point  de  rencontre  avec  la  perpendiculaire  à  OM  ;  d'après  ce  qui  précède     OR  =  —  OT  : 

donc  en  prenant     OT  =  20R     et  joignant  le  point    T  au  point  M,  on  aura  la  tangente  cherchée. 

P.  L. 

Solutions  de  M.M.  Amdlabd,  conducteur  des  Ponts  et  Cliaussées,  à  IUiine.s(C;u)t,-(l)  ;  C.  Foucby,  A  Roanne;  M.  Obangifr,  A 
Mouleydier  ;  M.  Iairence  ;  Pall  Régnauld,  Ij'C(''e  Carnet. 

M.  Thvbaut  m'a  communiqué  la  remarque  suivniilc  : 

Si  enjoint  un  point  N'  mobile  sur  a'.i-  au  point  A  de  Oy  et  qu'on  prenne  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  N'A  ainsi  olitcnue  avec  le  cercle  ISN'  décrit  de  0  comme  centre  avec  ON'  comme  rayon,  ce  point  M 
décrira  la  stroplioulc  (M)     D'après  cela,  cette  courbe  peut  être  considérée   rou)iiie   la    projection    bori/ontale 
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(lii;ne  de  terre  suivant  Lï)  de  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la  verticale  issue  du  point 

0  (0,A!/).  et  pour  génératrice  la  frontale  (OF.AF')  avec  un  parabo- 
loide  équilatère  ayant  pour  plans  directeurs  les  deux  plans  de 
projection  et  défini  par  deux  génératrices,  l'une  (OF,  AF')  conannune 
avec  le  cône,  l'autre  suivant  la  verticale  ky  issue  de  A.  En  coupant 
par  un  plan  horizontal  H',  on  obtient  dans  le  cône  un  cercle  pro- 
jeté suivant  le  cercle  de  diamètre  N.N'  et  dans  le  paraboloïde  une 
génératrice  projetée  suivant  A.\';  d'où  le  point  M  qui  engendre  la 
slrophoïde. 

Au  lieu  de  couper  par  des  plans  horizontaux,  on  pourrait  mener 
des  plans  auxiliaires  par  la  génératrice  commune,  d'où  une  nouvelle 
génération  de  la  strophoïde  (M).  Enfin,  li  construction  de  la  tan- 
gente en  un  point  de  l'iiiterseclion  t'ournirail  un  tracé  de  la  tangente  à  la  strophoïde  en  un  point. 


^ 

■^," 

y 

H' 

l\ 

\ 

-^  M 

>^ 

h 

/ 

\ 

^        ^ 

s 

T 

^^ 

A 

\ 

F 

[ 

'^ 

1 

Trigonométrie . 

Problème. 


1426.  —  Soit  un  triangle  ABC;  la  hauteur  relative  à  BC  rencontre  ce  coté  en  D,  et  la  bissectrice  de 
l'angle  intérieur  BAO  coupe  BC  en  E. 

1»  On  donne  les  mesures  p  et  q  des  longueurs  AE,  BC,  l'unité  étant  AD  ;  trouver  des  formules  logarith- 
miques conduisant  au  calcul  des  angles   B   etc.    Discuter  ces  formules. 

1'  h' tant  données  les  longueurs  AE,  AD,  BC,  construire  le  triangle  ABC. 


["Supposons  pour  tixer  les  idées      B  >■  C      et  soit  2  l'angle  aigu  BE.\.  On  a 

AD  =  AE  sin  x  , 


d'où 


P 


et 


sin  a  = 

p 


AE i_ 

AD  sin  a 

On  voit  que  p  doit  être  supérieur  ou  au  plus  égal  à  I.  Nous  supposons  cette  condition  remplie. 

AD  „  AD 

D  aulre  part,  — -—  =  tg  B,  -—pr 

A  *  BD  DC 

BC  =  BD  -+-  DC  =  AD  {cotg  B  -h  cotg  C)  ; 


=  tg  G, 


d'où 


par  suite, 


BC  ^        sin(B-)-C) 

7  =  -TTT   =  cots  B  +  cotg  C  = 


AD 


sin  B  sin  G 


Or,  on  a,  en  égalant  la  somme  des  angles  dans  les  deux  triangles  ABE,  AEC, 


180"  ■ 


C, 


d'où  Ion  déduit 


B-G 


90"  —  a. 


1 

a  étant  l'angle  aigu  donné  par  la  formule     sin  a  =  —  (p  >  0- 

P 
Gela  étant,  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

_  2sin(B  +  G>   _  2sin(B  +  C) 

"^  ~  2  sin  B  sin  C   ~   cos(B  —  C)  —  cas(B-f-C) 


Or 


D  p 

ces  (B  —  C)  =  2  cos^  — ^  —l  =-2  sin»  x-\  . 

o  B-f-G 

ces  (,B  4-  C)  =  2  cos-  — 1 . 


—  1, 


486  ECOLE  CENTRALE  (CONCOURS  DE   1905) 


et  l'équalion  devient 


sin(B-HC) 

v..":' 

?  — 

B  +  C 

1              ,  B  -+-  C 

_cos= 

p'-                    2 

.-U-n'      0' 

d"où  l'équation  en     tg 

Cette  équation  a  ses  racines  réelles,  lune  /    positive,  l'autre  t"  négative.  La  racine  positive  seule 
peut  être  admise  ici  :  pour  la  calculer  posons 

/'  =  \/p*  —  1  cotg  o,  /"  =  —  /p-  —  1  tg  o, 

tp  désignant  un  angle  du  premier  quadrant.  Nous  aurons  pour  déterminer  o  la  relation 


/'+  i  =  ,'p'—i  (cotg  -f  —  tg  o)  =  2  ^, 

cos  2o  p-  l 

d'où 


sin  2o         q^p^  —  i         q  sin  a  cos  a 

d"où  tg2o  =  9  sin  a.cos  a. 

Cette  formule  donnera  pour  2ï.  une  valeur  comprise  entre  0  et   90",  la  seule   possible   puisque 

nous  avons  supposé  l'angle  <?  compris  lui-même  entre  0  et  90°.  Nous  aurons  donc 

R  -t-  C 
tg — —  =  ^pi  —  i  cotg  ?  =  cotg  ï  cotg  o. 

Posons    cotga.cotgç  =  tgp    (0  •<  p  <  90°;  ;     nous  en  déduisons 

2  "^ 

et,  en  rapprochant  de  la  formule 

B  — C 

=  90o  — a. 


B  =  ?-4-(90">  — c),  G  =  .3  — (90°- a). 

La  seule  condition  à  imposer  à  a  et  ^,  c'est  que  la  valeur  trouvée  pour  C  soit  positive,  savoir 

?  >  90°  —  a, 
tg  p  >  cotg  a, 
ou  encore 

cotg  a. cotg  ç  >  cotg  a, 

ou  enfin 

cotgç.  >  1. 

Celle  condition  sera  remplie  d'elle-même  puisque  l'angle  2ç  étant  compris  entre  0  d  gO",  l'angle 
o  est  compris  entre  0  et  45°  et  par  suite  sa  cotangente  est  plus  grande  que  1. 

En  résumé,  la  seule  condition  de  possibilité  du  problème,  c'est  que  p  soit     >>  1. 
Les  angles  U  et  C  se  calculeront  par  les  formules 

B  =  p -i- 90"  —  »,  C=p  — (90°  — a), 
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les  angles  auxiliaires  ï  et  p  par  les  formules 


tg  p  =  cotgacotgcp, 

tg2o  ^  q  sin  a.  COS  a. 

Toutes  ces  formules  sont  calculables  par  logarithmes. 

2.  Pour  construire  le  triangle  ABC  connaissant  AE,  AD,  BC, 
on  commence   par   construire    le  triangle  rectangle    ADE,  dans 
lequel  on  connaît  l'hypoténuse    AE    et  le  côté    AD    de   l'angle 
droit  (ce  qui  exige     AD<AE)  ;     en  menant  la  perpendiculaire 
~~î-'  AE'  à  la  bissectrice   AE   de  l'angle  intérieur  A,  on  aura  la  bis- 

sectrice de  l'angle  extérieur.  Les  points  B  et  G  sont  conjugués 
harmoniques  l'un  de  l'autre  par  rapport  aux  deux  points  E  et  E',  et  si  on  désigne  par  a.  le  milieu  du 
segment  EE',  on  a 

(«B.ioC  =  tuE  ? 
^— [i^  =  BC- 

On  est  ramené  à  construire  deux  longueurs  connaissant  leur  différence  et  leur  produit,  .\yanl 
déterminé  deux  pareilles  longueurs  wF,  wG  (voir  la  figure),  on  les  a  rabattues  en  wB  et  coG  de  façon 
que  B  et  G  tombent  par  rapport  au  point  tu  du  même  côté  que  le  point  E. 

P.   L. 
Solutions  de  MM.  G.  Foccrï,  à  Roanne  ;  H.  Jaxois,  à  Nantes. 

Calcul  logaiuthmioue. 


1427.  —  Calculer  les  arcs  positifs  inférieurs  à  360".  qui  vérifient  la  formule 

W 

a  "  —  —^ ■ 

cosC 

Données  numériques  :       a  =  72,531,         b  —  0,13648,         G  =  340°27'38",3. 

Nota.  —  Les  candidats  peuvent,  à  leur  gré,  se  servir  de  la  division  centésimale  du  quadrant;  mais  ils 
sont  tenus  de  faire  usage  de  tables  de  logarithmes  ayant  au  moins  3  décimales. 

Posons     Cl  =  360»  —  C  =  360»  — 34a°27'38",5  =  19'>32'-21",5,      et  observons  que      cosC  =  cosC,  ; 
la  formule  donnée  peut  s'écrire 

b^ 


cos  Cl  ' 
d'où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

2 


sin  j,-  log  a  =  —  log  b  -+■  colog  cos  Ci . 


Or  on  trouve 


log  a  =  1,8605237, 

log  6  =  r,  1350690, 
log  cos  G,  =  1,9742410, 


^log/i=       1,4233793 
colog  cos  Cl  =       0,0257590 


sin  a. log  a  =       1,4491383 
=  —0,5508617. 
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On  en  déduit 


0,5o08fil7 


1 ,860oï>37 
0,5508617 
Posons     sin  a  =      050-0)3-  '     "  désignant  un  angle  terminé  dans  le  premier  quadrant. 

On  trouve  sans  peine 

log  sin  a  =  Î,47I4U73, 
d'on  a  =  17"13'i'O",06. 

L'équation  à  résoudre  est  la  suivante 

sin  X  =  —  sin  y.  —  sin  ( —  a), 
d'où  deux  séries  de  valeurs 

X,  =  2A-.180*— a, 

a-,  =  (2A-  +  l).180''-t-=<. 
Pour  avoir  les  arcs  compris  entre  0  et  360",  il  faut  prendre     k  —  1     dans  la  première  formule,  d'où 
.r,  =  360°—  17"13  20",06  =  34-2''46'39",94 
et     k  =  0     dans  la  seconde,  d'où 

a-.,  =  180°-f-17''13'2O",06  =  197°13''20",06. 

P.    L. 

A  envo;é  un  calcul  exact  :  M.  G.  FoiciiY,  à  Roanne. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1489.  —  On  con.sidère  la  courbe  représentée  par  l'équation 


p-  ^  ai 


i"  Construire  cette  courbe. 

2°  Calculer  l'aire  limitée  par  un  arc  et  deux  ravons  vecteurs. 

3°  Cette  aire  étant  recouverte  d'une  couche  inliniment  mince  de  matière  pesante  dont  la  densité  est  en 
chaque  point  inversement  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  pôle,  calculer  la  masse  totale  de  la 
couche. 

i"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  considérées  en  y  faisant  varier   a-. 

1490.  —  On  considère  un  cercle  lixe  et  un  cercle  de  même  rayon  qui  roule  sans  glissement  sur  celui-ci  de 
telle  sorle  que  la  vitesse  angulaire  du  rayon  de  contact  dans  le  cercle  fixe  soit  égale  à  t. 

1"  Trouver  les  équations  du  mouvement  d'un  point  de  la  circonférence  mobile  invariablement  lié  à  cette 
circonférence;  la  vitesse,  l'accélération  du  mobile  ainsi  que  la  composante  normale  de  l'accélération. 

2°  Construire  l'hodographc  du  mouvement.  Calculer  l'arc  de  la  trajectoire,  sa  longueur  totale,  et  l'aire 
comprise  entre  cette  courbe  et  le  cercle  fixe. 

3»  Trouver  le  rayon  de  courbure  et  la  développée  de  cette  trajectoire. 

E.  H. 

Ebhatum.  —  Une  omission  s'est  produite,  page  454,  dans  l'équation  de  la  ligne  l'J  ;  il  faut  lire  : 
Xby  +  ax  =  (i(y  -t-  )iY')(Xba;  —  ay)  +  2Xnab(r'  —  ■;]. 
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SCR    LES    El'lCVCLOIDES    ET    IIVPUCÏCLUÏDES 

LEUK    lIF.CTlFICAtlON    EFFECTLÉE  GÉOMÉTRIQUEMENT 
par  M     G.   Cotty,  r\i'\e  au  Ivcée  de  Dijon, 


Je  me  propose  de  déterminer  géométriquement  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  épicycloide 
ou  d'une  hypocycloïde,  de  déterminer  les  développées  de  ces  courbes  et  d'effectuer  leur  rectiûcation; 
de  résoudre  ainsi  parla  géométrie,  d'une  façon  très  simple,  des  problèmes  dont  la  solution  par  l'analyse 
est  longue  et  présente  quelques  dillicullés. 

Nous  appellerons  épicycloide  toute  courbe  engendrée  par  le  mouvement  d'un  point  de  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  de  rayon  »•  roulant  extérieurement,  sans  glisser,  sur  un  cercle  de  rayon  R. 

Deux  épicycloïdes  sont  de  même  espèce  lorsque  les  rapports   —    sont  égaux. 

Quand  le  cercle  roule  intérieurement,  on  définit  de  même  une  hypocycloïde  et  deux  liypocyclo'ides 
de  même  espèce.  Ceci  posé,  je  démontrerai  d'abord  géométriquement  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —   Ln  développée  d'une  hypocycloïde  est  une  hypocycloïde  de  même  espèce. 

La  développée  est  envisagée  comme  l'enveloppe  d^s  nor- 
males. 

Considérons  l'hypocycloïde  engendrée  par  le  point  N  du 
cercle  (C)  roulant  sur  le  cercle  (r),  le  centre  instantané  de  rota- 
tion étant  M,  la  normale  en  N  à  l'hypocycloïde  est  N.\I;  la  tan- 
gente en  N  est  KT. 

Considérons  un  cercle  (C)  ayant  son  centre  sur  rC  et  tan- 
gent en  M  à  (r),  MN  le  coupe  en  N,;  traçons  le  cercle  (r')  de 
centre  r  et  tangent  en  .M,  à  (C)  et  soit  0,  le  point  d'intersec- 
tion de  rO  avec  ce  cercle  ;  si  nous  pouvons  déterminer  le  rayon 
r'  de  (C)  de  façon  que  arc  MNi  =  arcOiMi,  MN  restera  cons- 
tamment tangent  à  l'hypocycloïde  engendrée  par  la  rotation  de 
(C)   sur    (1").    Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que 

r'  R  +  2r'  ,  l\r 


H 


R 


Ceci  est  toujours  possible  et  en  outre 


cloïdes  sont  de  même  espèce. 

Le  rayon  de  courbure  en  N  étant  NN,  ;    on  a 


ce  qui  démontre  que  les  deux  hypocy- 


NN,  =  MN  X  (  1  -+-  — ^  =  2MN    '^      '" 


R  —  -.'-■ 


Si  nous  posons    — —  =  — .    on  voit  que,  si  »  est  un  entier 
K  II 
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SUU  LES  ÉPICYCLOIDES  ET  HYPOCYCLOIDES 


Théorème.  —  Le   rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  hypocycloîde  à    »    rehroussenienh  est  égal  à 

n  — 1 
2  —    fois  le  segment  compris  sur  la  normale  entre  la  courbe  et  le  cercle  fixe. 

llEMAUQL'ES.  —  I.  Si  R  =  2r,  /)  =  2,  le  rayon  de  courbure  est  constamment  inlini,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  de  la  Hire  : 

Tout  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  roulant  sans  glissement  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
double  décrit  une  droite. 

II.  —  Si  R  est  infini,  on  a  ces  théorèmes  : 

La  développée  d'une  cycloide  est  une  cycloide  égale  ;  le  rayon  de  courbure  en  un  point  est  égal  â  deux 
fois  le  segment  compris  sur  la  normale  entre  la  courbe  et  la  droite  de  base. 

Nous  démontrons  de  la  même  façon  les  lliéorènies  analogues  pour  les  épicycloïdes  —  que  j'énoncerai 
seulement  : 

La  développée  d'une  épicycloide  est  une  épicycloide  de  même  espèce. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  épicycloïde  à  ti  rebroussemenisestégal  à     2^ — ■ — ^-N,     ^i  étant 

la  longueur  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  cl  le  cercle  fixe. 

Longueur  d'un  arc  d'épicycloide  ou  d' hypocycloîde.  —  Cherchons 
la  longueur  de  l'arc  wN  de  rhypocycloïde  (H)  ;  pour  cela,  considérons 
riiypocycloïde  (H']  dont  (H)  est  la  développée  ;  soit  M  l'intersection  de 
la  tangente  en  N  à  (H)  avec  (H').  D'après  le  théorème  d'Huyghens,  on  a 
arc  wN  =  N.M. 
Exprimons  MN  en  fonction  de  NI  —  T.  D'après  les  théorèmes 
précédents, 

R— r  R 


.M.\  =  2MIx 


R 


MIX 


R  — 2r 


donc 


•jN  =  2T 


R  — r 

iî 


Nous  opérons  de  même  la  rectilication  d'un  arc  d'épicycloide,  et  si  nous  appelons  encore  ï  la  lon- 
gueur de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  le  cercle  lixe,  on  a 

R-4-r 


arc  wM  =  2T 


R 


En  faisant    T  =  2;-    et  en  doublant  la  longueur  trouvée,  on  voit  que  : 

La  longueur  d'un  arc  d'hypocyctuide  est  égale  à     8— (R  — /);     In  longueur  d'un  arc  d'épicycloide 

égale  à    8— (R  +  r). 

Si  nous  considérons  le  cas  où     R  =  "/•,     "  étant  un  entier,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

I.  —  La  longueur  totale  d'une  hypocycloîde  à  n  rebroussemenls  est  égale  à  8(»i — 1)  fois  le  rayon 
du  cercle  générateur, 

H. —  La  longueur  totale  d'une  épicycloide  à  n  rebroussemenls  est  égale  à  8(ii+l)  fois  le  rayon  du 
cercle  générateur . 

Remarque.  —  Dans  l'expression  de  la  longueur  d'un  arc,  faisons  croître  R  indéhniment,  on  a  le 
résultat  suivant  : 

La  longueur  d'un  arc  de  cycloide  est  égale  à  8  fuis  le  rayon  du  cercle  générateur. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (CONCOURS  DE  1905) 


491 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIOUES  (Concoure  de  l'JÛo.j 


Mathématiques  spéciales. 
1443.  —  1°  On  donne  les  deux  droites  D,  D'  définies  respectivement  par  les  équations 

les  axes  de  coordonnées  ox,  oy,  oz  étant  supposés  rectangulaires.  Trouver  l'équation  ponctuelle  de  la  sur- 
face S  lieu  du  sommet  d'un  paraOuloide  variable  qui  pusse  par  ces  deux  droites.  Trouver  l'équation  langen- 
tielle  de  la  même  surface  S. 

2°  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S  en  fonction  de  l'abscisse  a  et  de 
l'ordonnée  ^  des  deux  points  N,  N'  où  une  droite,  menée  par  M,  rencontre  respectivement  D  et  H'.  Soit  P 
le  point  de  coordonnées  a,  fi  dans  le  plan  xoij.  Lieu  du  point  M  quand  P  décrit  une  droite  quelconque  du 
plan  xoij.  Étude  de  l'intersection  de  la  surface  S  avec  une  quadrique  quelconque  qui  passe  par  D  et  D'. 
Lieu  correspondant  du  point  P.   Cas  oii  cette  intersection  se  décompose. 

3°  Démontrer  que  la  surface  S  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  infinitéde  quadriqucs 
Q,  dont  on  cherchera  l'équation  générale  ponctuelle.  On  envisagera  plus  particulièrement  parmi  elles  les 
paraboloides  Q,.  Trouver  l'enveloppe  des  quadriques  Q. 

Cette  solution  nou: 
dilt'ère  fort  peu  de  celle  q 
paru  intéressant,  encore  à  ce  point  de  \uk,  de  la  publier  telle  quelle. 

1°  Ecrivons  l'équation  générale  des  paraboloides  passant  par  D  el  D  . 

Toute  quadrique  passant  par   D  et   D'  peut  être  considérée  comme  en- 
gendrée par  l'intersection  de  deux  plans  mobiles  contenant  respectivement 

D  et  D'  : 

Xy-Hi— /i  =  0, 

lix  -hz  +  h  =  0, 
'.  et  IX  étant  liés  par  une  relation  homographique  à  coefûcients  quelconques 
AXix-i-BX  +  C;a-+-D  =  0. 
L'équation  générale  des  quadriques  passant  par  D  et  D'  est  donc 

A(;-  —  h-)  —  Bx(:  -  h)  —  Cy(:  -+-  /*)  +  Dxy  =  0. 
On  aura  un  paraboloïde  si     0  =  0,     ce  qui  se  voit  a  priori  en  remar- 
=  0    doivent  être  deux  valeurs  correspondantes. 


été  envoyée  par  M.  Uenjoy,  candidat  à  l'agrégation   au   dernier  concours   et  reçu   premier.  Elle 
u'il  a  remise  a  ce  moment- là.  Indépendamment    de  la   grande    valeur  qu'elle  présente  il  nous  a 


A(:^  -  h')  —  Bx(:  —  h)  —  Cgr.  -4-/0  =  0 


quant  que     À  =  0     et     [j 
L'axe  du  paraboloïde 

a  pour  direction 

I    \ix-{-Cy  =  0. 
C'est  donc  le  dianièlre  conjugué  du  plan 

Cx  —  My  -0; 
1     —  B(:  -  h)  _    C(:  H-  h) 

cest  la  droite  \  ^ 

[    2A;  =  Bx  +  Cy. 

Les  rappoi  Is  de  la  première  équation  sont  égaux  à 

-2BC3  2BC/1 


B 


■c- 


B» 


C^ 


y/-{z^-h^). 
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Le  sommet,  intersection  du  paraboloïde  avec  l'axe,  a  donc  pour  coordonnées 

2AB' 


(B^  -t-  C^J' 


■h. 


,  2AG'       , 

W  —  C'  . 


B'  X 

Formons  Téquation  ponctuelle  de  la  surface  (S)  lieu  du  sommet.  On  a   —-  = .     Donc 


-y 


h, 


ou    (3)  j:^{z-h]  +  y^z  +  h)^0, 

{z—hf         —y- 
t'i) —  =    — ^^  • 

Telle  est  l'équilion  de  la  surl'ace  (S),  sous   forme  rationnelle. 

C'est  un  conoïde  du  cinquième  degré  ayant  pour  droite  directrice  l'axe  des  :  et  pour  plan  direc- 
teur le  pian  des  xij.  La  directrice  est  une  droite  double,  la  droite  à  l'infini  du  plan  des  xij  est  triple  . 
Enfin,  les  droites  D  et  D'  sont  doubles. 

Cherchons  l'équation  tangentielle  de  (S).  Nous  utiliserons  l'équation  (3).  Soit  u\-{- oY  -h  wZ  +  s  =  Ù 
le  plan  tangent  au  point  x,  y,  z  de  la  surface,  .r,  y,  z  vérifiant  l'équation  (3),  on  a 


-a;    '{z-h)        jy    "  (z  +  h)         x'-\-y'  —x 

.    j,       •        =  — ''         =  +  '' 
Les  deux  premiers  rapports  donnent,  d  après ■_ —  =  j-i 

y'-'         — ^' 


y         —  X 
les  deux  derniers,  par  addition  et  soustraction, 


.T^  y' 

Dune     (C^) 


{"-i) 


On  remarquera  la  grande  analogie  des  équations  (4)  et  (0). 

2".  Exprimons  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  surface  au  rnnyi-n  des  nombres  »,  [i  dont 
parle  rénonci-. 

Soient  X,  (ji  le  système  des  valeurs  des  parainèties  dcliuissanl  la  génératrice  de  système  opposé  à 
l)  et  D'  passant  par  le  sommet. 

Cette  génératrice  a  pour  direction 

J   =    Xiy   =:    fiX 
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et  est  parallèle  au  plan 

„         „  ,  >.  i 

Bi/  =  Ca-  ;  donc        —  =  -^■ 

■>  '  B         C 

D'autre  part,  puisque  les  points  (a,  0,  /()  et  (0,  p,  — h)  appartiennent  à  celle  génératrice,  on  a 

À?  =  2A, 

aa  =  —  2/(, 

avec  A/.u  -t-  B).  +  C.-^  =  0. 

Les  deux  nombres  a,  p  correspondant  à  un  système  donné  de  nombres  A,  B,  C,  c'est-à-dire  à  un 

paraboloïde  donné  satisfont  donc  à 

^  =  ^  et  -2A/(— Ba  +  C3  =  0. 

B  C  *^ 

Donc,  en  résolvant  par  rapport  à  A,  B,  C,  on  a 

B  C  1\h 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (2)  homogènes  et  de  degré  zéro  en  B,  C,  2A/i,  il  vient 


{"') 


h. 


Telles  sont  les  expressions  demandées. 

Considérons  dans  un  plan  où  sont  tracés  deux  axes  rectangulaires,  le  point  de  coordonnées  a,  i. 

Convenons  de  dire  que  ce  point  est  l'image  du  point  x,  y.  z  de  (S).  Une  relation  entre  a  et  &  définit 

une  courbe  sur  la  surface,  a  et  ^  sont  les  distances  algébriques  à  Taxe  des  :  des  points  où  D  el  D'  sont 

rencontrées  par  l'unique  droite  s'appuyant  sur  elles  et  passant  par  le  point  x,  »/»  :  de  la  surface  (S).  Si 

donc,  ce  point  décrit  l'intersection  de  S  avec  une  quadrique  passant  par  D   et  D',  a  et  2  sont  liés  par 

une  relation  de  la  forme 

?njt3+  Ha-i-p^-t-  ly  =  0, 

m,  >î,  p,  (j,  étant  trois  nombres  quelconques;  dans  le  plan  des  a,  î,  c'est  l'hyperbole  éfjuilatère  lapins 
générale  ayant  pour  directions  asymptotiques  les  axes  ('). 

On  aura  un  paraboloïde  si  m  —  0.  Avec  cette  hypothèse,  i  est  linéaire  en  a.  En  portant  son 
expression  dans  les  équations  7),  on  trouve  une  cubique.  Celte  cubique  est  rencontrée  par  les  généra- 
trices du  paraboloïde  en  un  seul  point  sur  les  génératrices  de  système  opposé  à  D  et  D',  puisque  sur 
une  telle  droite,  (S)  ne  possède  qu'un  point  non  situé  sur  D  ni  D'.  Les  génératrices  de  même  système 
que  D  ou  D'  rencontrent  en  deux  points  la  cubique- 

Supposons     m  9=  0  ;     on  a 

mat  -f-  p 

Noussupposons  nu/  —  np=z{\,  sinon  la  relation  entre  a  et  â  serait  de  la  forme  (i  —  a^)(3— S„)  =  0 
et  représenterait  deux  plans.  La  courbe  d'intersection  avec  iSi  se  décompose  évidemment,  mais  ceci 
n'offre  pas  d'intérêt. 

Supposons  donc    mq  —  »p  =  0 .     Les  coordonnées  d'un  point  de  l'intersection  en  fonction  du  seul 


C)  Ceci  suppose    m  ^  0.    Si     w  =  0,  on  -i  la  Hioite  la  plus  gém^riile. 
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paramètre  a  sont 

a'(ma  -+■  pY 


(8) 


?/  = 


a'-(  ma  -(-  p)- 

-^{M+qf 

(nx-hqY 

\y(ni%  -+-  p) 

'- -^  [n:i -h  q)-]{m3.  ^  p) 

a-(ma-hpY 

—  {n^-^q)-  ^ 

i-(mo:-\-p)--\-{na-\-ciY 

Si  l'on  réduit  ces  trois  expressions  au  plus  petit  dénominateur  commun,  on  voit  que,  par  a-,  la 
courbe  est  du  sixième  degré. 

Ces  équations  représentent  une  courbe  indécomposable,  comme  on  sait.  La  courbe  ne  pourra  se 
décomposer  que  si  un  facteur  a — »„  apparaît  haut  et  bas  dans  l'une  des  expressions,  en  sorte  que 
pour  a  =  2o,  l'une  des  coordonnées  sera  indéterminée,  les  deux  autres  prenant  dans  le  cas  général 
des  valeurs  déterminées.  Ce  sera  une  droite  parallèle  à  l'un  des  axes  qui  se  présentera  alors,  et,  une 
fois  le  facteur  a  —  oo  supprimé,  il  reste  les  équations  d'une  courbe  complémentaire.  Le  facteur 
linéaire  qui  disparaît  peut  correspondre  à  «„  infini. 

Appliquons  ceci  à  la  courbe  (8).  C'est  x  qui  donne  le  degré.  On  a 

oi^{7ny.  -+-  p)-  -+-  («a  +  q)  - 

Il  y  aura  diminution  de  degré,  si  le  degré  du  dénominateur  de  x  se  réduit,  ou  bien  si  le  numéra- 
teur et  le  dénominateur  de  x  ont  un  facteur  commun. 

Le  premier  cas  se  présente  pour  m  =  0.  C'est  le  cas  du  paraboloïde.  On  constate  que  la  courbe 
dégénère  en  une  cubique. 

Le  second  cas  se  présentera  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante  que  dans  x,  a  divise  le  déno- 
minateur, c'est-à-dire  q—0.  11  est  impossible  que  7m -h p  divise  le  dénominateur  puisque 
7nq  —  n/9y£:0.  q  =  0  nous  donne  les  quadriques  contenant  0:.  La  courbe  se  réduit  à  une  quartique. 
Cette  quartique  ne  rencontre  qu'en  un  point  les  génératrices  de  la  quadrique  de  système  opposé  à  D 
et  D'  et  par  suite  en  trois  points  celles  du  même  système  que  D  et  D'.  Elle  est  de  seconde  espèce . 

Ces  deux  cas  de  décomposition  étaient  évidents  a  priori.  Une  quadrique  quelconque  coupe  S  sui- 
vant une  courbe  du  dixième  degré.  Si  elle  passe  par  D  et  D',  qui  sent  doubles  sur  S,  le  reste  de  l'inter- 
section est  du  sixième  degré.  Si  elle  passe  de  plus  par  0:  qui  est  double,  le  reste  de  l'intersection  est 
une  quartique.  Si  elle  passe  par  la  droite  de  l'infini  du  plan  :  =  0,  qui  est  triple  sur  S,  il  reste  une 
cubique. 

3°  Soient  F{x,y,z,l)  —  0  réijualion  ponctuelle  homogène  d'une  surface,  4>(u,  y,  r',  s)  =  0  son 
équation  tangentielle.  Soit 

/■(;./•,  y,  z,  i)  =  A.r-  -t-  A'y'  h-  A":-  +  28;/:  -4-  2B'.i:  -h2B"j.-y  -+-  2Gx-+-  2C'j/  -h  20":  -h  D  =  0 
l'équation  ponctuelle  d'une  quadrique.  Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  sur- 
face considérée  soit  à  elle-même  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  la  quadrique      /"  =  0. 

Soit  .r,  y,  z,  t  un  point  (juelconque  de  la  surface.  Son  plan  polaire  uX  -i-uY  -h  îcZ  h-sT  =  0  par 
rapport  à  la  quadrique  a  pour  coordonnées 

u  V  w  s 

Il  faut  et  il  suffit  que  (piel  que  soit  le  point  r,  y,  z,  t  pris  sur  la  surface,  son  plan  polaire  soit  tan- 
gent à  celte  dernière.  L'éiiuation 

*(/■;,  /;;,  n,  n  =  o 

doit  donc  être  équivalente  A     F(.r,  j/,  :,  t)  =  0. 
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Cherchons  toutes  les  formes  quadratiques  en   x,  y,  :,  i  (elles  que  les  deux  équations 

[z-hy         ]r 


(4) 


(3-^/0 

/ 
(9) 


n^\n 


r.^^n 


IL 
r- 


h 

soient  équivalentes. 

La  remarque  suivante  va  restreindre  le  champ  de  nos  recherches. 

Soit  G  une  génératrice  de  (S).  Sa  conjuguée  G'  par  rapport  à  la  quadrique  (Q;  fait  partie  de 
(S),  puisque  tout  plan  passant  par  G  est  un  plan  langent  à  (S)  et  a  son  pôle  sur  G'.  D'autre  part  G 
rencontre  Qz.  Quand  deux  droites  se  rencontrent,  leurs  conjuguées  se  rencontrent  également,  comme 
il  est  très  aisé  de  s'en  rendre  compte.  Donc,  la  conjuguée  de  0:  doit  rencontrer  G',  c'est-à-dire  une 
génératrice  quelconque  de  (S).  C'est  donc  soit  la  droite  de  l'infini  du  plan  des  xy,  soit  0:  ;  dans  ce  der- 
nier cas  0:  appartient  à  (0).  Pareil  raisonnement  pour  la  droite  à  l'inlini  du  plan  des  xij.  En  résumé, 
deux  cas  seulement  sont  possibles  : 

1°  (Q)  contient  0;  et  la  droite  de  l'inlini  du  plan  des  xij  ; 

2°  ces  deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  (Q),  c'est-à-dire  que  0:  est  un  axe  de  Q. 

Examinons  le  premier  cas.  L'équation  des  quadriques  (Q)  est  de  la  forme 

B(/:  -+-  M'xz  -+-  Cx  H-  C  ?/  =  0. 

Il  s'agit  de  voir  si  l'on  peut  identifier  avec  (4)  l'égalité 


[Bv  +  B'x-^-i-(Ca:  +  C'-/)]' 


(9*.)  -  '  -    -    ^"^'-^"^ 


|^B-/-^B'.r--^(Cx  +  C',v)|' 


(15:h-G')2 


On  ne  peut  pas  identilier  parce  que  les  termes  de  plus  haut  degré  dans  (4j  contiennent   :'   en  fac- 
teur, et  ici  ne  peuvent  contenir  que   z-. 

Dans  le  second  cas,  l'équation  des  quadriques  est  de  la  forme 

Ar-  -h  A'v'-  ■+-  A"c-^  +  2B"xi/  -t-  2G";  +  D  =  0. 
L'équation  à  identilier  avec  (4)  est 


(9  ter) 


>"^-^C"-^^"^-'^)ï         (A.-^B'W 


1  1^        (.Vi/4-B"x)- 

A":  +  C"--^{C":^D)J  ^     ''  ' 


Toute  section  dans  la  surface  (S)  par  un  plan     z  —  1     se  compose  de  deux  droites  conjuguées   har- 
moniques par  rap[)ort  aux  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans    xOz,     yOz.     Donc,  les  deux  plans 

I     A-i-  -)-  B"</  =  0, 

I     k'ij  -+-  B"x  =  0 
sont  identiques  aux   plans  de  coordonnées  passant  par    0:.    Donc,  ou  bien     A  =  0,    .V  =  0,     ou 
bien    B"  =  0. 

Supposons     A  =  0,     A'  =  0.' 

Le  second  membre  de  l'égalité  se  réduit  à   -~.    Ecrivons  que  pour     z  =  h,  ?y  =  0     d'une  part, 
et    :  =  — k,  X  =  0    d'autre  part,  l'équation  est  vériûée.  Nous  obtenons  les  deux  relations 

A"h  H-  -?-  -f-  2C"  =0,  —  A7i  -  ^  -t-  2G"  =  0 

H  II 
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ou  A"A'-  +  D  =  0,  C  =  0. 

Avec  ces  valeurs  l'équation  des  quadriques  devient 
(10)  A"(:-  —  h-)  +  2B"xy  =  0. 

L'équation  devient,  en  supposant     A"B''  =  0, 

Ce  n'est  pas  la  surface  (S);  c'est  une  surface  d'une  nature  très  voisine  que  nous  désignerons  par  (Si). 
Les  quadriques  (10)  passent  par  D,  D'  et  ont  leur  centre  à  l'origine.  (S)  et  (S,)  sont  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  ces  quadriques. 

Enûn,  faisons     B"  =  0.     L'équation  (9  <e)-)se  réduit  à 

Ecrivons  que  l'équation  est  vérifiée  pour     x  =  0,    z  =  ~  li,    j/  =  0,    :  =  +/(.      Nous  trouvons  la 
condition  unique 

A"/i^  —  D  =  0, 
et  l'équation  prend  la  forme 

(■^"^t)''-  +  *''    ^    A... 


11  y  aura  identité  avec  (S),  à  la  condition  nécessaire  et  suflisante 

Hj  a^ 


(a". 


c;;^\^  A'i 

h 


Donc,  par  rapport  aux  quadriques  (Q), 

(12)  A.r"-  -H  A'i/'-  +  A'(:-  -H  h^)  +  2C";  =  0. 

A,  A',  A",  C  étant  liées  par  la  relation  (H),  la  surface  (S)  est  sa  propre  polaire  réciproque. 

Pour  que  Q  soit  un  paraboloïdc,il  faut  el  il  suffit  que  .\A'A"  =  0.  Si  AA  =  0,  on  a  un  cylin- 
dre parallèle  à  Ox  ou  Oy .  Si    A"  =  0,     la  relation  (11)  se  réduit  à 

C"'^A- —  ,\'-)  =  0  ou  C"=:0  et  A^  =  A'-. 

Dans  la  première  hypothèse  on  a  deux  plans  passant  par  0:.  Dans  la  seconde,  on  a  les  doux  familles 
do  paraboloïdes 

A(x--f  j/-)-h2C":  =  U, 
A(x»  — i/=)-t-2C":  ==  0; 

les  premiers,  de  révolution  autour  de    0:   et  ayant  leur  sommet  u  l'origine,  les  seconds   équilatôres 
ayant  pour  axe  0:  et  pour  sommet  l'origine,  passant  par  les  bissectrices  des  axes  O.r  et  Oi/. 

Les  quadriques  (Q)  dépendent  de  quatre  paramètres  figurant  sous  forme  homogène,  et  liés  par  une 
relation,  donc,  de  deux  paramètres  indépendants  seulement.  Voici  comment  on  peut  faire  figurer 
explicitement  ces  deux  paramètres  indépendants.  Larelalion  (II)  rappelle  ré(iuatii>u  ponctuelle  de  S. 
Posons,  en  supposant    C"  ==  0, 

c  c  c 
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l'équalion  générale  des  quadriques  (Q)  est 

(13)  U-  +  r,?/2  +  Ç(i2  +  /jS)  -4-  2:^2  =  0, 

?,  T,,  ç  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (S).  On  aura  l'équation  de  (Q)  avec  deux  para- 
mètres indépendants  en  remplaçant  ç,  r,,  Ç  à  l'aide  de  2  et  de  fl. 

Il  sera  maintenant  aisé  d'obtenir  l'enveloppe  de  (O).  Soit 

l'équation  de  la  surface  (S). 

Soit  î(;  H-  t'f,  -+-  ivZ  +  s  =  0,  l'équation  en  tangentielles  du  point  ?,  iq,  Ç;  pour  obtenir,  en  tangen- 
tielles  «  l'enveloppe  »  de  ce  point,  tious  faisons  exactement  les  mêmes  calculs  que  pour  obtenir  l'enve- 
loppe de  (Q).  Donc,  cette  dernière  s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  tangentielle  de  (S)  u,  v,  iv,  s 
par  x'^,  y^,  z'^  -h  /i^,  'i.zh-. 

C'est  donc 

(z^ -^  h'^ —  ^zhf  ~  y^' 
ou,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres, 

(z-^hy  X- 

ce  qui  est  l'équation  de  (S)  et 

(s  +  hy         x' 

^   ^  [z  —  hy      if 

ce  qui  est  l'équalion  de  la  surface  (Si)  déjà  rencontrée. 

Analysons  plus  loin  la  remarque  qui  nous  a  donné  immédiatement  l'enveloppe  de  Q.  Les  égalités 
(5)  nous  donnent  ce  que  l'on  peut  appeler  les  coordonnées  du  plan  caractéristique  dans  la  recherche  de 
«  l'enveloppe  »  du  point 

i(;  +  t'r,  +  wÇ  -t-  «  =  0. 

On  aura  les  coordonnées  du  point  caractéristique  de  la  quadrique  Q,  en  remplaçant  dans  les  éga- 
lités (S),  M,  V,  IV,  s  par  x^,  y-,     ;- -1- /r,     2:/(^;  on  a  ainsi 

X-'  _  y'  _     :'-  4-  h-     _  2:/t^ 

Pour  avoir  des  dénominateurs  rationnels,  nous  n'avons  qu'à  remplacer  z,r„  Ç  en  fonction  de  a  et 
p.  Nous  savons  en  effet  que  les  coellicients  du  plan  tangent  à  une  surface  unicursale  en  a  et  ?  s'ex- 
priment rationnellement  en  fonction  de  a  et  p,  car  on  a 

u  =    };''  '  :  V  =  ,  w  =  ,  s  =  —  («;  +  V',  4-  wl). 

Remplaçons  simplement  dans  les  rapports  précédents  ;,  r,,  ?  avec  a  et  p.  On  a  en  supprimant  en 
dénominateur  le  facteur    (ï-  +  ji-)  ^,  qui  ligure  évidemment  partout  avec  la  même  détermination, 
X-  _        y'        _   ;'+/(-    _         2:/i 

4    f'"'       ~   £  ^  .    ""   a^  -t- 11-   "~  —  ï-  -V-  f-  ' 

Remplaçons  les  deux  derniers  rapports  par  leur  somme  et  leur  différence  terme  à  terme  : 

g-  ^        'f        ^  (z  +  hf   ^    (:  -  /')- 

3     a  3     S 
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Oq  a  — r  = 7' 


:— /ii^ 


:  +  /i  3 

Donc,  pour  les  points  cavacléristiques  situés  sur  (S),    — =  —  •    Pour  ceux  situés  sur  (Si), 

z^h  3 

cest = •• 

:  — h  2 

Extrayons  les  racines  carrées  des  quatre  rapports.  Il  vient  pour  les  points  de  (S) 
;  —  /i         ;  —  h  X  y 


'      -     -\/|V4    -v1V4 


Pour  (Si),  on  remplacerait  le  premier  rapport  par    — '—^.    On  a,  pour  chacune  des  deux  surfaces 

—  ? 

X-         T.  ,  z  -^  h 


y-         \  \z  —  hj  r  +  /* 

Il  y  a  quatre  points  caractéristiques  sur  chacune  des  surfaces  S  et  Si. 

L'intersection  de  (0)  et  de  chacune  des  deux  surfaces  est  une  courbe  du  dixième  degré  possédant 
quatre  points  doubles  aux  quatre  points  caractéristiques. 

Notes  et  remarques  sur  le  problème  précédent. 

I.  —  Voici  comment  on  peut  voir  immédiatement  que  la  surface  (S)  est  un  conoïde. 

Considérons  la  transformation  ponctuelle  de  l'espace  suivante  :  la  cote  du  point  transformé  ne  change  pas, 
mais  sa  projection  sur  le  plan  xOy  est  remplacée  par  son  homothélique  par  rapport  à  0  avec  un  rapport 
fixe  k. 

Une  droite  a  pour  transformée  une  droite,  si  elle  est  perpendiculaire  k  Oz  (ou  A),  sa  transformée  est  dans 
le  même  plan  horizontal  et  est  son  homothélique  par  rapport  au  point  de  A  de  même  cote.  Si  de  plus  elle  ren- 
contre A,  elle  coïncide  avec  sa  transformée,  il  en  est  ainsi  de  D  et  de  D'. 

Une  droite  perpendiculaire  à  une  droite  horizontale  et  celle-ci  ont  leurs  transformées  encore  rectan- 
gulaires. 

Ceci  posé,  un  paraboloïdc  passant  par  D  et  D'  aura  pour  transformé  un  autre  paraboloïde  passant  par  D  et 
D',  car  la  surface  translormée  contenant  D  et  D',  est  réglée,  les  points  de  rencontre  avec  D  et  U'  des  génératrices 
se  correspondent  homographiqiiement,  les  points  à  l'inlini  étant  homologues. 

Un  paraboloïde  P  passant  par  D  et  D'  a  son  axe  horizontal  et  Taxe  de  son  transformé  est  donc  parallèle 
au  sien. 

Je  dis  que  le  sommet  i  du  paraboloïde  P  a  pour  transformé  le  sommet  ii  de  Pi.  En  cfl'ct,  en  i  passent 
deux  génératrices  de  P,  perpendiculaires  à  la  direction  o  des  diamètres  de  P  (et  par  suite  de  Pi)  ;  8  étant 
horizontale,  les  transformées  de  ces  génératrices  restent  perpendiculaires  à  5.  Donc,  le  transformé  de  leur 
point  de  rencontre  j  est  le  sommet  ji  de  Pi. 

Donc,  ï  étant  un  point  quelconque  de  la  surface  lieu  des  sommets  des  paraboloïdcs  P,  tout  point  déduit 
de  5  par  la  lransform;ition  considérée,  eu  donnant  ci  k  une  valeur  arbitraire  appartient  à  cette  surface.  Ces 
points  forment  une  droite  perpendiculaire  à  A.  Donc,  la  surface  est  un  conoïde  ayant  pour  droite  directrice  A 
et  pour  plan  directeur  le  plan  xOy. 

II.  —  Voici  quelques  indications  sur  la  forme  de  ce  conoïde  : 

Ses  éléments  de  symétrie  sont  ceux  des  systèmes  des  deux  droites  I)  et  D'.  Plans  de  symétrie  :  a;0;,  »/0;. 
Axes  de  symétrie  :  Oj  ou  A,  et  les  bissectrices  de  l'angle  xOy. 

Je  dis  que  chacune  des  droites  doubles  D  et  D'  est  une  arête  de  la  surface,  c'est-à-dire  que  les  deux  plans 
tangents  en  chacun  des  points  de  D,  plans  (|ui  passent  par  D  sont  confondus  avec  le  plan  xOz. 

Ceci  se  vérifie  aisément.  Toute  section  plane  ne  passant  pas  par  D  possède  au  point  de  rencontre  avec  D, 
un  point  de  rebroussement,  la  tangente  étant  dans  le  pian  aUr. 
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Éludions  la  section  par  un  plan    x  —  À.     La  section  est  du  cinquième  degré,  unicursale.  Elle  possède  outre 

le  point  de  rebroussenicnt  sur  Oi--],  un  point  double  imaginaire  à 
l'infini  dans  la  direction  de  Oiii,  un  point  triple  à  l'inlini  dans  la 
direction  Oiyi,  les  trois  tangentes  étant  confondues  avec  la  droite 
:,  =  —h. 

Tout  ceci  est  immédiat,  si  l'on  utilise 


métrique  de  la  surface  avec  x  et    t 
X  :=  X, 


la  représentation  para- 
On  a 


-h. 


xOij. 


_  1  —  (- 
"  ~  TTT- 

Quand  ).  varie,  la  courbe  varie  par  simple  dilatation  d'ordonnées. 

La  section  par    j/  =  X    est  la  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  la  bissectrice 


:  =  0 


A                                  D 

~^  / 

0  /-^^^ 

"~~~4 

^ 

C 

/ 

III.  —  Voici  une  génération  du  conoïde  : 

La  forme  de  l'équation  du  conoïde  (S)  montre  que  la  projection  sur  le  plan     c  =  0    d'une    courbe  algébri- 
que tracée  sur  S,   et,  par  exemple,  obtenue  par  l'intersection  avec  (S)  d'une  surface  algébrique   z,    passe  par 
les  points  cycliques  du  plan    a-Oy.    Si  donc   S   n'admet  pas  le  plan    2=0 
pour  plan  asymptotique,  cette  projection  sera  une  courbe  circulaire.  lien  est 
ainsi  de  la  section  par  un  plan  non  horizontal. 

La  section  par  un  plan  passant  par  D  est,  outre  D,  une  cubi(|uc,  pos- 
sédant un  point  de  rebroussement  sur  D',  symétrique  par  rappoit  à  sa 
tangente  de  rebroussement  et  admettant  D  pour  asymptote.  La  projection 
sur    -  =  0    est  donc  une  cisso'ide  de  Dioclès. 

Réciproquement,  considérons  une  cubique  réelle   C   admettant  un  point 
de  rebroussement   R,    symétrique   par  rapport  à  sa  tangente  de  rebrousse- 
ment, admettant  deux,  directions  asymptotiques  imaginaires,  son  asymptote 
réelle  D,  qui  est  évidemment  perpendiculaire  ci  la  tangente  de  rebrousse- 
"  ment  et  la  rencontre  en  A,  étant  de  plus  située  à  distance  finie  du  point  de 

rebroussement.  Dans  ces  conditions,  il  e.xisteun  plan  passant  par  le  milieu  de  AR  et  sur  lequel  la  cubique  C 
se  projette  suivant  une  cissoïde  de  Diodes.  Soit  a;Oi/  ce  plan,  0:  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  lui,  Ox 
étant  parallèle  à  D.  Le  conoïde  ayant  pour  directrice  0;,  pour  plan  directeur  xQy,  et  s'appuyant  sur  la  cubi- 
que  C  est  précisément,  si  la  cote  de   D   est//,  le  conoïde   S. 

On  pourrait,  en  étudiant  la  construction  du  sommet  d'un  paraboloïde    P   par  sa  projection  sur  le  plan    aOi/, 
trouver  très  aisément  par  voie  géométrique,  la  génération  précédente  du  conoïde   S. 

IV.  —  Lignes  asymptotiques  du  conoïde    S. —  On  sait  qu'elles  s'obtiennent  sans  quadrature.  Si  l'on  a 

-Ai)- 


les  asymptotiques  se  projettent  suivant  les  courbes 


'  y\ 


=<^\iy 


Ici 


y 


x^  -^y  ■■•■ 
En  introduisant  a  et  3,  on  trouve  pour  équation     aâ  =  C. 

Les  asymptotiques  sont  les  sections  par  les  quadriques  (lO;,  passant  par  D  et  D'  et  ayant  leur  centre  en  0, 
par  rapport  auxquelles  S  et  Si  sont  polaires  réciproques. 

V.  ~  Dans  le  cas  de  décomposition  de  l'Intersection  de  S  avec  une  quadrique  pa.ssant  par 
trouvé  les  cas  m  =  0  et  j  =  0.  J'ai  omis  le  cas  où  l'on  aurait  simultanément  m  =  0,  q- 
le  cas  du  paraboloïde  équilatère. 

Un  paraboloïde  équilatère  passant  par  D  et  D'  coupe  S  en  D  et  D',  A,  comptant  chacune  pour 
du  second  ordre,  en  Y  (droite  de  l'inlini  du  plan  xOij)  qui  compte  pour  une  courbe  du  3'' ordre, 
l'intersection  se  compose  donc  d'une  droite.  Réciproquement  d'ailleurs,  une  quadrique  passant 
une  génératrice  quelconque  de  (?)  est  un  paraboloïde  équilatère  et  ne  coupe  pas  S  en  dehors  de 


D  et  D',  j'ai 
=  0,     qui  est 

une  courbe 
.  Le  reste  de 
par  D,  D'  et 

et  A'. 
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D'ailleurs,  un  paraboloïilc  éqnilatére  quelconque  passant  par  A  et  A',  c'est-à-dire  la  quadrique  la  plus  géné- 
rale passant  par  ces  deux  droites  coupe  S  suivant  une  courbe  du  cinquième  ordre,  composée  de  cinq  géné- 
ratrices. 

Ces  deux  conoïdes  ayant  même  axe  et  même  plan  directeur  se  coupent  évidemment  suivant  un  certain 
nombre  de  génératrices. 

VI.  —  Les  cubiques,  sections  de  S  par  des  paraboloïdes  passant  par  D  et  D',  ont  deux  points  sur  D  et 
deux  sur  D'.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  points  situés  sur  D,  (et  aussi  sur  D')  sont  confondus,  la  tangente 
étant  D,  le  plan  osculateur  étant  ij  =  0.  D'une  façon  générale,  soit  /"(ao,  3)  =  0  l'équation  d'une  courbe 
tracée  sur  S  ;  p  =  0  est  l'équation  de  D.  Supposons  que  /"(ao,  0)  =  0.  Si,  au  voisinage  de  ?  =  0,  on  a 
a— ao  =  PX'i'([i),  1(3)  restant  fini  pour  ^  =  0,  les  équations  (7)  montrent  qu'au  point  oc,,,  0,  la  courbe 
/•(a,  ^)  =  0    est  tangente  à  D,  le  plan  osculateur  étant    y  =  0.     Car, 


ce  qui  démontre  le  fait  énonce  pourvu  que    aa^^O. 

La  condition  4'(û)  fini  est  vérifiée  pour  les  équations  de  la  courbe  intersection  de  S  avec  une  quadrique 
passant  par  D  et  D'.  Si  cette  quadrique  est  quelconque,  D  la  rencontre  en  trois  points,  deux  confondus  corres- 
pondant à    ^  =  0    et  un  à  l'infini  correspondant  à  =t  infini,  ^  fini. 

Vn. Recherche  des  quadriques  (Q)  par  rapport  auxquelles  S  est  sa  propre  polaire  réciproque. 

On  peut  abréger  de  la  sorte  les  essais  fait  plus  haut. 

A   et   A',  nous  l'avons  vu  sont  un  système  de  droites  ayant  pour  conjuguées  par  rapport  à   (Q),    A   et    A'. 
Pareillement,  D   étant  une  droite  singulière  de   S  a  pour  conjuguée  une  droite  singulière  de   S   qui  n'étant  ni 
A,  ni  A'  est  D  ou  D'.  On  voit  ainsi  que  D  et  D'  ont  pour  conjuguées  D  et  D'. 
De  là,  quatre  cas  possibles  : 
1"  (Q)   circonscrite  au  quadrilatère    D,  D',  A,  A'.    Equation  générale 

x{:  —  h)  -h  hjiz  -\-h)  =  0. 
En  substituant  dans  (9)    on  trouve  comme  transformée  de   S 

}?y^    _      (z  —  hY 
x^     ~~   '/.-{:  -h  hy- 
Noiis  savions  déjà  que  les  quadriques  passant  par   A   et  A'   ne  convenaient  pas.  La  transformée  de   S 
dépend  linéairement  comme  on  voit  de  a=. 

2°   (Q)    passant  par  A,  A'   conjuguée  par  rapport  à    D   et   D' : 

x[z  -h  II)  -+-  hj{z  —  /()  =  0. 
Substituons,  on  trouve 

_£_  _      (3  +  /')- 

).3y3  —  X2(;  _  f,yi  ' 

C'est  la  même  famille  de  surfaces  que  précédemment. 

3°  (Q)  passant  par  D,  D'  conjuguée  par  rapport  à  A  et  A'.  Ce  sont  les  quadriques  (10)  qui  échangent 
S   et  Si. 

4»  (Q)  conjuguée  par  rapport  au  (juadrilatère  D,  D'i  a,  A'.  On  retrouve  la  famille  (13)  qui  est  la  famille 
cherchée. 

VIII.  —  La  courbe  intersection  d'une  quadrique  (13)  et  de  S,  comprend  deux  points  triples  sur  A', 
deux  points  doubles  sur  A,  sur  D,  sur  D',  et  enfin  quatre  points  doubles  caractéristiques.  En  résumé,  c'est 
une  courbe  du  dixième  degré  avec  2  points  triples  et  10  points  doubles.  J'ignore  si  elle  se  décompose. 

Si  elle  ne  se  décompose  pas,  elle  est  unicursale.  En  elVet,  supposons  la  quadrique  (13)  rapportée  à  ses 
génératrices  rcctilignes  et  soient  )..  fjt  les  coordonnées  d'un  de  ses  points.  On  démontre  aisément  la  propo- 
sition suivante  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  tracée  sur  celte  quadrique  soit  de 
degré  10  et  ail  IC  points  doubles  (distincts  ou  confondus  en  partie)  est  que  l'on  puisse  exprimer  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe  par     l  =  -—--,    |j:=-gT— ,    P,  Q,  li,  S  étant  des  polynômes  du    cinquième 

degré  en  (. 

Ar.naud  DE.NJOY. 
Bonnes  solutions  ;  .MM.  (1.  Pélissieb,  ii  Toulouse;  l'Aimou. 
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GROUPE  I 


Épure. 

1416.—  Un  pnvaboloide  équilaière  a  une  parabole  principale  de  front.  Celle  parnbole  a  pour 
sommet 

x  =  — 4,  y  =  10,  :  =  12 

et  pour  foyer 

x=—i,  y  =  10,  :  =  n. 

Représenter  la  surface  opaque  de  ce  parnboloïde  comprise  entre  les  deux  plans  de  front  y  =  G,  ?/  =  11, 
et  au-dessus  du  plan  horizontal     z  =  3. 

Déterminer  les  ombres  produites  en  supposant  les  plans  de  projection  opaques,  les  rayons  lumineux 
étant  à  45°  sur  la  ligne  de  terre  dans  les  deux  projections. 

On  calculera  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  ligne  de  terre  avec  le  contour  de  l'ombre  portée 
par  l'objet  ainsi  défini. 

L'axe  de  la  surface  est  vertical  et  ses  deux  plans  directeurs  sont  rectangulaires. 

Ils  ont  pour  traces  horizontales  les  deux  bissectrices  sg,  sf/i  de  l'angle  des  axes  menées  par  s. 

Projections  de  la  surface.  —  La  parabole  méridienne  principale  donnée  par  l'énoncé  est  une  partie  du  con- 
tour apparent  vertical  ;  celte  courbe  étant  donnée,  on  la  construit  par  points  sans  indications  particulières  et 
on  la  limite  aux  points  a',  b'  de  cote  3.  Les  sections  de  la  surface  par  les  plans  de  front  y  =  6  et  y  =  14 
sont  deux  paraboles  égales  à  la  première  et  dont  les  projections  verticales  sont  confondues  puisque  le  plan 
y  —  iO  est  un  plan  de  symétrie  de  la  surface.  Nous  obtenons  les  points  de  cette  parabole  qui  sont  sur  les  généra- 
trices SG  et  SV  situées  dans  le  plan  tangent  au  sommet  en  prenant  les  points  d'intersection  de  ces 
génératrices  par  le  plan  de  front  y  =:  14,  soient  g,  g'  et  v,  v' .  Nous  en  déduirons  immédiatement  le  som- 
met e'  puisque  nous  connaissons  le  paramètre  de  cette  parabole  p  =  2,  en  prenant  l'équation  x-  =  — 2pj 
de  cette  parabole  rapportée  à  son  axe  et  sa  tangente  au  sommet,  et  calculant  la  valeur  de  î  qui  correspond  à 
l'abscisse  s'g' =  eg  =  se  =  i,  ce  qui  donne  s'e'  =  i.  On  pourrait  aussi  conslruire  géométriquement  le 
point  e'  en  partant  de  la  propriété  connue  de  la  sous-normale. 

Cette  parabole  étant  une  section  plane  de  la  surface,  il  y  a  lieu  de  construire  la  tangente  en  un  point, 
par  exemple  au  point  g'  et  pour  cela  prendre  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point  avec 
le  plan  de  front  du  point  G.  Ce  plan  tangent  est  défini  par  les  deux  génératrices  qui  passent  au  point  G 
et  dont  l'une  est  S(;  ;  l'autre  a  sa  projection  horizontale  -v-'  parallèle  au  second  plan  directeur  et  sera 
déterminée  par  le  point  où  elle  rencontre  une  génératrice  du  premier  système.  Choisissons  celle  qui  est 
parallèle  à  la  direction  des  rayons  lumineux  et  dont  la  projection  verticale  s'obtient  de  suite,  car  étant 
inclinée  à  4ao  sur  l'axe  de  la  parabole  méridienne  à  laquelle  elle  est  tangente,  elle  passe  par  le  pied  de  la  direc- 
trice et  a  son  point  de  contact  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  menée  par  le  foyer.  On  a  ainsi  n'p',  np  dont  la 
projection  horizontale  coupe  au  point  m  la  génératrice  considérée  précédemment  et  fait  connaître  le  pomt  m 
qui  détermine  la  projection  verticale  m'g'  de  cette  génératrice.  On  en  déduit  la  ligne  de  front  Is,  l's'  du  plan 
tangent  en  G  et  par  suite  la  tangente  g't'  parallèle  a  l's'.  Nous  avons  aussi  construit  la  génératrice  bq,  b'g'  qui 
donne  la  tangente  en  b'  à  la  méridienne  principale,  ainsi  que  la  tangente  au  point  d'  et  la  génératrice  d'u'  qui 
déterminent  le  plan  tangent  en  D  à  la  surface. 

Le  contour  apparent  vertical  de  la  surface  est  ainsi  déterminé  par  les  deux  paraboles  a's'b',  c'e'd'  et  la  pro- 
jection a'c',  b'd'  de  la  section  par  le  plan    -  =  3. 

Le  contour  apparent  horizontal  est  défini  par  les  projections  horizontales  cd,  ctd,  des  paraboles  de  front 
et  la  section  de  la  surface  par  le  plan  j  =  3.  Cette  section  est  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes 
sont  les  traces  des  plans  directeurs  gvi  et  vgi  et  dont  les  sommets  réels  sont  les  projections  a  et  6  des  points 
où  s'arrête  la  méridienne  principale.  On  doit  en  conslruire  un  point  courant  et  la  tangente  en  ce  point,  par 
exemple  celui  qui  est  sur  la  génératrice  GL,  à  l'intersection  h,  h'  de  cette  génératrice  et  du  plan  3=3.  On 
obtient  la  tangente  en  h  en  menant  la  seconde  génératrice  qui  passe  par  ce  point  ;  soit  hh  parallèle  à  gs  et 
qui  rencontre  en  k,  k'  la  génératrice  de  système  difl'érent  sgi,  s'g',  d'où  l'on  déduit  la  projection  verticale  k'b'. 
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que  l'on  aurait  pu  aussi  construire  en  menant  do  h'  la  seconde  tangente  à  la  méridienne.  I, 'horizontale  du 
plan  des  deux  génératrices  qui  touche  la  surface  au  point  H  est  la  droite  KG  dont  la  projection  horizontale  kg 
donne  la  direction  de  la  tangente  au  point  /(.  Is'ous  avons  la  tangente  en  rf  à  l'hyperbole  en  menant  la  paral- 
lèle à  l'horizontale  z'o  du  plan  langent  en  D  à  la  surface. 

Ombre  propre.  —  La  ligne  d'omhre  propre  est  l'intersection  de  la  surl'ace  par  le  plan  diamétral  conjugué 
de  la  direction  de.s  rayons  lumineux.  Ici,  cette  direction  étant  parallèle  au  plan  directeur  SVi,  son  plan  dia- 
métral est  parallèle  à  ce  plan  directeur  et  coupe  la  surface  suivant  une  génératrice  du  système  correspondant 
et  qui  est  précisément  celle  que  nous  avons  considérée,  puisque  ce  plan  diamétral  doit  contenir  la  génératrice 
elle-même  dont  il  est  le  plan  conjugué.  Nous  avons  ainsi  comme  ligne  d'ombre  propre  nr,  n'r'  entièrement 
vue  en  projection  horizontale  mais  dont  la  partie  p'r'  est  cachée  en  projection  verticale. 

Pour  reconnaître  la  région  éclairée,  il  est  nécessaire  de  distinguer  les  deux  projections  de  la  surface  car> 
abstraction  faite  des  lignes  de  contour  apparent,  toute  la  portion  de  surface  vue  en  projection  verticale  est 
cachée  en  projection  horizontale,  et  vice  versa,  quand  on  suppose  la  surface  opaque.  On  pourrait  dire,  en  ne 
considérant  que  la  partie  située  en  avant  du  plan  de  front  de  symétrie  que  l'une  des  portions  est  l'envers  de 
l'autre  en  sorte  que  ce  qui  est  éclairé  sur  l'une  est  nécessairement  caché  sur  l'autre.  Cela  posé,  si  l'on  regarde 
la  projection  verticale  et  qu'on  mène  par  le  point  B  une  pauallèle  aux  rayons  lumineux  mais  en  sens  opposé, 
cette  droite  ne  rencontre  plus  la  surface,  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  points  de  l'arc  RD.  Donc  tous  ces 
points  sont  dans  la  région  éclairée  pour  un  observateur  qui  regarde  le  plan  vertical,  et  cette  région  s'étend 
jusqu'à  la  ligne  d'ombre  propre  et  au  contour  apparent  vertical. 

Si  maintenant  on  regarde  la  projection  horizontale,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  que  tous  les 
points  de  cette  région  sont  au  contraire  dans  l'ombre,  en  sorte  que  la  région  éclairée  est  celle  qui  comprend  le 
point  a  et  s'arrête  à  la  génératrice  nr  et  à  la  ligne  de  contour  apparent  horizontal.  On  pourrait  d'ailleurs  le 
reconnaître  directement  comme  pour  l'autre  projection. 

Ombre  portée.  —  L'ombre  portée  est  l'intersection  de  chaque  plan  de  projection  par  le  cylindre  parallèle 
aux  rayons  lumineux  et  s'appuyant  sur  la  ligne  d'ombre  propre.  Or  remarquons  qu'ici  la  ligne  d'ombre  propre 
comprend  en  réalité  les  lignes  de  section  de  la  surface  par  les  plans  de  front  et  par  le  plan  horizontal  qui  sépa- 
rent l'endroit  de  l'envers,  et  que  devrait  traverser  un  mobile  pour  passer  de  la  région  éclairée  à  la  région  de 
l'ombre  en  passant  de  l'endroit  à  l'envers  ou  vice  versa.  Nous  avons  donc  à  considérer  les  deux  cylindres  para- 
boliques ayant  pour  bases  les  paraboles  de  front  et  le  cylindre  hyperbolique  ayant  pour  base  la  section  hori- 
zontale de  la  surface. 

Plan  vkrtical.  —  La  ligne  d'ombi-c  portée  sur  le  plan  vertical  se  compose  de  doux  paraboles  identiques  à 
la  parabole  de  front  déjà  construite  et  dont  les  axes  sont  parallèles  à  son  axe.  On  en  a  les  sommets  en  prenant 
la  trace  verticale  des  rayons  lumineux  qui  passent  par  les  sommets  et',  ei  e'  des  paraboles  de  front,  soient  t'  et 
Si'.  On  construira  ces  paralioles  par  points  ou  mieux,  en  reportant  simplement  la  première  préalablement 
tracée  sur  une  pièce  mobile.  Les  deux  paraboles  se  coupent  au  point  (u'  où  la  génératrice  d'ombre  propre  qui 
est  commune  aux  deux  cylindres  traverse  le  plan  vertical.  Si  à  partir  de  ce  point  <o'  on  se  dirige,  sur  le  plan 
vertical,  dans  la  région  extérieure  à  la  fois  aux  deux  courbes,  cette  région  est  certainement  éclairée.  11  en  sera 
donc  de  même  de  la  région  opposée  par  le  sommet  de  l'angle  curviligne  w',  c'est-à-dire  intérieure  aux  deux 
paraboles,  tandis  que  l'autre  partie  du  plan  sera  dans  l'ombre. 

Plan  horizontal.  —  On  a  de  suite  la  trace  horizontale  du  cylindre  hyperbolique  qui  se  compose  des  deux 
arcs  YYi  «l  ^^i,  égaux  à  cci  et  rfrf,.  La  trace  du  cylindre  parabolique  cd  est  une  parabole  dont  on  a  de  suite 
un  diamètre  e:/,  conjugué  de  la  direction  parallèle  à  XY  et  qui  peut  servir  à  construire  la  courbe  par  points. 

On  a  d'ailleurs  l'a.'ie  de  cette  parabole  en  menant  au  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  la  direction  hori- 
zontale, perpendiculaire  sur  cr,.  A  cet  clfet,  nous  avons  déterminé  la  frontale  )->'  d'un  plan  parallèle  à  ce  plan 
tangent  en  menant  par  le  point  -[i,  trace  horizontale  d'une  génératrice  du  cylindre  une  horizontale  yiX  de  ce 
plan  et  joignant  sa  trace  verticale  )-'  à  celle  [i'  de  l<i  génératrice,  ce  qui  a  donné  À'/.  Nous  avons  ensuite  pris 
le  symétrique  o"  du  foyer  o'  de  la  parabole  base  du  cylindre  par  rapport  à  la  tangente  clicrchée  qui  est  paral- 
lèle à  À'ij.'  et  nous  en  avons  déduit  le  point  de  contact  a'a,  puis  la  génératrice  correspondante  dont  la  trace 
horizontale  a  donné  le  sommet   n   sur  l'axe   an   de  la  parabole. 

On  construirait  pareillement  la  seconde  parabole  partant  des  ombres  ii  et  Si  portées  par  les  points  ci  et 
di,  mais  comme  on  n'a  que  des  arcs  relativement  très  petits  de  cette  courbe  à  tracer  et  sur  une  portion  éloi- 
gnée du  sommet,  on  peut  immédiatement  joindre  ces  points  à  ceux  où  l'ombre  de  la  parabole  sur  le  plan  ver- 
tical coupe  la  ligne  de  terre.  On  a  d'ailleurs  la  région  de  l'ombre  on  la  faisant  correspondre  à  celle  qu'on  a 
déterminée  sur  le  plan  vertical,  et  qui  indique  les  points   d'XY  situés  dans  l'ombre. 
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Le  calcul  permet  de  déterminer  les  points  où  l'ombre  portée  coupe  XY.    Le  paraboloïde  a  pour  équation 
par  rapport  aux  axes  de  la  figure 

(x  +  4)2  — (y— 10)2=  4(J2— ;). 

La  projection  commune  des  paraboles  de  front  a  pour  équation    (a;  +  4)2  =:  4(16  — c).    La  direction  des 
rayons  lumineux  est    x  —  —y  =—:.    Le  plan  diamétral  correspondant  est    x  +  y  —  S  =  o. 
Le  cylindre  parallèle  à  la  direction  considérée  et  ayant  pour  directrice  la  parabole 

I     y  =  6, 
/     (a:-t-4)2  — 4(16  — 2)  =  0 

a  pour  équation  y —  6  =:      16   \    /^+^~^\". 

Il  est  traversé  par  xy  aux  points  ayant  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation 

{X  —  2)2  =  40,  d'où  x=z2±z  ^\^- 

Le  second  cylindre  a  pour  équation 

y-l4=.-^6+(-  +  ;-^°)^ 

il  est  traversé  par  xy  aux  points  ayant  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation 
(a;  —  10)2  —  g_  fCof,  a;  =  10  =  2/2 . 

Le  calcul  permet  de  vérifier  simplement  les  constructions  précédentes. 


GROUPE  II 


Physique. 

1417.  —  1°  Dne  membrane  élastique  infiniment  mince,  non  pesante,  est  tendue  dans  l'intérieur  d'une 
ouverture  circulaire,  horizontale,  île  rayon  r,  ■pratiquée  dans  la  paroi  d'un  réservoir.  La  tension  superfi- 
cielle de  la  membrane  est  uniforme,  en  tout  semblable  à  la  tension  superficielle  d'un  liquide.  Elle  vaut 
T  dynes  par  centimètre. 

On  exerce  à  l'intérieur  du  réservoir  une  pression  P  -)-p,  supérieure  de  p  dynes  par  centimètre  cairé 
à  la  pression  extérieure  P.  La  membrane  prend  alors  la  fonnc  d'une  calotte  sphérif/ue  de  rayon  R,  et  le 
milieu  de  celte  membrane  se  soulève  d'une  hauteur  h. 

On  demande  d'écrire  la  condition  d'équilibre  de  la  membrane.  Elle  donnera  une  relation  entre  les  quan- 
tités T,  p  et  r.  On  calculera  ensuite  quelle  est  la  hauteur  d'eau  équivalente  à  l'excès  de  pression  p  quand 
on  a 

r  =  0",0i;  T  =  150  dynes  par  cm  :  h  =  —  de  micron. 

2°  La  membrane  étant  ainsi  gonflée  de  la  quantité  qui  vient  d'èire  dite  en  dernier  lieu,  on  place  au- 
dessus  et  horizontalement  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles,  dont  la  face  inférieure  est  à  un  niveau  plus 
élevé  de  8  microns  que  le  sommet  de  la  calotte  sphérique. 

On  examine  par  réflexion  la  lame  mince  d'air  limitée  par  la  face  inférieure  de  la  plaque  de  verre  et  par 
la  membrane  que  l'on  suppose  réfléchir  ta  lumière  comme  le  ferait  du  verre. 

On  demande  de  décrire,  avec  croquis  à  l'appui,  l'aspect  que  présente  la  lame  mince,  en  supposant  que 
la  lumière  soit  monochromatique  et  que  sa  longueur  d'onde  soit  de  0''',8. 

Comment  cet  aspect  se  modifie-l-il  progressivement  quand  on  laisse  la  membrane  se  dégonfler  et  redeve- 
nir plane  '.' 

Qu'aurail-on  vu,  enfin,  si  l'on  s'était  servi  d'une  lumière  formée  de  2  radiations  ayant  respectivement 
comme  longueurs  d'onde  O'^jS  et  0'',4  ? 
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1.  Une  relation  connue  entre  la  tension  superficielle  et  la  pression  donne  ici 

2T 
^^  =  -R-- 
Pour  avoir  p  exprimé  avec  h  et  )•,    remarquons  qu'on  a     c-  =  /i(2R  —  h],     d'où      R  =  — — 

ou,  comme  /;  est  négligeable  vis-à-vis  de   r,     R  =  —  •    Remplaçons, 

_   4T/i 
/'- 
D'autre  part,  une  colonne  d'eau  de  hauteur  x  produit  une  pression  xçj.   On  doit  donc  avoir 
IT/i                         ,.                         4n         4x130x0,00006        „,„„„„^ofl- 
—  =  -;/'  d  °"  ^  =  7^  =    r^^98l =  Oco.,000036.. 

2.  La  lame  d'air  comprise  entre  la  membrane  et  la  plaque  donne  naissance  à  des  anneaux  de  New- 
ton. 11  y  a  extinction  là  où  l'épaisseur  est  un  nombre  pair  de  quarts  de  longueur  d'onde,  c'est-à-dire 
au  milieu  et  à  l'endroit  où  la  hauteur  de  la  membrane  est  Q'^/2.  II  y  a  maximum  de  lumière  là  où 
l'épaisseur  est  un  nombre  impair  de  quarts  de  longueur  d'onde,  en  particulier  sur  les  bords.  Si  la  mem- 
brane se  dégonfle,  les  plages  sombres  viennent  s'évanouir  au  centre. 

La  longueur  d'onde  de  la  seconde  radiation  étant  exactement  la  moitié  de  la  première,  les  anneaux 
sombres  de  la  seconde  couleur  sont  deux  fois  plus  serrés,  c'est-à-dire  coïncident  à  la  fois  avec  les 
anneaux  sombres  et  avec  les  anneaux  brillants  de  la  première. 

Ilnnai-cjue.  —  O^^jS  est  une  longueur  d'onde  du  commencement  de  l'infra-rouge  :  il  est  probable  que 
la  couleur  ne  serait  pas  visible.  G'', 4  correspond  à  l'extrême  violet. 


Chimie. 

1418.  —  Un  mélange  M  d'air  el  de  vapeur  d'eau  passe  sur  du  charbon  chauffé  au  rouge  :  il  en  résulte 
un  mi'hinije  gazeux  G  que  V on  recueille  sur  la  cuve  à  eau,  -2t^"^  de  ce  mélange  G,  mis  au  contact  d'une 
solution  (le  potasse,  sont  réduits  à  SI'",?,  qu'une  agitation  avec  une  solution  alcaline  de  pyrogallol  ramène 
â  21", 1 .  Ce  dernier  résidu  est  additionné  de  12"  d'oxygène  et  brûlé  dans  un  eudiomètre  ;  après  la  détona- 
tion, le  gnz  restant  occupe  18"!  ;  agité  avec  une  solution  alcaline  de  pyrogallol,  il  est  réduit  à  7",9.  On 
demande  : 

1°  De  déduire  de  ces  données  la  composition  en  volume  du  mélange  G  ; 

2»  De  vérifier  que  les  résultats  obtenus  satisfont  l'équation  de  condition  qui  résulte  de  la  com}  oution 
qualitative  du  mélange  M. 

Les  25''^  du  mélange  G  comprennent  x  de  gaz  carbonique,  y  d'oxyde  de  carbone,  :  d'hydrogène, 
u  d'oxygène,  )'  d'azote. 

Le  volume  a;  est  égal  à  l'absorption  produite  par  la  potasse  :  x  =  3,.3. 

Le  volume  u  est  égal  à  l'absorption  produite  par  le  pyrogallol  :        h  =  0,(j. 

Le  résidu  final  ne  peut  être  formé  que  d'azote  :  "  =  ^jS. 

Il  ne  peut,  en  effet,  rester  d'hydrogène,  car  les  12"  d'oxygène  seraient  capables  de  brûler  com- 
plètement 21",  1  d'un  mélange  quelconque  formé  d'oxyde  de  carbone  et  d'hydrogène. 

Donc  J/-I-Ï  =  23  — 3,3  — 0,6  — 7,9  =  13,2. 

Considérons  maintenant  la  combustion  eudiomélrique.  Elle  fait  passer  le  volume  du  gaz  soumis  à 
la  détonation  de  21,1  -h  12  =  33,1  à  18,1 ,  produisant  par  conséquent  une  contraction  de  13".  Or  celte 
contraction  doit  représenter  la  moitié  du  volume  de  l'oxyde  de  carbone  et  une  fois  et  demi  le  volume 
de  l'hydrogène. 
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Donc                                                           —u  -+-—:  =  15. 

Les  deux  dernières  équations  donnent     y  =  4.8     et  :  =  8.4. 
La  composition  du  mélange  G  est  donc 

Gaz  carbonique  3,3, 

Oxyde  de  carbone  4,8, 

Hydrogène  8,4, 

Oxygène  0,6, 

Azote  7,9. 


Total  25,0. 

L'oxygène  total  occuperait  le  volunne    3,3  -h  2,4  -i-  0,G  =  6,3. 

L'oxygène  provenant  de  la  vapeur  d'eau,  correspondant  à  l'hydrogène,  occuperait  4,2. 
La  différence  2,1  provient  de  l'air  :  c'est  bien  la  proportion  correspondant  à  7,9  d'azote. 
Solution  partielle  de  M.  G.  Ootty,  lie  Dijon. 
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1410. —  On  suppose  que  deux  points  malériels  K  et  [i  de  masse  ik  soient  astreints  à  se  mouvoir 
respectivement  sur  deux  droites  rectanguliiires  D  et  ^.  Chacun  d'eux  est  attiré  par  l'autre  et  par  le  pied, 
sur  la  droite  qu'il  décrit,  de  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  A.  Les  forces  d'attraction  sont  proportion- 
nelles  à  la  distance  et  égales  à  I:  pour  l'unité  de  distance. 

\°  Montrer  que  la  droite  M,a  engendre  une  surface  du  4'"  degré,  S  ;  évaluer  le  solide  limité  par  lu  sur- 
face S  entre  deux  plans  parallèles  à  la  fois  à  D  e/  à  i. 

2°  Un  plan  quelconque  parallèle  à  D  et  d  S  donne  dans  la  surface  S,  à  distance  finie,  une  ellipse. 
Lieu  des  foyers  de  cette  ellipse. 

3°  Dans  un  cas  particulier,  la  surface  S  se  réduit  à  un  paraboloide  hyperbolique.  Les  conditions  ini- 
tiales devenant  alors  arbitraires,  trouver  le  lieu  des  axes  de  ce  paraboloide. 

4"  il  les  droites  B  et  ^  sont  dans  un  même  plan,  la  droite  M\x  reste  tangente  à  une  courbe  du  G''  degré 
et  de  i''  classe  qu'on  peut  considérer  comme  le  lieu  des  centimes  des  hyperboles  équilatèrcs  tangentes  à  une 
ellipse,  passant  par  le  centre  de  celte  ellipse  et  de  directions  asymptotiques  données. 

1"  Prenons  la  droite  D  pour  axe  des  :,  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  à  U  et  a  ; 
cette  dernière  droite  aura  pour  équations 

X  —  a  =  0, 

3  =  0. 

Soient  0,0,:  les  coordonnées  du  point  .M  et  :„,:„,  ses  conditions  initiales  ;  a,y,0  celles  du  point 
ijt  et  ?/o,  î/ô  ses  conditions  initiales. 

Le  point  matériel  M  est  soumis  aux  deux  forces  dont  les  composantes  sont  0,0,  — kz  et 
A'/,/.v,     -/,:. 

Nous  n'avons  pas,  ici,  ii  nous  occuper  de  la  réaction  supposée  normale  de  0:  sur  le  point  matériel 
M.  Son  équation  différenlielle  du  mouvement  est 

2/c-Çi=-2/'=  ou  45-+=  =  0 

dl*  dt' 

dont  la  solution  est  :  =  =n  cos  /  -+-  :i.  sin  /. 
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Dp  même  1'»/  du  point   a  spra 

y  =  ijf,  cos  t  ■+-  ?/'  sin  l. 

Donc,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  (S)  en  fonction  des  deux  paramètres 
/  et  ).  sont 

i/n  cos  /  H-  y'a  sin  <  /(:„  cos  f  -i-  zô  sin  <) 


(') 


y  = 


1  4-  ).  •'  i  H-  À  1 

Trouver  son  équation  cartésienne  revient  presque  de  suite  à  éliminer  /   entre  les  deux  équations 

1^» 


d"où  Ton  tire 


et,  par  suite, 


?/oCOS<-f-)/o  sin  I  =  y{l  -h  À), 
l  =  : A  îy:u  -  -f^  r 

y<,~«  —  îo?/o  \  '•  1 


:„  cos  i  +  :,',  sin  l  = 
1  +>. 


sin  t 


=0^0   V      '.  / 


Comme  on  a     1 


■  ),  =  —     et    À  = 


l'équation  de  la  surface  (S)  est 


(2)  «'[(y(a  —  3:)z'„  —  x:)/;)^  +  (a-;./„  -  y{a  —  x):„)^]  =  x'{a  —  a:)-(i/o:o  —  :„v;)-. 

Elle  est  bien  du  quatrième  degré.  Mais  ce  calcul  suppose  que     i/„:ô  —  ^oVÛ     ^^it  différent  de  zéro. 
Si  l'on  a    ;/o=ô  — -o?/o  =  0,    la  surface  se  réduit  au  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 

y{a—x):^  -  a-:y„  =  0, 
ce  qu'il  est  aisé  de  prévoir  puisque  le  ;  du  point  M  et  l'y  du  point  (jl  sont   proportionnels,  et  que,  par 
suite,  les  points  M  et  u  décrivent  sur  les  droites  D  et  A  deux  divisions  semblables  dont  les  pieds  sur 
la  perpendicu'aire  commune  Ox  sont  deux  points  homologues. 

Nous  évaluerons  plus  loin  le  solide  compris  entre  deux  plans  parallèles  à  la  fois  aux  droites  D  et  A. 

2"  Un  plan  quelconque,  parallèle  au  plan  des  yz,  donne  une  ellipse  à  distance  finie  dans  la  surface 
S.  Les  formules  >  1)  et  l'équation  (2)  le  montient  de  suite.  On  peut  le  voir  géométriquement  en  cher- 
ciiant  la  projection  sur  le  plan  des  j/3  d'une  section  parallèle  à  ce  plan. 
C'est  le  lieu  d'un  point  P  delà  projection  Mjx'  de  M,u  qui  divise  Mjx'  dans 
un  rapport  donné.  Or,  le  point  Q'  de  coordonnées  Oa'  et  O.M  décrit  une 
ellipse  (composition  de  deux  mouvements  vibratoires  rectiltgnes),  donc 
aussi  le  point  Q,  milieu  de  OQ'.  Or  le  rapport  des  coordonnées  de  même 
nom  des  points  P  et  Q  est  constant.  Le  point  P  décrit  donc  comme  le 
point  (J  une  ellipse  de  centre  0. 

Une  de  ces  ellipses  a  pour  équations 

)/„cos/-!-  y,', sin;  /(;„cos<-t-:ùsin<) 


(3) 


y  = 


l  -h  ).  ■'  1+  À  1  +  X 

/  restant  fixe,  l  variant.  Cherclions  les  foyers  de  la  projection  sur  le  plan  des  yz.  Exprimons  pour  cela 
que  la  droite     y  —  Y  =  m{z  —  Z)     est  tangente  à  cette  projection,  c'est-à-dire  que  l'équation 
i/dCos  l  -+-  yésin  l       ,,  ml 


Y  = 


1-l-X  '1 

a  ses  racines  confondues,  ou  que 

{y,  —  mlz,Y        (y-^-mlzo)' 


(:„  cos  1 4-  ^0  sin  /)  —  mZ 


(Y— mZ)-. 
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Le  point  Y,  Z  sera  foyer  si  celte  équation  en  m  a  pour  racines    ±  i,    d'où  les  conditions 


L'élimination  de  X  entre  ces  relations  et  la  suivante 
(5)  X  = 


1  +  X 
donne  les  équations  de  la  courbe  lieu  des  foyers  : 

C'est  l'intersection  de  deux  quadriques. 

Evaluation  du  solide.  —  Soit  A  l'aire  de  l'ellipse  (3).  Le  solide  cherché  est      /     Adx. 
Evaluons   A. 


(i  +  xy- 


(î/o^o  —  "oï/n);  o'^'  6°  fonction  de  x, 


A  =  ^<^^l^i^x(a-.). 


D'où,  pour  expression  du  solide, 

Ay<  —  "fV'o) 


.r{a  —  x) 

Supposons  que  la  surface  S  se  réduise  au  paraboloïde  hyperbolique     //l'a  —  x)  —  8:e  =  0. 

Faire  varier  les  conditions  initiales  revient  à  faire  varier  0. 

Ce  paraboloïde  équilatère  passe  par  D  et  A  et  aussi  par  O.r.  Cette  génératrice  Ox  est  perpendi- 
culaire au  plan  directeur  j/0:,  donc  elle  contient  le  sommet,  el  Taxe  diiïère  par  rotation  d'un  angle 
droit  autour  de  Ox  de  la  génératrice  perpendiculaire  ;iu  plan  directeur  passant  par   0,r,    génératrice 

dont  les  é(|iiations  sont  de  la  forme 

l    i)x  —  i>.(a  —  X), 


pour  la  valeur  de     u  =  — . 

Les  é<iuations  de  l'axe  sont  donc 


el  le  lieu  de  l'axn  a  pour  équation 


1^:  =  y> 


1+6= 
,/  -H  (i:  =  0, 


?/   +  - 
C'est  une  surface  du  troisième  degré  qui  a  deux  générali  ices  dans  un  plan  iterpendiculaire   à   Ox  ; 
la  conslrurtion  de  ces  deux  génératrices  qui  Ci^t  aisée   peut  ;iinsi  s'énoncer  :   en   se  donnant   pour  une 


MÉCANIQUE  309 


génératrice  d'une  surface  réglée  le  point  central  et  les  plans  tangents  en  deux  points  de  cette  généra- 
trice, trouver  le  plan  tangent  an  point  central. 

Nous  nous  bornons  à  ces  remarques. 

4°  Si  D  et  A  sont  dans  le  même  plan.    Ma  a  pour  équation 

(o)  ■^—. —  H 7-. —  =  I . 

j/o  cos  < -^  !/(,  sm<        ^ci  cos  < -i- :„  sm  < 

Identifions  l'équation  de  cette  droite  avec  l'équation     uy  —  cz  -î-  w  =  0;     nous  tirons 

w  w 

V„  cos  t  +  7/'  sm  t  = :  ;„  cos  l  +  z'  sm  /  = 

D'où  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  Ma 


Elle  est  bien  du  quatrième  degré  et  on  remarquera  que  si  le  point  Q'  décrit  un  cercle,  l'enveloppe 
de  Mu  est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  Pour  avoir  l'équation  ponctuelle  de  cette  courbe 
écrivons  l'équation  (o)  sous  la  forme 

(6)  -< -  + T. — rr-^=^- 

y 0  cos  (t-i-oLi        ;ocos(<-i-p) 
La  dérivée  par  rapport  à  t  donne 

î/sin(<-+-a)  :sin(/  +  â) 


yoCOS-(/-T- i)        :o  cos^  (i -I- 3j 
y  : 


y„  cos  (t -i- 7.)         ^0  cos(<-H  3) 


C0S(<  — a)  C0S(/-l-p; 


sin^ï  +  aj  sin(?-t-?) 


et,  en  tenant  compte  de  (6), 

y 


y^  cos  {t-\-oL)         :oCOs(<-T-?)  1 


cos  C? -t- ï)  cosit-h'^)  ■         sin(^  — a) 


ou  enfin 


sin  (^ -i- a)  sin(/-i-â)  sin(/ +  x)  sin  (^ -h  â) 

y„  cos'-(t -h3.)sin{i -h  ^)  _  :,,  cos- .<+ pjsin(< -l- a) 

sin(S  — a)  '  "  sin  (3  —  a) 

Ces  expressions  donnent  en  fonction  do    t   les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  du  sixième 

degré,  comme  on  le  voit  en  prenant     tg -^    pour  variable. 

Sous  celte  forme,  on  peut  construire  la  courbe  en  cherchant  les  variations  de  y  et  :,  qui  montrent 
l'existence  de  quatre  points  de  rebroussement,  pour  lesquels  y'  et  ;'  sont  nuls  et  qui  sont  donnés  par 

cos(<-t-a)cos(.'+  p)  —  2sin(^-M)  sin(<-i-^)  =  0, 

ou  cos  (2<  +  a  -H  ?)  =  5"  [cos  (a  —  3)  —  cos  (2<  -i-  i  -+-  P)] 

ou  enfin  3  cos  (2<  +  a+ p)  =  cos(a  — ?). 

Laissant  le  soin  au  lecteur  d'achever  la  construction  de  la  courbe,   nous    cherchons   sa  définition 
géométrique  ponctuelle. 
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Rappelons  pour  cela  qu'elle  est  l'enveloppe  des  droiles  Mjj.  telles  que  le  point  Q',  de  coordonnées 
O.M  et  0,a,  décrive  une  ellipse  de  centre  0. 

Cherchons  les  droites  M|j.  qui  passent  par  le  point  P.  Elles  seront 
obtenues  en  prenant  les  points  communs  à  l'ellipse  lieu  du  point  Q,  mi- 
lieu de  Mjj.  et  à  la  courbe  lieu  du  point  Q  quand  la  droite  Mij.  passe  par 
le  point  Dxe  P. 

Orlesdroites  00  et  PQ  se  correspondent  homographiquement.  Donc 
ce  second  lieu  est  une  conique  passant  par  G  et  P.  Elle  a  évidemment 
Oy  et  Oi  comme  directions  asymptotiques  et  les  tangentes  en  0  et  en  P 
sont  parallèles  à  la  direction  conjuguée  harmonique  de  OP  par  rapport 
aux  axes.  Donc  le  centre  de  cette  hyperbole  équilatère  est  le  milieu  de 
OP.  Ce  sont  là  des  conséquences  immédiates  de  la  génération  de  Chasles  qui  montrent  que  les  quatre 
tangentes  menées  de  P  à  la  courbe  enveloppe  de  Mij  passent  par  les  points  communs  à  l'ellipse  lieu 
de  Q'  et  à  une  hyperbole  équilatère  passant  par  0,  ayant  G)/  et  G^  pour  directions  asymptotiques  et 
de  centre  P.  Exprimer  que  deux  de  ces  quatre  tangentes  sont  confondues,  c'est  exprimer  que  le  point 
P  est  le  point  de  contact  de  M|j  avec  son  enveloppe  et  l'hyperbole  équilatère  que  nous  venons  de  con- 
sidérer est  alors  tangente  à  l'ellipse  lieu  de  Q'. 

La  proposition  annoncée  dans  l'énoncé  est  donc  prouvée. 

Bonnes  solutions  :  JIM.  G.  I'élissier,  à  Toulouse;  DuLiMUEur,  à  Grenoble  ;  M.  GnANGiER,  à  Mouleydier  ;  DEssiMONr),à  Alycr. 


PHYSIQUE 


1421.  —  Une  bille  est  posée  sans  vitesse  initiale  sur  une  surface  atjunt  la  forme  d'un  ct/lindre  circu- 
laire droit  dont  l'axe  est  horizontal;  calculer  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  en  fonction  de  la  dis- 
tance a  du  centre  de  la  bille  à  l'axe  du  cylindre. 

Même  question,  la  bille  étant  remplacée  par  un  cylindre  plein  ou  creux  dont  t'axe  est  parallèle  à  celui 
qui  sert  de  support. 


Soit  r  le  rayon  de  la  bille  et  v  la  vitesse  de  son  centre. 

Gn  sait  que  la  génératrice  U  du  point  de  contact  est  un  axe  instantané  de  rotation  et  que  les  vi- 
tesses des  divers  points  de  la  bille  sont  les  mêmes,  à  un  instant  donné,  que  si  celle-ci  tournait  autour 
de  D  avec  une  vitesse  angulaire  u  telle  que  v  —  rw.  La  force  vive  sera  donc  (o-I,  1  désignant  le 
moment  d'inertie  de    la   bille  par  rapport   à  D.  Or,  en  désignant  par  M  la   masse  de    celle-ci,  on    a 

/  2      \        7  7 

I  =  M(r-  -H  -;^  /■■M=  —  Mr-,     d'où  t..-|  =  --  My-. 

D'autre  part,  si  0  désigne  le  centre  de  la  billi'  it  -x  l'anglo  de  DO  avec  la  verticale,  le  travail  du 
poids  de  la  bille  est     M3(/(cos  a  —  cosi,,).     On  a  dune,  on  appli(|uaiit  le  principe  des  forces  vives, 


- —  Mu-  =  M7ri(C0S  a.—  COS  «„), 

lu 

ou  Ijii.Mi,  en  mettant  m  (■vidence  la  vitesse  angulaire  de  ndation  autour  i 

(/a 


axe  du  evlindre, 


lU^^Vdl'    ^  .7('^"S  *  -  COS  a„). 
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Comparons  cette  équation  à  celle  qu'on  obtient  dans  la  théorie  du  pendule  simple  : 

En  les  identifiant,  nous  aurons  la  lonsuetir  du  pendule  simple  synchrone  de  la  bille  : 

/  =  ^«. 
5 

On  ferait  un  raisonnement  semblable  pour  le  cas  où  la  bille  est  remplacée  par  un  cylindre.  Si  celui- 
ci  est  plein,  on  aura,  ;•  étant  son  rayon, 

1      \  3 

I  =  M i  r'^  -h  —  r-\,  d'où  l  =  —  a. 

S'il  est  creux  et  à  parois  minces 

1  =  "LWrK  l  =  -ia. 

M.  LAURENCE. 

Dans  la  solution  qii  il  nous  a  envoyée,  M.  Obangieh  a  supposé  que  la  bille  glissait  sur  la  surface  sans  rouler,  comme  si 
elle  avait  été  suspendue  à  un  fil. 


EXAMENS  DE  1903  {Suite.) 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  i  Lyon,  nocémhre  1906.) 


Mathématiques  préparatoires  à  la  physique  et  aux  sciences  industrielles. 

Epreuve  titéorique , 

I.  —  1491.  Soit  (C)  la  courbe  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  parlï'qualion  <j  =  f[x).  Soit 
M  un  point  quelconque  de  (C),  N  le  point  où  la  normale  menée  à  (C)  au  point  .M  rencontre  l'axe  Ox  et  soit 
P   le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine    0   sur  la  normale   MN. 

t'j  Former  l'équation  différentielle  k  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction    y  =  f(x)    pour  que  l'on  ait  cons- 
tamment   OP  =  MN,     lorsque   M   décrit  la  courbe  (C). 
2°  Intégrer  cette  équation  différentielle. 

II.  —  Étude  du  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  k  une  force  centrale.  Etablir  les  équations  diffé- 
rentielles dont  il  convient  de  faire  usage  dans  l'étude  de  ce  mouvement.  Appliquer  au  cas  du  point  matériel  M 
attiré  vers  un  point  fixe   0   en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  k  ce  point  fixe. 

Epreuve   pratique. 

Etant  donnée  la  surface  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équation 
7x2— 13I/-  +  63--1- 24x1/ -t- l'y:;  _i2;a;  =  84, 
trouver  la  forme  réduite  à  laquelle  on  peut  ramener  l'équation  de  cette  surface,  par  un  changement  de  coor- 
données rectangulaires  convenablement  choisi.  Calculer  les  formules  de  ce  changement  de  coordonnées,  et  dire 
quelle  est  la  surface  considérée. 

NOTA.  —  On  remarquera  que  l'équation  en  S,  qui  sert  à  trouver  la  forme  réduite  et  la  transformation 
demandées,  a  ses  racines  rationnelles. 
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PRÉPARATION  A  L'ÉPREUVE  DE  DESSIN  GRAPHIQUE 
pour  l'admission  à  l'École  polytechnique. 


Coupe  Jongitudinare  suivajitAB. 


Proiif  et  coupe  transversale  CD. 


SOUPAPE 

A 

B_     CLAPET  DE  J^ETERUE 

A  dessir.cr  k  J  échelle  de   o^SO  par  mèlre 


ICadre  250). 


Appareils  de  sûreté. 


J.    Bordier,  Del. 


Description.  —  Les  soupapes  de  sûreté  sont  des 
organes  employés  dans  un  grand  nombre  de  machines, 
et  particulièrement  dans  les  pompes,  pour  onvrir  ou 
fermer  alternativement  l'oritice  de  communicatioti 
entre  deux  capacités. 

Li.  soupape  représentée  ci-dessus  est  du  genre  de 
celles  appelées  soupapes  à  soulèvement.  Dans  cet 
exemple,  la  soupape,  au  lieu  de  tourner  autour  d'un 
axe  comme  les  clapets,  se  sépare  entièrement  de  l'ori- 
fice par  un  mouvement  de  translation  perpendiculaire 
a  son  plan.  Dans  ce  cas,  la  soupape  S  et  son  sirpe  H 
ont  ordinairement  la  forme  d'un  tronc  de  cône.  I.a 
surface  de  la  soupape  et  celle  de  son  .-iége  sont  rodées 
de  manière  à  former  un  joint  hermétique.  A  la  partie 
inférieure,  la  soupape  est  guidée  par  une  tige  T  tra- 
versant une  bride  tixée  aux  parois  de  l'oritice.  A  la 
partie  supérieure,  la  course  de  la  lige  est  limitée  par 
le  fond  d'un  cylindre  creux  V  où  elle  se  meut  verti- 
calement. 

Le  tout  est  contenu  dans  une  enveloppe  en  fonte  0, 
de  forme  fuselée,  terminée  par  deux  disques  H,  H  ser- 
vant à  raccorder  l'appareil  avec  les  tuyaux  de  circu- 
lation à  l'aide  de  boulons. 

A  la  partie  supérieure  se  trouve  un  regard  U, 
ouverture  cylindrique  fermée  par  une  plaque  P  se 
démontant  facilement  pour  les  visites  nécessitées  par 


les  nettoyages  ou  les  réparations.  La  partie  inférieure 
de  cette  plaque  terminée  eu  pointe,  percée  d'un 
cylindre  creux  F,  reçoit  la  tige  T  de  la  soupape  dans 
son  mouvement  de  va-el-vienl. 

Exécution  du  dessin.  —  Cadre  2^0"™  X  200°"°. 
Les  coles  sont  données  en  millimètres;  faire  le  dessin 
à  l'échelle  de  0™,50  par  mètre. 

Dessiner  l'échelle  de  réduction  dans  l'intérieur  du 
cadre  avec  la  con(re-ec/tt'i/e  pour  apprécier  les  dixièmes. 

L'esquisse  au  crayon  doit  être  soignée  pour  faciliter 
la  mise  à  l'encre,  qui  doit  être  faite  sans  tâtonnements; 
indiquer  notamment  avec  précision  les  centres  des 
cercles. 

l'rait  à  l'encre.  —  Tracer  d'abord  les  arcs  de  cercle 
pour  faciliter  les  raccordements.  Ne  pas  se  servir  du 
trait  de  force,  dont  l'usage  tend  à  disparaître. 

Lacis.  —  Les  hachures  de  fonte  et  de  bronze  seront 
remplacées  dans  le  dessin  au  net  par  les  teintes  plates 
conventionnelles. 

Ombres.  —  On  lavera  en  couleur  à  l'effet,  à  teintes 
plates  ou  à  teintes  fondues,  à  volonté,  les  deux  formes 
cylindriques  lî  et  P  de  la  vue  de  profil  dont  les 
ombres  sont  indiquées  par  des  hachures  en  K  et  L 
{Ombre  dite  du  listel). 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


1492.  —  Soit  dans  un  pluii  vertical  la  parabole 

V    w 


p  >0. 


L'axe  des  y  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  On  suppose  qu'un  point  matériel  uniquement  soumis  à  son  poids 
soit  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  cette  parabole. 

10  Montrer  que  dans  deux  cas   particuliers  on  peut  exprimer   t   en   fonction  de   ?    à  l'aide  des   fonctions 
introduites  dans  le  cours. 

2»  iMontrer  que  la  réaction  normale  de  la  parabole  sur  le  point  matériel  est,  en  chaque  point,  inversement 
pi'oporlionnelle  au  rayon  de  courbure. 

Interpréter  le  cas  où  la  réaction  est  constamment  nulle. 

3°  Application  mmiérique.  —  On  suppose  que  le  point  matériel  soit  lancé  en  un  point  d'ordonnée   10/5  vers 

le  sommet,  la  vitesse  initiale  étant  telle  que  la  vitesse  s'annulerait  au  sommet.  Calculera     - — -   prés  v/—  t, 

100  V  p 

(   étant  le  temps  mis  par  le  point  matériel  pour   passer   du  point   d'ordonnée  10/i  au  point  d'ordonnée     -y- 

Th.  L. 


1493. —  Soit  un  système  de  forces  rapporté  k  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  et  Oi,  ayant 
pour  axe  central  l'axe  0^.  La  somme  des  projections  des  forces  sur  0;  a  pour  valeur  li  et  le  moment  résul- 
tant du  système  par  rapport  à  0^  a  pour  valeur  li^. 

1°  Montrer  que  les  droites  de  moment  nul  par  rapport  au  système  de  forces  qui  passent  par  un  point  donné 
A,    de  coordonnées  a,  b,  c,  sont  situées  dans  un  même  plan   P,    dont  on  demande  de  former  l'équation. 

2»  Lieu  des  points  .M  tels  que  le  moment  résultant  du  système  par  rapport  à  chacun  d'eux  passe  par  le 
point   A. 

3»  Montrer  que  le  lieu  de  la  droite  AM  est  un  conedu  second  ordre  C.  Déterminer  les  directions  des  plans 
qui  coupent  ce  cùne  suivant  des  cercles. 

4"  Lieu  des  pieds  sur  les  génératrices  du  cône  C  des  perpendiculaires  communes  avec  l'axe  (b. 

50  Montrer  qu'il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières,  de  réduire  le  système  des  forces  données  à  deux 
i'orcea  rectangulaires  F  et  F',  dont  l'une  F  soit  appliquée  en  A.  Lieu  des  lignes  d'action  des  forces  F  et 
lieu  des  extrémités  des  forces   F. 

6°  Montrer  que  les  forces  F'  sont  situées  dans  le  plan  I>  et  ([u'elles  enveloppent  dans  ce  plan  une  parabole, 
dont  on  demande  de  déterminer  le  foyer. 

Cil.  Michel, 


l^r.OLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  Sic 


DEUXIEME   PARTIE 


ECOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHklJSSÉES  (Cours  prp'para/oires). 
Concours  de    iOOô. 


1437.  —  Calculer  aoec  trois  décimales  exactes  les  racines  de  l'équation 

dx"  —  13a-  -+-  iox  —  4  =  0. 
Une  au  moins  des  racines  est  commensurable . 

"Cette  question  est  insignifiante.  Le  tiiéorème  de  Descartes  nous  apprend  d'abord  que  l'équation 
ne  peut  avoir  que  des  racines  positives  ;  ce  fait  est  d'ailleurs  évident,  car  si  on  donne  à  x  une  valeur 
nésfative,  tous  les  termes  de  l'équation  prennent  des  valeurs  négatives  et  leur  somme  ne  peut  être  nulle. 

D'autre  part,  nous  savons  que  si  l'équation  admet  une  racine  commensurable,  —■>  p  est  un  di- 
viseur de  'i  et  rj  im  diviseur  de  3.  Les  seuls  nombres  possibles  sont  donc 

1,  2,  4,  — 5  —,  — . 

3  3  3 

Appliquons  maintenant  à  ces  nombres  les  procédés  d'exclusion  ordinaires  :  formons  /'(l)  et  f{ — 1), 
et  rejetons  tous  les  nombres  tels  que  /"(l)  ne  soit  pas  divisible  par  p  —  q  ou  /"(— I)  par  p-hç; 
nous  trouvons    /'(l)  =  1     et    /"(— 1)  =  - 33;     donc  1  est  à  rejeter;  d'autre  part     4  —  1     et    3  —  1 

ne  divisent  pas  f(\),  donc  i  et    —    sont  à  rejeter;  ensuite     2-1-1     ne  divise  pas  3.o,  donc  2  est  aussi 

2  4  4 

à  rejeter.  Il  reste  finalement  à  essayer    -r-    et    —  ■    On  trouve  de  suite  que    -;-    convient  et  que  le  quo- 
tient de  f(x)  par     X  —  -—    est 

'Sx-  —  9j;  -(-  3  ; 
l'équation  restante  est  donc 

x^  —  'èx-hl  =0. 
Cette  équation  admet  pour  racines    — ~7         et  il  suffit  de  calculer  y'5  avec  3  décimales  exactes  ;  on 

1  _  1 

trouve  ainsi     ./o  =  2,23tî     à    - —    près  par  défaut  et     ,5  =  2,237     à    -r--    près  par  excès. 

La  jilus  grande  racine  est  fournie  par  le  calcul    ^^ —    et  a  pour  valeur  approchée    2,618,  à 

1           .            ,..         .,                                                                       3—2,237         0,763 
— —    près  par  delaut.  L  autre  racine  est  loriiiee  par  le  calcul =  — -^ —    et  a  pour  valeur 

1 
0,381,   à     - —    près  par  défaut  aussi. 
10'     1        f 

Bonnes  solutions  :  MM.  Paul  Sarkosy,  à  Pannonhnlma  :  A.  Docos,  lycée  Carnot. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Foucbï,  à  Koanne  ;  Crozb,  à  Clermont-Ferranil  :  Dessimo\d,  à  Alger. 


olG  ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 

1438.  —  On  consiJirr  un  tronc  de  cônr  ih'  lunilcur  h  et  dont  1rs  bases  ont  pour  ivii/nns  R  et  r. 
On  suppose  ijue  l'un  attribue  des  valeurs  cnnstautes  au  roluuie  V  du  troue  de  roue  et  à  lu  somme 
R  -1-  /'  =  )n     des  raijnns. 

l'Jtud'ier  les  variations  de  la  surface  latérale  S  du  trour  i/uaud  h.  R.  r  varlrul  eu  resluut  assujettis 
à  ces  conditions.  Cette  surface    S   comporlc-t-elle  des  mu.rimo  ou  îles  uiiuiuia  ? 

Calculer  avec  deux  décimales  la  valeur  des  ma.riuiu  et  uiinimo.  s'il  ij  eu  a.  quaud  m  =  2™, 
V  =  9n";,4248.     On  prendra     t.  =  3,1416. 

La  fonclion  à  étudier  est 

S  =  ir(R  -^  )•  V/i^  -)-  (R  —  rf, 
h,  R  et  )■   vérifiant  les  relations 

R -+-)■  =  m,  ^(R-i+,.2  +  H,.)=  V, 

m  et  V  étant  des  nombres  donnés  positifs. 
Nous  en  tirons 

3V 
R-^  -H  r"-  -+-  Rr  =  — - ,  R^  -f-  /'-  +  2R/-  =  m- 

-h 

3V 
et,  en  retranchant,  Rr  =  m^ —, 

-h 

/  3V  \  l''V 

puis  (R  —  rf  =  (R  +  rf  —  iWr  =  nr  —  4(  m- j  ou         (R  —  r)-  =  -^ 3»i^ 

On  en  déduit 


=  7zm\/  Ir  H ; 3m-  : 


-/i 

la  fonction  S  dépend  ainsi  de  la  seule  variable  h. 

Mais,    h   étant  donné,  il  faut  qu'on  puisse  calculer  dos  valeurs  positives  pour  R  et  r  ;  or  on  a 

12V 

R  -+-  r  =  m,  (R  —  rf  =  — 3?»-. 

11  faut  d'abord  que    (R  —  rf     soit  positif,  ce  qui  donne  la  condition 

It  <  -■ 

r.m- 

V.w   outre,  pour  ([ue    li   el    r   aient  des  valeurs  positives,  il   faul  qu'on  ail       K  —  r -v,  R  +  r,       ou 

(R-/')-  <(R +  )•)-, 

12V        >    ,         ,  „    ,  ,3V 

ou  enlin  — ; àm- Kni-,  don  h>  -■ 

-h  r.in- 

h  ne  peut  donc  varier  que  de a 

-m-  T.m- 

Uans  ces  conditions,  la  fonction    S   est  continue  ;  elle  admet  une  dérivée  égale  ù 

6V 


et   II 


Y  h-  -I —. 3m- 

(iV                          ■'  /  UV                                                            ^  /  W 
Cette   d(;rivéc  a  le   sij,'iie   de       /(  ' nu  do    li  —  V/ ;    elle   est   positive   si       /(  >  V/ 

.    ,       ■■'/  t>V 

egative  si     li  <;  K/  . 
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Trois  cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

10  V^—    <-^' 


3V         .V«JV  4V 

-°  — r  >  \/  —  <  — « 


4V  y  6V 

-rm-  V        T- 


ou 

ou 

9V^           ^  ^  32V» 

ou 

32V2 

w"  ■>  — ■■ 

3-- 


Premier  Cas.       jïj"  <  — 

2~- 

,3V  4V 

Uuand  h  croit  de    a    -^    h   est  toujours  positil,  la  fonction  S  croit,  il  n'y  a  ni  maximum, 

r.m-  -ni-  j  I  1  j 

ni  minimum. 

9V-  ^        32V3 

Deuxième  C.\s.  ^^   <  nr  •<  -; — —  ■ 

j         3V           :'/l5T                                                                        3,-gv"           4V 
(Juund  h  croit  de    ~   a    V    -'     S  décroit,  puis  riuand  k  croit  de     \/ à S  croit. 


/6V 
Troisième  Cas.       m^  > 


La  fonction  est  minimum  pour     /(  =  V 
32V^ 


3-3 

Quand   h  croit  de    à   -.     S  décroit  ;  il  n'y  a  ni  maximum  ni  niininuim. 

-m-  -m- 

Application  numérique .  m  =  2,  V  ==  9,4248,  -  =  3,141(1. 

Remarquons  que     V  =  3-,     et  par  suite 

3V  9  4V         ^  V"cT       ,,--, 

3,        y  ~  =  '^^^■ 


-iit^  4  -m- 

On  a  visiblement 


^<V18<3; 

par  suite,  nous  sommes  dans  le  deuxième  cas,  S  a  un  mininmm  pour     h  —  'v'l8,     et  la  valeur  de  ce 

minimum  est  

36 

m 

ou,  en  remarquant  que 

36  36^18^ 


.  =  27:\/t/l8=-Hî^-i2, 


^18  18       =2^*«^' 

S,  =  27:y/3Vl8ï  — Ï2  =  2Ty9Vl2— 12. 
En  nous  aidant  d'une  table  de  logarithmes,  nous  trouvons 

9;/12  =  20,603  et,  par  suite.  S,  =  2-v'8;6Ô5. 
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Nous  avons  log  2  =  0,30103 

logir  =  0,49715 

—  log  8,605  =  0,46737 


log  S,  =  1,26553 
et  Si  =  18mq,43. 

G.  FOUCRV,  à  Roanne. 
Bonnes  solutions  par  MM.  Dessiuoms  à  Alger  ;  Gbangieb.  à  Moiileydier;  Janois,  à  Nantes. 


ALGEBRE 


1428.  —  Montrer    que,    jiour    toutes    tes    valeurs  de     x     qui    n'apparlieiincnl    pas     ù    l'intervalle 
( — 2,     -f-2j,     la  quantité 

log  ( J  ^  2j  —  2  log  (a-  -+-  1  )+  2  log (x  —  1  )  —  log  (x— 2) 
est  égale  à  la  somme  de  la  série 

où  M  désigne  le  module  des  logarithmes  vulgaires  et  y  l'expression 


x^  —  '6x 

La  quantité 

u  =  log(x-i-2)  -21og(j;+  l)-i-21og(a;— 1)  — Iog(j;  -2) 
est  égale  à 

(ar  — l?(xH-2)        ,       x^— 3x4-2 
"  =  '»g(^^i)-.(^_2;    =  ^»gx3-3x-2' 

comme  on  s'en  assure  immédiatement  en  invoquant  les  propriétés  de  calcul  des  logarithmes  et  en  déve- 
loppant le  numérateur  de  la  fraction  soumise  au  signe  logarithmique.  Le  dénominateur,  changé  de 

2 

signe,  se  déduit  du  numérateur  on  changeant  x  en    — x.     Cela  étant,  posons    — —  =  y\     nous 

aurons 

u  =  l^g  1±1  =  log  (1 -+- j/)  _  log(l  -  y). 

Or  m+,).|-J^.-Ç-if^..., 

et  Lll  — i/'i  =  —  —  —  ^i ^ 

\        J,  12         3 

pour  toutes  les  valeurs  de  y  comprises  entre     —  1     et     -i-  1.     Pour  ces  mêmes  valeurs,  nous  avons 
donc 

en  dosignaiit  par  .M   le  niodulc  du  système  vulgaire. 
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11  nous  re>le  à  trouver  maintenant  riuelles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 

ou  I  —  if  >  0, 

ou  enfin  [x^  —  Sx]^  —  4>0. 

Cette  inégalité  s'écrit 

(,r'  —  3x  —  2)(a;'  —  3ar  -t-  2)  >  0, 
et  elle  se  discutera  en  cherchant  les  racines  des  deux  trinômes.  Mais  ces  racines  nous  les  connaissons 
d'après  la  manière  même  dont  les  trinômes  ont  été  formés,  et  nous  sommes  ramenés  à  l'inégalité 

(x  —  1  )%x  -h  1  )^(x  —  2);x  -+-  2)  >  0, 
qui  se  réduit  à  x- — 4  >  0, 

et  ([ui  nous  montre  que  x  doit  être  en  deiiors  de  l'intervalle     ( — 2,     -+-2). 

W.  MÉRIGOT. 

Bonnes  solutions  :  MM.  P.  Tboï,  à  Toulouse;   Sizaire  :    .A.    Dahmo.n',  fi   Alger  :  J.  Yeb.nadx,  à  Mons  :  Dicos  Ivrée  Carnot  ■ 

M.  Gbangieb,  à  .Moulevilier  ;  H.  Janois,  à  Nantes.  >    .  i 

Assez  bonnes  solutions  :  .MM.  (Jcêmknkir,  lycée  de  Itouen  ;  A.  Dëdiù,  à  Buiarest  ;  Amblard,  à  Ruines  :  Foocrv    à  Roanne. 


1429.  —  Prouver  de  même  que  l'expression 

log  (X  —  o)  —  log(x  -H  4)  —  log (x  +  3)  -H  2  logx  —  log  (x  -  3)  —  log  (x  —  4)  +  log  (x  —  S) 
est,  pmtr  cerlaines  valeurs  de  x,  égale  â  la  somme  de  la  série 

1  1 


2M(,+-,3^_,.^.,.y 


ail  M  désigne  le  module  des  logarithmes  vulgaires  et  y  la  (luantité 

x'  —  2ox-  -+-  72 

Trouver  les  inicrcalles  acceptables  pour  x. 

Cette  question  se  traite  absolument  de  la  même  manière  que  la  question  1428.  Nous  avons  suc- 
cessivement 

u  =  log  (x-\-6)  —  log  (x  +  4)  —  log  Jx  -H  3)  +  2  log  x  —  log  (x    -  3)  —  log  (x  —  4j  -^  log  (x  —  5), 
puis 

x^x'-  -  23) 

«  =   lOEf 


o    /~2 


W    =    lOË 


Si  nous  posons  maintenant 


nous  aurons  immédiatement 


(x^  — 9Xx^  — 16)' 

X-  —  2ax^ 
X*  —  2ox-  -i-  141 

g  X»  — 2ox» 


1  —  j/         x'  —  2ox»  +  144 


7^ 


X*  —  2ox-  -+-  72 
Changeons  le  signe  de  g  et  posons  alors 


y  = 


X-  --  2bx*  -h  72 
nous  aurons 

u  =.  log- i, 

1  -+-y 
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puis 

M  =  —  2M(  -^  —  -^  -+-  -^  -H  • 
\  1  3         o 

pour  toutes  les  valeurs  de  ;/ comprises  entre     — 1     et     +1. 
Celle  restriction  nous  impose  l'inégalité 

1  -  r  >  ^. 

ou  ■    (a;' —  25i2  H- 72)2  —  72' >  0, 

qui  se  transforme  en 

x''{x^  —  23)  (x-  —  2oz2  4-  144)  >  0, 
ou  enfin  en 

(x  +  o)(x  -1-  4)(x  +  3Xx  —  3)(x  —  4)(x  —  o)  >  0. 

Cette  in'^galité  est  vérifiée  dans  les  intervalles     (— »  ,   —3),     (—4,  — 3)     (3,4)     (o,  -t-ao). 

\V.  MËRIGOT. 

Bonnes  solutions  ;  JIM.  Sizaibe:  P.  Thoï,  lycc''C  de  Toulouse  ;   Foucciv,  à  Uoaiinc  ;  .1.    Yeunaux,  h   Mous;  M.    Giiangieh,  à 
Mouleydier:  A.  Duimox,  à  Alger;  H.  Jaxojs,  h  ".Nantes. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  DÉoiu,  à  Bucarest  ;  Amblaud,  à  Ruines. 
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1494.  —  Un  point  se  meut  de  manière  que  son  accélération  normale  variable  soit  tluiis  lui  rapport  cons- 
tant A-  avec  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  et  que  son  accélération  tangentielle  ait  une  valeur  cons- 
tante «.  Trouver  Thodographe  et  la  trajectoire  de  ce  mobile. 

(liiion. 

1495.  —  Tn  point  se  meut  de  manière  que  son  accélération  norujale  variable  soit  dans  un  rapport  cons- 
tant h-  avec  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  et  que  son  accélcj-ation  totale  ail  une  Nahnir  constante  a. 
Trouver  l'hodographe  et  la  trajectoire  de  ce  mobile. 

(ilHOD. 

1496.  —  lin  pendule  pesant  composé  d'une  boule  lixéc  à  l'extrémité  inférieure  d'une  tige  oscille  d'abord 
dans  l'air  avec  un  amorlissemeul  négligeable.  On  trouve  une  durée  d'oscillation  simple  égale  à  0sec, 582.  On  fait 
ensuite  plonger  dans  im  litiuidc  légèretnont  visqueux  une  lame  mince  fixée  au-dessous  de  la  boule,  de  manière 
il  introduire  une  résistance  proporlionnelle  à  la  vitesse  sans  changer  sensiblement  le  poids  apparent  du  pen- 
dule. Il  se  produit  alors  un  amortissement  considérable  et  l'on  trouve,  entre  deux  élongalions  successives  un 
l'apport  sensiblement  constant  et  égal  il  1,29.  Chercher  de  combien  se  trouve  modifiée  la  durée  dune  oscillation. 


BAR-LE-Duc.  —  iiip.  coMTK-jACQUET  Le  liiidaclcur-Cn'iiiut  :  II.   VL'llîEHT. 
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REVUE  DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR   LES   CUBIQUES    UNICURSALES 

par  M.   Ch.  Michel,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Oijori. 


1.  Théorème.  —  Pour  que  deux  points  d'une  cubique  gauche  se  correspondent  en  involution,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  droite  qui  les  joint  varie  dans  un  système  de  génératrices  rectilignes  d'une  quadrique 
passant  par  la  cubique. 

i°  C'est  nécessaire.  —  Soient  en  effet  deux  points  M  et  M'  d'une  cubique  gauche  se  correspondant 
en  involution  sur  cette  courbe.  Projetons  la  figure  sur  un  plan  P  d'un  point  0  pris  sur  la  cubique.  La 
cubique  se  projette  suivant  une  conique,  les  deux  points  M  et  M'  de  la  cubique  se  projettent  sur  la 
conique  en  deux  points  m  et  m'  qui  se  correspondent  en  involution.  D'après  le  théorème  de  Frégier,  la 
droite  mm'  passe  par  un  point  fixe  (*>  du  plan  P;  donc,  la  droite  MM'  rencontre  constamment  la  droite 
fixe  Oou.  En  remplaçant  successivement  le  point  0  de  la  cubique  par  deux  autres  points  0'  et  0"  de 
cette  courbe,  on  obtiendra  deux  droites  O'w'  et  0"uj"  analogues  à  la  droite  Oui.  Ainsi,  la  droite  MM' 
rencontre  les  trois  droites  fixes  Ow,  O'w',  0"w"  ;  donc,  elle  varie  dans  un  système  de  génératrices  rec- 
tilignes d'une  quadrique,  laquelle  passe  évidemment  par  la  cubique. 

2°  C'est  suffisant.  —  Soit  en  elïet  une  quadrique  passant  par  une  cubique  gauche.  Considérons  sur 
cette  surface  le  système  des  génératrices  rectilignes  qui  rencontrent  la  cubique  en  deux  points  tels  que 
il  et  M'  et  prenons  une  génératrice  quelconque  de  l'autre  système,  s'appuyant  en  un  seul  point  0  sur 
la  cubique.  Cette  dernière  droite  rencontre  toutes  les  droites  MM'.  Projetons  du  point  0  la  figure  sur 
un  plan  P  qui  rencontre  cette  droite  en  w.  La  cubique  se  projette  suivant  une  conique,  les  points  M 
et  M'  se  projettent  en  deux  points  m  et  m'  de  la  conique  et  la  droite  mm'  passe  par  le  point  fixe  w. 
D'après  la  réciproque  du  théorème  de  Frégier,  les  points  m  et  m'  se  correspondent  en  involution  sur 
laconique.  Les  points  M  et  M'  se  correspondent  eux-mêmes  en  involution  sur  la  cubique. 

2.  De  ce  théorème  on  peut  déduire  un  théorème  sur  les  cubiques  planes  à  point  double. 

Soit  une  cubique  gauche  et  considérons  sur  cette  courbe  deux  points  variables  M  et  M'  se  corres' 
pondant  en  involution.  La  droite  MM',  nous  venons  de  le  voir,  engendre  une  quadrique  Q.  Projetons 
sur  un  plan  P  d'un  point  quelconque  S  de  l'espace.  La  cubique  gauche  se  projette  suivant  une 
cubique  plane  ayant  un  point  double  qui  est  la  trace  sur  le  plan  P  de  la  droite  menée  par  S  et 
s'appuyant  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche.  Les  points  M  et  M'  se  projettent  sur  la  cubique 
plane  en  deux  points  \>.  et  ,a'  qui  se  correspondent  en  involution.  La  droite  |Jt,u'  est  la  trace  sur  le  plan 
P  du  plan  passant  par  S  et  par  la  génératrice  rectiligne  MM'  de  la  quadrique  Q.  Or,  un  tel  plan  enve- 
loppe le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  Q,  de  sommet  S.  Par  suite,  la  droite  \t.\>!  enveloppe  une 
conique,  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  P.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

iS'J  deux  points  variables  i->-  el  jj.'  d'une  cubique  plane  à  point  double  se  correspondent  en  involution, 
la  droite  jji.a'  enveloppe  une  conique.,  qui  est  tangente  en  trois  points  à  la  cubique. 

En  particulier,  supposons  que  le  point  S  soit  sur  la  quadrique  Q.    Les  génératrices  rectilignes  de 
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celte  quadrique  telles  que  MM'  rencontrent  toutes  une  des  deux  génératrices  de  la  quadrique  qui 
passe  par  le  point  S.  Cette  génératrice  s'appuie  en  un  point  sur  la  cubique  gauche  et  par  suite  sa  trace 
sur  le  plan  P  est  un  point  a  de  la  cubique  plane.  D'ailleurs,  l'autre  génératrice  passant  par  S,  qui  est 
une  droite  MM',  a  pour  trace  sur  le  plan  P  le  point  double  de  la  cubique  plane;  par  suite,  le  point 
double  se  correspond  à  lui-même  dans  l'iovolution  formée  par  les  points  jx  et  p',  de  telle  façon  que, 
lorsque  fjt  tend  à  se  confondre  avec  le  point  double  en  se  déplaçant  sur  une  des  branches  de  la  cubique 
plane  qui  passent  au  point  double,  le  point  [x'  tend  à  se  confondre  avec  le  point  double,  mais  en  se 
déplaçant  sur  l'autre  branche.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  points  variables  [x  et  [x'  d'une  cubique  plane  à  point  double  se  correspondent  en  involution,  de 
façon  qu'au  point  double  considéré  comme  appartenant  à  une  des  branches  qui  passent  par  ce  point  corres- 
ponde te  point  double  considéré  comme  appartenant  à  l'autre  branche,  la  droite  ^u.'  passe  par  un  point  fixe 
a  de  la  cubique. 

On  reconnaît  immédiatement  que,  réciproquement,  si  une  droite  variable  passe  par  un  point  fixe  a 
d'une  cubique  plane  à  point  double,  elle  rencontre  à  nouveau  la  cubique  plane  en  deux  points  variables  qui 
se  correspondent  en  involution,  de  façon  qu'au  point  double  considéré  comme  appartenant  à  une  des 
branches  qui  s'y  croisent  corresponde  le  poiyit  double  considéré  comme  appartenant  à  l'autre  branche . 

De  ce  dernier  théorème  et  de  sa  réciproque,  on  peut  déduire  les  propriétés  les  plus  essentielles  des 
cubiques  planes  à  point  double.  C'est  ce  que  je  montrerai  ultérieurement. 
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Concours  de    1905. 


1430.  —  Soient  deux  axes  reclangulaii-es,  0.r  et  Oy  ;  on  considère  une  parabole  P,  de  paramètre 
donné  p,  qui  se  déplace  de  manière  que  son  foyer  reste  sur  l'axe  des  y  et  que  la  corde  interceptée  par  elle 
sur  cet  axe  ait  pour  milieu  l'origine  0. 

1"  Trouver  et  construire  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P. 

P  P 

2°  Calculer  l'aire  comprise  entre  ce  lieu  et  les  deux  parallèles  à  Oi/  dont  les  abscisses  sont    -r-    et  -^  • 

En  désignant  par  ?  l'ordonnée  du  foyer  et  par  a  l'angle  que  fait  la.xe  de  la  parabole  avec  Ox, 
l'équatiou  de  celte  ligne  sera 

X-  -i-{y — ^f  — (arcosD  -h  i/  sino  —  X)-  =  0. 

Nous  aurons  À  en  écrivant  que  le  paramètre  est  égal  à  p,  c'est-à-dire  que  la  distance  du  foyer  à 
la  directrice  est  égale  à  p  ;  nous  trouvons  ainsi 

Psinç  — X=±;;,  d'où  ).  =  psino  —  tp, 

£  étant  égal  à  +1  ou  à  —  1.  D'autre  part,  si  nous  faisons  x  —  0  dans  l'équation  de  la  parabole,  la 
demi-somme  des  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  y  ainsi  obtenue  doit  être  nulle,  et  cela 
nous  donne  P  —  X  sin  c.  =  0. 

Nous  avons  donc  A  =  X  sin-^  o  —  sp, 

—  ED  —  Ep  sin  o 

et,  par  suite,  A  = — .  p  = — ^• 

•^  cos-o  cos'f 

Peu  importe  alors  le  signe  (jue  l'on  prenne  pour   e;    si  l'on  prend  successivement    s  = -(- 1     et 

e  =  —  1,     on  oblienl  deux  faisceaux  de  paraboles  idenliques,  car  on  passe  de  l'uu  à  l'autre  en  chan- 

iTi'anl  o  eu     -i-t--. 
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Nous  prendrons     =-  =  —  1,     el  nous  aurons  successivement 


^- 


p  sin  cp 


et,  pour  équation  de  la  parabole  variable 

/  p  sin  o 

y         cos-  o 

V  L'axe  a  pour  équation 


a;  cos  'f  +2/  sin  < 


=  0. 


cos  tf  sin  9 

c'est  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Le  sommet  est  l'intersection  de  cette  droite 
avec  la  parabole.  Si  on  appelle  o  la  valeur  commune  des  rapports  précédents,  on  a 

x  =  p  cos  ç,  j/  =  ^  +  0  sin  9, 

et  l'équation  de  la  parabole  donne 


p  sin<o  — 


P 


0, 


cos-  o 

Le  lieu  du  sommet  a  donc  pour  équations  paramétriques 


puis 


P 


X  =  -^  cos  o, 


(1) 


a;  =  —  cos  o, 


La  première  équation  donne     cos  s»  = 


p  sin  cp  , 

y  =  -^ ^   2  +  cos-  i  . 

■'        2  cos-  '.f 

on  a  donc     si 


no=y/- 


-)     puis 


4j,-2 


l'équation  cartésienne  Unale  du  lieu  est 

(2)  I6x'y- =  [p- —  ltx']{^x"- ^  p'-)S 


y  = 


(p-' -  At^){'2x' +  p'Y 


16a.' 


Elle  montre  que  la  courbe  est  sjmétrique  par  rapport  à    Ox    el 

p 
qu'elle  est    tout    entière   comprise  entre  les   droites    x  —  — ~     el 

2=  ^.  Les  deux  points  de   Oa;    ayant  ces  nombres  pour  abscisses 

sont  des  sommets  et  la  droite    a-  =  0    est  une  asymptote.  La  forme 
de  la  couibe  est  dès  lors  bien  évidente. 

2"  L'aire  demandée  est  égale,  à  cause  de  la  symétrie,  à 


Or     rf.r  =  —  4~sin°'^'f  ;        d'autre    part,   pour   ç.  =  0, 


et  pour      cp  =  — . 


p"-    r°  sin^o  , ,  ,   .  , 

i  ..'  ^'  cos-<p 


—  ;   l'aire   A   a  donc  pour  expression 
A  =  —    /  "^  —LJ-  (-2  -+-  cos-  o]do. 
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Pour  calculer  l'intégrale  indéfinie,  nous  la  décomposerons  en  deux  :  d'abord       /  sia^orfcp;     puis, 

/    ^'"  °  rfo.     Cette  dernière  se  décompose  à  son  tour  en      / \ —     et    —  /  t/s,     dont  les  expres- 

/    cos-o     ■  J    cos^ç.  ./ 


sinSç 


cos 

sions  sont  immédiates.  Nous  avons  donc 

r  sin-  o 

/   r— ''?  =  tgo  — tp. 

J      cos-o 

Nous  avons  aussi 

/    sin- o(/o  =  —       [i  —  COS2ç)rfç  =   -r- 

L'intégrale  indéfinie  d'où  dérive  A  est 

Il  n'y  a  plus  qu'à  prendre  la  variation  de  cette  fonction  de   0  à  -;r  ■    Poui     <f  =  0,     elle  est  nulle  ; 
pour    ?  =  ^'     elle  vaut 

(3)  pi'n-i)^^{i~i''"'^)- 

Telle  est  la  valeur  de    A. 

-         1 

\c  —  — nn  a  r\f^  cnifp      <5in  ^      ^.., 

3  2  3  2  "3 


1  ^        .^         .     -         v/3         .     2-  v3       ,     ,     -r-         ,., 

En  tenant  compte  de    cos  —  =  — -     on  a  de  suite    sm  —  =  ^^5    sin  — -  =  ^j-    et    ts—=^3. 


Finalement 

La  valeur  de  ^/3  est  1,7321  ;  celle  de  r.  est  3,1416.  11  est  alors  facile  d'achever  le  calcul  de  A;    on 
trouve  ainsi 

A  =  0,8384/;-^ 

lionnes  solutions  :  MM.  G.  PÉiissiEn,  h  Toulouse;  G.  Foucry,  à  Roanne  :  A.  Dediù,  à  Bucarest  ;  M.  Cbangieb.  à  Mouley- 
dier.  Assez  bonnes  solutions  :  MM.  H.  Coin,  à  Boulogne-sur-Mer  ;  Dessimcnu,  à  .Mger;  H.  Ja.nois,  à  Nantes  ;  A.  Darmcn,  a 
Alger. 

1431.  —  On  considère  un  champ  de  forces  défini  par  les  équations 

X  =  yz,  Y  =  zx,  Z  =  vy, 

(X,  Y,  Z  désignant  les  contposanles  de  la  force  F  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires 
sont  X,  y,  z.) 

On  demande  : 

1°  Les  équations  des  lignes  de  force; 
2°  L'équation  différentielle  des  surfaces  de  niveau  ; 

3»  Les  positions  d'équilibre  d'un  point  assujetti  à  demeurer,  sans  frottement,  sur  la  droite 
X  =  az-\-p,  y  —  az  —  p 

{a  et  p  étant  des  constantes),  et  sollicité  par  la  force  F. 

Puisque  les  composantes  de  la  force  au  point  (x,  y,  z)  sont  »/:,  zx  et  xy,    la  différentielle  du  tra- 
vail est  rfT  =  yzdx  -+-  zxdy  -+-  xijdz  ; 

c'est  une  différentielle  totale  et  la  fonction  T  est  égale  à  a:i/;-i-f.  Il  en  résulte  ([ue  les  surfaces  de 
niveau  du  champ  ont  pour  équation  xyz  —  I;,  I:  désignant  une  constante  arbitraire.  Ciiacime  de  ces 
surfaces  se  compose  de  quatre  nappes  asymptotiques  aux  plans  de  coordonnées:  ainsi,  par  exemple,  si 
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nous  supposons     A •>  0,     une  dos  nappes  est  située  dans  le  Irièdre   oxyz  où  les  trois  coordonnées  sont 
positives,  une  autre  dans  le  trièdre  ox't/'z,  où  a:  et  y  sont  négatifs,  et  ainsi  de  suite. 

Quant  aux  lignes  de  force,  ce  sont  les  enveloppes  des  lignes  de  support  des  divers  vecteurs  X,  Y,  Z; 
elles  satisfont  aux  équations  différentielles 


dx  dy         dz 

)/z  zx         ry 

L'intésration  est  immédiate  et  donne 


.rd.f  =  ydy  =^  zdz. 


x^  -\-a=  1/2  ^  ^  =  ;--(--;, 
3,  B,  Y  étant  trois  constantes  arbilraires.   Ces  lignes  ont  donc  pour  équations  simullanées 

x^  —  y-  ^  h,  z-  —  z^  =  A', 

h  et  k  étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires.  Les  projections  de  l'une  de  ces  lignes  surles  plans 
des  xy  et  des  zx  sont  donc  deux  hyperboles  équilatères  ayant  les  axes  correspondants  pour  axes  de 
symétrie. 

Les  lignes  de  force  sont  les  (rajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  niveau. 
Considérons  enfin  un  point  M  du  chanap  de  forces,  mobile  sans  frottement  sur  la  droite 
(D)  x  =  az-hp,  y=az—p. 

Ce  point  sera  en  équilibre  si  la  direction  de  la  force    X,  Y,  Z  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée, 
dont  les  paramètres  sont  a,  a  et  l.  Ceci  donne  la  condition    a{yz  -+-  zx)  +  a-»/  =  0,     ou,  en  remplaçant 

'ia-z-  —  p-  =  0. 

.  Ji_    et     -  =  -=^ 


z  et  y  par    az-i-p    et    nz  —  p. 

Nous  tirons  de  là  deux  valeurs  de  :, 
les  positions  d'équilibre  du  point  M: 
l-v3 


elles  fournissent  immédiatement 


et 


X  =  p- 


,3 


l-v/3 
1-1-^ 


P 

n^3 


^S 


v/3 


-P 
av/3 


Nous  allons  chercher  maintenant  si  le  point  M  est  alors  en  équilibre  stable  ou  instable.  Pour  cela, 
nous  nous  laissons  guider  par  les  considérations  suivantes:  quand  le  point  M  se  meut  sur  une  ligne  (C) 
da  champ  de  force,  le  travail  accompli  par  la  force  du  champ  est  positif  ou  néga- 
tif à  chaque  instant  suivant  que  la  fonction  de  force  (ici  xyz)  va  en  croissant  ou  en 
décroissant.  Il  y  a  équilibre  aux  points  où  cette  fonction  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum,  c'est-à-dire  aux  points  où  la  ligne  (C)  est  tangente  à  une  surface 
de  niveau.  S'il  y  a  maximum,  le  point  correspondant  M»  est  une  position  d'équilibre 
stable,  car  lorsque  le  point  M  tend  à  s'en  éloigner,  le  travail  élémentaire  est  négatif 
et  la  force  agissante  dans  la  direction  de  la  tangente  à  (C),  c'est-à-dire  la   composnnte  de  la  force  du 
champ  dans  cette  direction  tend  à  ramener  le  point  M  en  M».  S'il  y  a  minimum,  l'équilibre  est  instable. 
Or  ici  la  fonction  de  force  xyz  devient  une  fonction  de    ::     a';' — p-z;     sa  dérivée,     Za-z' — p-, 

P  —  P 

admet  pour  racines  les  :  des  positions  d  équilibre     z.,  =  —^ —     et     :i  =  — ;=-• 

On  voit  que  :i  correspond  à  un  maximum  et  :^,  à  un  minimum.  L'équilibre    est  instable  dans  la  pre- 
mière position  et  stable  dans  la  seconde. 


Solutions  satisfaisantes  :  MM.  M.  Grangier,  à  .Mouleydier  :   G.  Pplismer,  à  Toulouse 
Akburd,  à  Ruines  ;  k.  Uabmon,  à  Alger. 


M.  Lacrence;  Dessixond,  à   Alger; 
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1432.  —  Un  point  M  se  meut  d'ins  un  plan  de  telle  façon  que  sa  diatance  à  un  point  fixe  0  du  plan 
croisse  propo'tionnellement  au  tempt  et  que  le  rayon  vecteur  OM  tourne  autour  de  0  avec  une  vitesse 
constante. 

Trouver  en  fonction  du  temps  la  vitesse  V  et  l'accélération  7  du  mouvement  du  point  M.  Exprimer  en 
outre  -'  en  fonction  de  V. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  position  de  OM  au  moment  où  le  mobile  passe  en  0  et  orientons  Ox 
dans  le  sens  du  mouvement;  prenons  en  outre  pour  sens  positif  des  angles  le  sens  de  rotation  du 
vecteur  OM.  Les  coordonnées  polaires  du  point  M  pourront  alors  se  représenter  par     p  =  vt,     tu  =  ai, 

et  le  lieu  du  point  mobile  aura  pour  équation    p  =  —  w  =  aw,      a  étant  une  constante.  La  trajectoire 

du  point  .M  est  donc  une  spirale  d'Archimède. 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont     —^  =  v     et     o  — ;—  =  v-xt.     La  vitesse  a  pour  valeur 

dt  '     dt 

Les  composantes  de  l'accélération  sont 

dt'        -{dt  J 
et,  par  suite,  elles  ont  pour  valeurs  —  vx-t. 

Donc  l'accélération  elle-même  est  donnée  par 
On  a  ensuite  -;-  =  ï2(3y-  + V^). 

Bonnes  solutions  :  MM.  II.  Cun,  conJucleur  à  Boulogne;  AnuLMin,  conducteur  à  Ruines  (Cantal):  .\.  Dakbo.v,  à  Alger; 
R .  Maxex,  à  .\lbi  ;  A.  Dei  il-,  à  Bucarest  ;  (l.  Pëlissiek,  à  Toulouse  ;  M.  Lacrence  ;  M.  Gbangier,  à  Mouleydier. 


1  -^oi^-K 

2rfo 

rfiu 

HT 

+  ? 

dt' 

2ya. 

y'-  —  y'a 

:^(4. 

-ha^l 

•:-). 

1433.  —  Un  rayon  lumineux  linéaire,  situé  dans  un  plan  horizontal,  vient  frapper  un  écran  vertical 
perpendiculaire  à  sa  direction.  Sur  le  trajet  du  rayon  et  à  1"  de  distance  de  l'écran,  on  place  un  petit  prisme 
de  verre  dont  les  arêtes  sont  verticales  et  dont  la  section  droite  est  un  triangle  équilatéral.  Ce  point  lumi- 
neux se  déplace,  sur  l'écran,  d'un  intervalle  qui  dépend  de  la  déviation  subie  par  le  rayon. 

Si  on  fait  tourner  le  prisme  avec  une  vitesse  uniforme  d'un  tour  par  seconde,  autour  d'un  axe  vertical 
passant  à  égale  distmce  de  ses  trois  arêtes  ;  si  en  même  temps  on  imprime  à  l'écran  un  mouvement  de  trans- 
lation vertical  avec  une  vitesse  d'un  mètre  par  seconde,  le  point  lumineux  va  décrire  sur  l'écran  une  courbe 
qui  représentera  les  variations  de  la  déviation  en  fonction  du  temps  ou  de  l'angle  de  rotation  décrit  par  le 
prisme. 

L'indice  du  verre  étant  supposé  égal  à  \!i,  on  demande  : 

I"  De  calculer  les  limites  entre  lesquelles  variera  la  déviation,  et  les  valeurs  de  la  déviation  qui  corres- 
pondront à  une  discontinuité  de  la  courbe; 

2°  De  discuter  la  forme  générale  de  la  courbe.  On  n'aura  pas  à  chercher  l'équation,  mais  seulement  à 
se  servir  des  points  correspondant  aux  valeurs  spéciales  de  la  déviation  déjà  calculées.  On  admettra  d'ailleurs 
que,  vu  la  petitesse  du  prisme,  tous  tes  rayons  émergents  rencontrent  sensiblement  l'axe  de  rotation.  On  ne 
tiendra  pas  compte  des  rayons  qui  pourraient  émerger  après  avoir  subi  des  réflexions  intérieures. 

3°  Supposant  la  courbe  enregistrée  par  un  procédé  photographique,  chercher  si  l'étude  de  cette  courbe 
permettrait  de  vérifier  que  les  angles  duprisme  sont  bien  égaux,  d'en  calculer  l'indice,  ainsi  que  les  vitesses 
de  rotation  duprisme  et  de  translation  de  l'écran. 

Soit  ABC  la  section  droite  du  |)risme,  SI  le  rayon  incident,  KL  le  rayon  émergent.  Supposons, 
pour  lixer  les  idées,  que  le  prisme  tourne  de  gauche  adroite  autour  de  son  axe  0. 

i.  On  sait  que  pour  que  le  rayon  émergent  existe,  l'angle  d'incidence  sur  la  face  d'entrée  doit  être 
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compris  entre  -^  cl  un  angle    („    tel  que     sin  )„  =  n    sin  (A  —  À),     À  étant  l'angle  limite.  Ici,    on   aura 


À  =  arc  sin  -—  =  45° 

V- 


sin  i,  =  v'^  sin  (60"  -45»), 


d'où 


21°  —  environ. 


Au  moment  où,  par  suite  de  la  rotation,  AG  devient  face  d'entrée, 
l'angle  d'incidence  est  égal  à  — 60"  et  il  n'y  a  pas  émergence  par  la  face 
AB.  Quand  l'incidence  est  („,  l'émergence  commence  à  se  produire  paral- 
lèlement  à    AB    et   alors   la   déviation,    dont  l'expression   générale    est 

î-t-i'— A,     a  la  valeur     D  = /o  4- 90' —  60°  =  51°    —    environ.   A  partir 

de  ce  moment,  la  déviation  décroit,  comme  l'on  sait,  pour    passer  par  un 


minimum  d  donné  par  l'équation     sin 


d'où      d  =  30"     exactement;  l'incidence 


correspondante  est 


A 


=  4.5".     Puis  la  déviation  augmente   de  nouveau  jusqu'au  moment  où 


l'angle  d'incidence  est  de  90°  et  alors  elle  reprend  sa 

y  première  valeur  D.  En  réalité,  si  le  rayon  incident  est 

dirigé  exactement  vers  l'axe  de  rotation,  il  cesse  de 

rencontrer  la  face  AC   et,  par  conséquent,  le  rayon 

émergent  que  nous  considérons  cesse  d'exister  quand 

i  =  60°  ;     la    déviation  correspondante   est  alors  un 

"^  "^      peu  supérieure  à  32°. 

2.  L'angle  d'inciience  varie  proportionnellement  au  temps.  La  vitesse  angulaire  du  prisme  étant  2-, 

si  l'on  prend  pour  origine  du  temps  t  l'instant  où  le  rayon  incident  est  normal  à  l'une  des   faces,  on 

aura    i  =  '1-t.     D'autre  part,  si  â  désigne  la  déviation,  les  coor  lonnées  de  la  courbe  seront  respecti- 

i 
vement  a;=tgA  et  y=/=— • 

Le  premier  point  extrême,  M,  de  la  courbe  aura  pour  coordonnées 

X  =  tg  D  =:  1",^25,  y  =  ^  =  0"',06. 

Le  second  point  extrême,  P,  en  supposant  qu'il  existe,  aura  même  abscisse  et  pour  ordonnée 

1/  =  -  :  27t  =  n™,25. 
Le  point  N,  correspondant  à  la  déviation  minimum  aura  pour  coordonnées 

ar  =  tg  d  =  0»,58,  y  =r  -  :  2-  =  O^.lâo. 


dS 


Consi 

dérons 

ladi 

rect 

on 

de 

la  tang 

ent 

e.  On  a 

dx 

rf7 

= 

dis:  A 
dt 

2-       fl 

Cl 

,s-  A 

Or 

si 

l'on  se 

repoi 

te  aux 

for 

uules 

du 

prisme, 

on  a 

dA 
di 

=  1  - 

COS( 

cos  >•' 

cos 

■  cos  i' 

Pour  l'incidence  initiale    ;„,      ;'  =  90",      cos  i'  =  0      et 


dx 
dy 


=  —  00  ;      la  tangente  en  M  est 


parallèle  à  0.r.  En  N,  la  tangente  est  évidemment  verticale.  En    P,      cos  i  =  0    et 

dii 
le  calcul  donne  pour  l'inverse    —j—  =  0,06    environ. 


dx 
-di 


■ÏT 


cos-  U 
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Il  est  donc  facile  de  se  rendre  compte  de  la  forme  générale  de  la  courbe. 

3.  Le  passage  de  chaque  face  donne  la  courbe  précédente  et  une  courbe  analogue,  de  forme  symé- 
trique, située  à  gauche  de  Oj/.  On  pourra  reconnaître  que  les  angles  du  prisme  sont  bien  égaux  à  ce  que 
trois  courbes  consécutives  situées  du  même  côté  seront  rigoureusement  superposables,  ou  simplement 
à  ce  que  les  sommets  N  auront  même  abscisse. 

L'abscisse  du  point  N  est  égale  à  tg  d.  Sa  mesure  permettra  donc  de  déterminer  d  et,  par  suite,  l'in- 
dice parla  formule  usuelle. 

Enfin,  désignons  d'une  manière  générale  par  v  la  vitesse  de  translation  de  l'écran,  par  w  la  vitesse 

angulaire  de  rotation  du  prisme,  par  a  la  distance  des  sommets  N  de  trois  en  trois  ou,  ce  qui  sera  plus 

facile  à  déterminer,  la  distance  de  points  de  même  abscisse.  La  durée  d'un  tour  du  prisme  peut  se  repré- 

a  -x  2Tt  va 

senter  soit  par  — i    soit  par  — •    Un  aura  donc    —  =  --— • 

V  '0  "JJ  ilî 

Remarque.  —  Il  importe  de  remarquer  que,  par  suite  des  phénomènes  de  réflexion,  la  lumière  trans- 
mise s'évanouit  aux  incidences  limites.  On  ne  pourra  donc,  pour  ce  qui  précède,  observer  et  utiliser  que 
les  parties  voisines  des  sommets. 

M. LAURENCE. 
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1420.  —  Par  les  points  de  rencontre  d'une  hyperbole  équilatère  H  et  d'un  cercle  C,  passant  par  son 
cmtre,  on  mène  les  parallèles  à  une  direction  A  et  les  symétriques  par  rapport  à  ces  droites  des  tangentes  à 
l'h'tperbole.  Montrer  que  les  quatre  droites  ainsi  obtenues  concourent  en  un  point  P  du  cercle  C. 

Soient  x^ — y-  —  a^  =  0  et  x- -{- y- — 2aar  —  S^iy  =  0  les  équations  des  deux  courbes,  a?„,  j/, 
les  coordonnées  de  P,  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  A. 

Si  nous  écrivons  (juc  la  droite  joignant  P  à  un  point  M(.r,  y)  de  H,  et  la  tangente  en  M  à  l'hyper- 
bole sont  également  inclinées  sur  A,  nous  avons 


?/  — yo 


l  -h  m. 

■  y«\i 


y  —  Vo 

X  —  a-„ 
A-j/(i,r  —  x„y) 


1  -h  m  .  — 

y 


=  0, 


0, 


1  —  m- 


r.omme  on  peut  identifier  celte  équation  à  celle  du  cercle  C, 
la  proposition  est  démontrée. 

On  a  d'ailleurs  .t,  -i-  ky„  =  2a,  j/„  —  /,i„  =  2p. 

Lorsque  la  direction  A  varie,  le  point  P  décrit  bien  le  cercle  C  ; 
car,  en  éliminant  k  entre  les  deux  équations  pri'cédentes,  on  a 
o-s-Hys— 2ax„  — 2pv„  =  0. 

Solution  géométrique.  —  Soient  OX,  OY  les  asymptotes  de  l'hy- 
porliole,  M'f  l,i  t;iiii;iMilo  à  la  courlie  en  l'un  de  ses  points  d'intersection 
a\ee  le  cercle,  MU  la  [larallèlc  à  la  direolion  A. 

Les  droites  OM,  MT  étant  également  inclinées  sur  OX,  on  a 


O.MP  =  UMU  —  l'MU 


=  OMU  —  UMT 
"UMP  =  -lit. 


(oH-O)-(o-O), 
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Le  point  P  est  donc  tise  sur  le  cercle,  et  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  l'hyperbole. 

VASNIER. 

Même  solution  analytique  par  M.  Goadet,  élève  au  lycée  Louis-le-Graad  ;  M.  Guadet  remarque  en  outre  que  a-  n'inter- 
vient pas  dans  les  résultats  et  que  par  suite,  pour  une  même  direction  A,  le  point  P  reste  le  même  pour  toutes  les  coni- 
ques homothétiques  et  concentriques  à  l'hyperbole  proposée.  Ce  résultat  rapproche  le  cercle  précédent  de  l'hyperbole 
d'.Apollonius. 

Solution  géométrique  analogue  de  M.  Ddi,ijibert,  à  Grenoble. 

Autre  solution.  —  Prenons  pour  a\es  la  parallèle  et  lu  perpendiculaire  k  la  direction  a  menées  par  le 
centre  de  l'hyperbole. 

Soient    "  x^-  —  y^  +  iRxy  +  F  =  0,  x^-hy-  —  %-xx  —  22i/  =  0 

les  équations  du  cercle  et  de  l'hyperbole,  et  soient  x^,  i/„  les  coordonnées  d'un  de  leurs  points  communs. 
L'équation  de  la  tangente  à  l'hyperbole  en  ce  point  est 

xjCii  +  Byol  —  MM'i  —  8^0-  +  F"  =  0  ; 
l'équation  d'une  droite  symétrique  de  cette  dernière  par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe  Ç>x  est 

x{xa  +  B(/oJ  -+-  y\y<i  —  Ba;o]  —  ar^  —  ^/^  =  0 
OU,  puisque  le  point  x^,  j/o  est  sur  le  cercle  donné, 

x\xi,  -V-  Byo]  +  J/[yo  —  Ba;o]  —  2[ia:o  +  SyoJ  =  0, 
ce  qui  peut  s'écrire  x,{x  —  By  —  2a]  -+-  i/o[i/  -;-  Br  —  25.]  =  0. 

Cette  droite  passe  par  suite  par  un  point  fixe  indépendant  du  point  x»,  y„,  intersection  des  droites 

x  —  Bi/  —  2a  =  0,  Ba;  +  i/  —  2i  =  0. 

Ces  deux  droites  sont  rectangulaires,  elles  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  d'intersection  du  cercle 
avec  les  axes  et  par  suite  se  coupent  sur  le  cercle,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Remarque.  —  Nous  n'avons  pas  fait  intervenir  la  condition  pour  le  point  (xo,  j/u)  d'être  sur  Ihyperbole,  on 
peut  alors  énoncer  la  proposition  suivante  : 

5i  par  un  point  pris  sur  un  cercle  passant  par  le  centre  u'ime  hijperbole  équilatére,  on  mène  ta  parallèle  à  une 
direction  A  et  la  symétrique  par  rapport  à  cette  droite  de  la  parallèle  à  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'hy- 
perbole, la  droite  ainsi  obtenue  passe  par  un  point  fixe  du  cercle,  indépendant  du  point  considéré. 

R.  BOLVAIST. 

Autre  solution  géométrique  et  généralisation.  —  Remarquons  d'abord  que  le  Ihéorème  proposé 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  plus  général  énoncé  ci-dessous  : 

Soient  deux  coniques  H  et  C,  harmoniquement  inscrite  et  circonscrite  l'une  à  l'autre  ;  Oij  un  triangle  autopo- 
laire par  rapport  à  H  et  inscrit  à  C  ;  Si  et  Sj  deux  points  de 
la  droite  ij  astreints  seulement  à  être  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  i  et  j.  Par  chacun  des  quatre  points  communs 
aux  coniques  E  et  C  on  mène  la  droite  conjuguée  harmonique, 
par  rapport  aux  deux  droites  qui  joignent  ce  point  à  S,  el  S  , 
de  la  tangente  en  ce  point  à  laconique  H.  Les  quatre  droites 
ainsi  obtenues  sont  concourantes  en  un  point  P  de  la  conique  C. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  considérer  le 
cas  particulier  où  les  points  S,  et  S^  sont  les  points  cycliques. 
S'il  est  reconnu  vrai  dans  ce  cas  particulier,  une  transforma- 
tion homographique  conservant  le  rapport  anharmonique, 
le  cas  général  sera  établi. 

Quand  S,  et  Sj  sont  les  points  cycliques,  la  conique  C 
est  une  hyperbole  équilatére  passant  par  le  centre  0  de  la 
conique  H.  Les  droites  Oi'  et  0;'  sont  les  axes  de  cette  coni- 
que H,  puisqu'elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  H  et  par 
rapport  aux  droites  isotropes  OS.  et  OS,.  L'hyperbole  équilatére  C  a  donc  ses  points  à  l'infini  sur  les  axes  de 
la  conique  H.  La  droite,  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  à  la  conique  H  en  un  point  A  par  rapport  aux 
droites  isotropes  \S.  et  AS^,  et  passant  pir  A,  est  la  normale  en  A  à  la  conique  H.  Les  quatre  droites  que  nous 
disons  concourantes  en  un  point  P  de  l'hyperbole  équilatére  C,  sont  donc  les  normales  à  H  aux  points  com- 
muns à  C  et  H.  .,.,■■. 

Or  soit  P  le  second  point  de  rencontre  avec  l'hyperbole  équilatére  C  de  la  normale  a  la  conique  H  en  un 
de  ces  points  communs  A  aux  deux  coniques.  L'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P  aura  en  commun 
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avec  l'hvperbole  C  les  points  P,  0,  A   et  les  deux  points  à  l'infini.  Klles  sont  confondues.   Les  droites  qui  joi- 
gnent P  aux  autres  points  d'intersection  des  deux  coniques  sont  donc  normales  à  H. 

Les  quatre  normales  aux  points  d'intersection   sont  bien  concourantes  en  un  point  P  de  l'hyperbole.  La 
proposition  est  démontrée. 

GL'.^DET. 


Bonnes  solutions  :  MM,  .M.  I.aiire.vcb;  Pabrod  ;  Qbéuenevb,  à  Rouen  ;  J.  Yernaux, 
Solutions  satisfaisantes  ;  MM.  Gaaxgier,  à  Mouleydier;  Sizaibe  ;  G.  Fodckï,  Si  Roanne. 
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1436.  —  Soil  un  segment  de  droite  OP,  la  cote  de  P  étant  inférieure  à  celte  de  0.  Un  point  matériel 
pesant    AI    est  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  OP 

i°  On  suppose  le  point  matériel  M  abandonné  à  lui-même  en  0  et  le  point  P  variable  sur  une  droite 
U.  Étudier  les  variations  du  temps  employé  par  M  pour  descendre  de  0  en  P.  Montrer  que  ce  temps  est 
minimum  pour  un  point  de  D  dont  on  cherchera  le  lieu  quand  la  droite  D  passe  par  un  point  fixe  ou  reste 
parallèle  à  utie  direction  fixe. 

2°  Le  point  M  est  toujours  abandonné  à  lui-même  en  0  mais  le  point  P  décrit  un  cercle  C.  Montrer 
que  deux  points  de  ce  cercle  sont  atteints  au  bout  du  temps  t  et  que  la  droite  les  joignant  passe  par  un 
point  fixe  quand  t  varie. 

Z"  On  suppose  de  nouveau  que  le  point  P  décrive  une  droite  D  mais  que  le  point  matériel  ait  une 
vitesse  initiale  u,,.  Combien  de  points  de  la  droite  D  peuvent-ils  être  atteints  au  bout  du  temps  t?  —  Le 
temps  t  étant  donné,  la  droite  D  se  déplaçant  dans  un  plan  passant  par  0,  lieu  du  milieu  de  PjPo  quand 
OPi  et  OPi  sont  rectangulaires. 

1.  Prenons  trois  a.Kes  de  coordonnées  rectangulaires,  0  étant  l'origine  et  0:  la  verticale  descen- 
dante. Soient 

^  — Jq     ^     .'/  —  ?/o    ^     -— "u 

P  ï 

les  équations  de  la  droite    D. 

Un  point  P   variable  de  celte  droite  a  pour  coordonnées 

3^0  + «P.  î/o+P?,  îu-t-Y?, 

p   variant. 

Si  un  point  matériel  pesant  décrit  OP  sans  frottement,  il  le  décrit  d'un  mouvement  uniformément 

accéléré  dont  l'accélération  est     g -t— ^.     en  posant 

rf=  Aa^o  -^  ^?)-  -+-  {y«  +  p?)'  H-  (=0  -H  ypY- 
Et  le  temps  mis  par  le  point  matériel  pour  aller  de  0  en  P  est  donné  par 

d  =  -~g    °"7''    t\  ou  enfin  f 


2  ^       rf  '  5  ^0  +  Y? 

Nous  sommes  dune  ramenés  à  chercher  les  variations  de  la  fraction 
gtr_  ^  (J-,  -h  ap)-  -4-  (yo  -+-  ??)■  -!-(:,.  +  y.^)'- 
2  :»  -t-  f? 

en  faisant  remarquer  que  si  le  point  P  a  une  cote  inférieure  à  celle  du  point  0,  le  point  matériel  décrit 
le  segment  OP  et  que,  au  contraire,  si  le  point  P  a  une  cote  supérieure  à  celle  de   0,    le  point  matériel 
décrit  le  segment  PO.  Cette  remarque  est  nécessaire  pour  l'interprétation  des  résultats. 
Le  numérateur  de  la  dérivée  de  la  fraction  rationnelle  en  p  donne,  annulé,  l'équation 

(1)      2{Z,  H-  YP)[»(X„  H-  «p)  -H  |i(yo  -H  Pp)-^y(!o  +  Ï?)]  -  ïK^o  +  ap)^-h  (yoH-  Sp)2-+-(îo-+-Y?)']  =  <>• 
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Pour  interpréter,  supposons  que  Ox  rencontre  la  droite   D.    Nous  pourrons  prendre     ?/,,  =  ;,  =  0' 
peur  a,  ^,  Y  les  cosinus  directeurs  eux-mêmes  et  supposer  y  et  Xo   positifs. 
L'équation  précédente  devient  alors 

qt^  x;-; -H  2wo? -I- (a- -(- a- -)- Y-)o-  rot'  xl 

-^  = ^ — .  ou  encore  -4—  = h  io^Xn  -+-  a  ; 

2  YP  2  p 

l'équation  du  second  degré  en  p  devient 

"^fi         j        /\  .-)  ■>  t 

—    — ; h  1    =  0,  0^  =  15  ou  0  =  ±  Xf). 

p- 

Cette  fois,  dire  que  p  est  positif,  c'est  dire  que  la  cote  de  P  est  inférieure  à  celle  de  0.  La  dérivée 
a  donc  une  seule  racine  acceptable    p  =  Xo    pour  laquelle  elle  passe  du  négatif  au  positif. 

Donc  si  le  point  P  descend  sur  la  droite  [)  à  partir  du  point  .\  qui  a  même  cote  que  le  point  0, 
le  temps  diminue  de  l'infini  pour  le  point  A  à  un  minimum  pour  le  po'nt  P,  tel  que  AP,  =  AO,  puis 
augmente  indéfiniment  quand  le  point  P  descend  indéfiniment. 

La  seconde  racine     p  =^  — x„     s'interprète  ainsi: 

Si  P  est  un  point  de  la  droite  D  de  cote  supérieure  à  0  et  que  le  point  P  descende  sur  la  droite 
jusqu'au  point  A,  le  temps  mis  par  un  point  matériel  à  parcourir  un  segment  PO  passe  par  un  mini- 
mum pour  le  point  P,  tel  que     AP^  =  AO. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (1).  Elle  donne  dans  le  cas  général  les  p  des  points  P,  et  Pj  de 
coordonnées 

X  =  xo  H-  otp,  y  =  ?/,)-+- Pp,  z  =  loH-Yp. 

Nous  devons  chercher  le  lieu  de  ces  points  quand  la  droite  D  reste  parallèle  à  une  direction  fixe  ou 
passe  par  un  point  fixe. 

Remarquons  pour  cela  que  l'équation  (1)  s'écrit  encore 

(2)  2;(ax  -h  py  +  -(z)  —  -({x'-  -i-  y'-  -+-  z')  =  0. 

Si  la  droite  D  est  parallèle  à  une  direction  fixe,  a,  ^,  y  sont  proportionnels  à  des  nombres  donnés  ; 
donc  l'équation  (2)  donne  le  lieu  du  point  x,  y,  z.  C'est  un  cône  du  second  degré  qui  a  son  sommet  au 
point    0. 

Si  la  droite  D  passe  par  le  point  fixe  x„,  ;/o,  -o>  on  aura  le  lieu  des  points  P,  et  P^  en  remplaçant 
dans  la  relation  (2)  a,  p,  Y  par    x  — x,,,     y  —  y^,     z  —  zo  ;     d'où  l'équation 

2;[x(x  -  Xo)  +  v(j/  -  y,)  -+■  :(:  -  :„)J  -{z-  z„){x'  ^y'-^z')^Q 

ou  encore 

z(x'-  +  y'  -h  z^)  —  23(xx„  -+-  j/)/o  +  jzo)  -^  z,(x^  -+-y'-^z-)  =  0. 

C'est  une  surface  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  cercle  de  l'infini  et  qui  a  un  point  conique  au 
point  0. 

Remarques  géométriques.  —  Si  on  abandonne  un  point  pesant  en  G  sur  tous  les  segments  de  droite 
tels  que  OP,  au  bout  du  temps  t,  les  positions  de  ce  point  matériel  sont  sur  une  sphère  dont  le  dia- 
mètre est  Ojji,  en  appelant  [j.  la  position  qu'occuperait  le  point  matériel  s'il  descendait  librement  sur  la 
verticale  du  point  0. 

Nous  allons  donc  considérer  les  sphères  tangentes  en  G  au  plan  horizontal  de  ce  point  et  situées 
sous  ce  plan  horizontal. 

Quand  t  est  très  petit,  ces  sphères  ne  coupent  pas  la  droite  D.  Quand  t  est  très  grand,  elles  cou- 
pent la  droite  D  en  un  point  voisin  de  A  et  en  un  point  très  éloigné  vers  le  bas. 

Or,  il  existe  une  s.^ule  sphère  du  faisceau  considéré  tangente  à  la  droite  D  en  un  point  situé  en 
dessous  du  point  G;  et  elle  la  touche  en  P,  tel  que  AO  =  APi.  Soit  -  le  temps  correspondant  à  cette 
sphère.  Quand     <  <  ",     la  sphère  ne  rencontre  pas  la  droite   D;  quand     <  > -,     la  sphère  la  rencontre. 

T  est  donc  le  minimum  que  nous  obtenons  ainsi  par  des  considérations  purement  géométriques. 
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Le  point  P,  est  le  point  de  contact  avec  D  d'une  sphère  du  faisceau  située  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal du  point   0. 

Quant  aux  lieux  des  points   P,   et   P2,  leur  recherche  se  ramène  au  problème  suivant  : 

Lieux  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  fixe  ou  passant  par  un  point 
fixe,  menées  aux  sphères  tangentes  à  un  plan  donné  en  un  point  donné. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'en  poursuivre  l'étude  géométrique. 

2.  Reprenons  les  sphères  tangentes  en  0  au  plan  horizontal  et  situées  sous  ce  plan. 

Elles  coupent  le  plan  Q  du  cercle  C  suivant  des  cercles  y  ayant  pour  axe  radical  commun  la  droite 
d'intersection  a  du  plan  Q  et  du  plan  horizontal  du  point  0,  et  ue  coupant  pas  cet  axe  radical  en  des 
points  réels. 

Mais  nous  n'avons  à  considérer  que  ceux  de  ces  cercles  qui  sont  sous  la  droite  i^.  Il  sera  donc 
nécessaire  et  suffisant  pour  qu'un  point  du  cercle  C  puisse  être  atteint  que  ce  cercle  ait  des  points  de 
cote  inférieure  à  ceux  de  A.  Si  cette  condition  est  remplie,  deux  points  du  cercle  C  situés  sur  un 
même  cercle  y  seront  atteints  au  bout  du  même  temps:  La  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  l'axe 
radical  du  cercle  C  et  d'un  cercle  y  et  l'on  sait  que  ces  axes  radicaux,  quand  le  cercle  y  varie,  passent 
par  un  point  fixe  B  situé  sur  la  droite  A. 

Cette  méthode  peut  encore  donner  la  variation  du  temps  quand  le  point  P  décrit  le  cercle  G.  Le 
maximum  et  le  minimum  possibles  sont  les  temps  qui  correspondent  aux  cercles  y  qui  sont  tangents 
au  cercle  C.  Il  y  en  a  deux  dont  les  points  de  contact  avec  le  cercle  C  sont  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point  B  à  ce  cercle. 

Bornons-nous  à  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Si  le  cercle  C  coupe  la  droite  A,  le  temps  varie  de  -+-  x  à  un  minimum.  Si  le  cercle  C  ne  coupe 
[lasla  droite  A,  le  temps  varie  entre  un  minimum  et  un  maximum. 

3.  Quand  on  abandonne  en  0  un  point  matériel  pesant  sur  toutes  les  droites  d'un  plan  passant 
par  0,  le  lieu  de  ses  positions  au  bout  du  temps  /  est  un  cercle  tangent  en  0  à  l'horizontale. 

Si  on  le  lance  avec  une  vitesse  p,,,  le  lieu  de  ses  positions  au  bout  du  temps  t  sera  un  limaçon  de 
Pascal  obtenu  en  ajoutant  et  en  retranchant  vj  au  rayon  vecteur  compté  à  partir  du  point  0  d'un  point 
du  cercle  précédent.  On  ajoutera  V(,t  si  la  vitesse  est  dirigée  vers  le  bas  ;  on  retranchera  r„'  si  la  vitesse 
est  dirigée  vers  le  haut. 

Dans  les  figures  suivantes,  le  premier  cas  est  représenté  par  les  parties  ABCB'.\'  des  limaçons. 

On  voit  que  si   l'on  suppose  que  f,, 
I  puisse  être  dirigé  vers  le  haut,  il  n'est 

plus  nécessaire  pour    qu'un   point  de  la 

Aj:-j^.i:^,V  ^y^ 2±_  ^\;^'  droite  D  puisse  être  atteint  que   sa  cote 

soit  inférieure  à  celle  du  point  0  et,  sui- 
vant le  sens  de  Wo,  on  est  ramené  à  cher- 
cher le  nombre  de  points  communs  à  une 
droite  et  à  l'une  ou  l'autre  des  parties 
distinguées  sur  le  limaçon. 

Se  donner  /,  faire  déplacer  la  droite 

D  dans  un  plan  passant  par  0,   chercher 

le  lieu  du  milieu  do  P,Ps  quand  OP,  et 

'  OPo  sont  rectangulaires,   revient   à  cher- 

ciier  le  lieu  dos  milieux  dos  cordes  d'un  limaçon  do  Pascal  qui  sont  vues  du  point  double  sous  un  angle 

droit. 

Soit     p  =  a  cos  u)-(-  b     l'équation  du  limaçon  rai>porlé  aux  coordonnéos  polaires  habituelles. 
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Soient  10,     ^icosto-r-é     les  coordonnées  du  point  P,,  celles  de  P^  sont     w  -f 

Les  coordonnées  cartésiennes  sont 

(   (a  cos '0 -H  A)  cos  to,  i    — ( — a  sin  (u-H  i)  sinoj, 

P,  Pm 

(    (a  cos  (o  H- i)  sin  10  î  /        (— asintoH-é)cos(o. 

Les  coordonnées  du  milieu  sont  donc 


2 


2x  =  a  -i-  6  (ces  (o  — sin  (oj  =  (7-4-  A/2  cos  (  -r  -+-  "  )' 
2j/  =         é(cos  (0  ■+-  sin  wj  =         b\fï  sin  {  -r~^"'  )' 


et  le  lieu  de  ce  point  est  le  cercle 

(2x— a)2-i-4î/2  =  26-2. 

Solutions  satisfaisantes  de  MM.  Dulinilierf,  à  Grenoble  ;  M.  Grangier,  h  Mouleydier. 
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QUESTIONS    POSEES   AUX  EXAMENS  ORAUX 
Mathématiques  (M.  Tannery). 

575.  —Etudier  la  fonction    !/ ^  sin  jr-.    Evaluer  l'aire  d'une  arche.  Arrive-t-on  à   une  limite  finie  en  comptant  les 
aires  positivement  en  dessus  de  Ox  et  négativement  en  dessous  ?   Même  question  en  comptant  tontes  les  aires  positivement 

(On  comparera  à  l'intégrale    /  — sinj^rfj;). 

576.  —  Trouver  toutes  les  droites  qui  rencontrent  un  hyperboloïde  à  une  nappe  en  deuv  points  confondus  à  l'infini. 

577.  —  Trouver  la  fonction  y  donnée  par  l'équation  différentielle 

{^  —  x'ty-  —  xy'  ^  l'y  =  0. 
(On  posera    a;  =  cos(). 

Peut-on  avoir  pour  y  un  polynôme  entier  en  z? 

578.  —  Etudier  la  surface  définie  par  les  équations 

a;  =  tt  -t-  r,  y  =  uv,  z  ^  u'  -f-  v'. 

Y  a-t-il  des  points  réels  donnés  par  des  valeurs  imaginaires  de  a  et  y  ?  Directions  asymptotiques.  Génératrices.  Enveloppe 
des  projections  de  ces  génératrices  sur  le  plan  des  yz. 

579.  —  Soient  MT  la  tangente  et  MN  la  normale  à  une  courbe  en  un  point  M  limitées  à  l'axe  des  .T.  Déterminer  cette 
courbe  de  façon  que  l'aire  du  triangle  MTN  soit  constante  et  égale  à  a-. 

580.  —  Sections  cycliques  de  l'hyperbolo'ide  à  une  nappe. 

581.  —  Etant  donnée    fix)  =  x' -h  px  +  q  ;     soit  o[x)    un  trinôme  du  second  degré.  Intégrer     /   I     '         I  dx.     On 

suppose  les  racines  de  f{x)  réelles  et  distinctes  et  on  met  la  fraction  sous  la  forme  ^j~i rr  +  ^^ Déter- 
miner la  fonction  o  de  façon  que  les  coefficients  B  soient  nuls.  On  a  pour  déterminer  o  une  équation  différentielle.  Solu- 
tion générale  de  cette  équation  différentielle.  Manière  de  trouver  l'intégrale  comme  fonction  symétrique     ^^ — — 

582.  —  On  donne  les  surfaces 

(A  —\)x-  +  (B  —  l)y'-  -h  (C  -  \)z-  —  1  =  0. 
11  y  a  trois  de  ces  surfaces  tangentes  à  un  plan  donné.  Nature  de  ces  surfaces.  Coordonnées  des  points  de  contact  en  fonc- 
tion de  X. 

583.  —  Construire  la  courbe  y  =  ch  x.  Sur  la  tangente  à  cette  courbe  et  dans  le  sens  des  x 
décroissants  on  porte  une  longueur  MN  égale  à  la  longueur  de  l'arc  AM.  Lieu  du  point  N.  Construire 
ce  lieu.  Tangente  au  point  X. 

584.  —  Montrer   que    Ihyperboloïde   à    une  nappe  admet  deux  systèmes   de  génératrices  recti- 
"m     lignes. 

585.  —  Trouver  une  courbe  ?  =y]u),  telle  que  la  tangente  MT  et  la  normale  M.N  en  chaque 
point  interceptent  un  segment  de  longueur  constante  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  mené 
par  l'origine.  Construire  celte  courbe. 
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586.  —  On  considère  l'intégrale  définie       I       f(x)dx  ;     effectuer  le  changement  de  variable    x  =  ç(<).    Dans  la  nou- 


j(>^' 


Telle  expression      /     fi°{t)]°'(t)dt    on  a  en  général  plusieurs  déterminations  pour  to  et  t,.  Faut-il  choisir   entre  ces  déter- 


minations et  de  quelle  manière  :  1°  quand  f{x)  est  définie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  ;  2°  quand  f(x)  n'est  définie  et 
continue  que  dans  un  intervalle  (a,  6)  comprenant  l'intervalle  (Jo,  x,)  ? 

587.  —  Etude  de  la  surface  x'{z  —  a)-  +y-\z-h  a]'  =  x'y^. 

Points  doubles.  Cette  surface  est-elle  réglée'?  Equation  d'une  génératrice  en  fonction  d'un  paramètre,  en  fonction  ration- 
nelle d'un  paramètrewLa  surface  est  unicursale._  Section  par  un  plan;  elle  est  unicursale.  Cas  où  le  plan  est  tangent  ;  pré- 
ciser alors  la  décomposition.  Montrer  que  toute  génératrice  rectiligne  est  tangente  à  un  cylindre.  Comment  opérerait-on 
pour  trouver  sur  la  surface  une  courbe  qui  coupe  orthogonalement  en  chacun  de  ses  points  la  génératrice  rectiligne  qui 
passe  en  ce  point? 

588  —  On  considère  l'équation  fix)  =  0,  f{x)  étant  un  polynôme  entier,  et  on  pose  y  =  o(j;),  o{x)  étant  aussi 
un  polynôme  entier.  On  élimine  x  entre  ces  équations  ;  on  obtient  une  équation  F{y]  =  0.  Degré  de  cette  équation, 
montrer  qu'il  n'y  a  pas  d'exception.  En  supposant  qu'on  puisse  résoudre  cette  équation,  comment  en  tirerait-on  les  racines 
de  f[x)  =  0?  Supposant  que  f{x}  =  0  n'ait  que  des  racines  simples,  dans  quel  cas  le  p.g.c.d.  entre  f[x]  et  o(x)  —  y„ 
est-il  d'un  degré  supérieur  à  1  ? 

Mathématiques   (M.   Guichard.) 

589.  —  On  donne  un  angle  trièdre  SABC.  Montrer  que  si  par  chaque  arête  on  mène  un  plan  perpendiculaire  sur  la 
face  opposée,  les  trois  plans  ainsi  obtenus  se  coupent  suivant  une  même  droite  SD.  Etudier  la  correspondance  entre  la 
droite  SA  et  la  droite  SD,  ces  deux  droites  étant  supposées  variables  et  les  droites  SB,  SO,  fixes.  Lieu  de  SD  quand  SA 
décrit  un  plan  passant  par  S. 

590.  —  Démontrer  que  les  trois  diagonales  d'un  quadiilatère  complet  ont  leurs  milieux  en  ligne  droite.  Généraliser 
ce  théorème  par  projection. 

591.  — Théorème  sur  les  séries  alternées. 

592.  —  Étudier  les  séries     u„  =  — '-,       ii„  = 

593.  —  Limite  de  "t/n,  quand  n  grandit  indéfiniment. 

594.  —  Étudier  la  série  de  terme  général    !(„  ^  '1/n  —  1 . 

595.  —  On  donne  une  directrice  d'ellipse  et  un  sommet  du  petit  axe.  Trouver  le  lieu  des  autres  sommets  et  des 
foyers  (solutions  analytiques  et  géométriques.) 

596.  —  Théorème  de  Descartes  et  questions  accessoires. 

597.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  oxyz.  Une  droite  D  qui  perce  le  plan  des  yz  en  A,  des  zx  en  B  et  des 
xy  en  C  est  astreinte  aux  conditions  que  AB  et  AC  restent  constantes.  Donner  les  équations  générales  de  cette  droite.  Un 
point  M  de  cette  droite  est  invariablement  lié  à  A,  B,  C  ;  trouver  son  lieu  lorsque  la  droite  varie.  Analogue  en  géométrie 
plane.  Oémontrer  que  toutes  ces  droites  D  sont  normales  à  une  surface. 

598.  —  Équation  de  la  cycloïde.  Tangente  en  un  point  ;  coefficient  angulaire  de  cette  tangente.  Propriété  géométrique 
qu'on  peut  en  déduire.  Rectifier  cette  courbe.  Longueur  de  l'arc  entre  un  point  M  quelconque  et  le  sommet  de  la  branche 
qui  porte  le  point  M.  Montrer  que  c'est  le  double  de  la  longueur  de  la  tangente  en  M  jusqu'au  point  de  rencontre  avec  la 
tangente  au  sommet,  liayon  de  courbure;  développée.  Aire  et  centre  de  gravité  de  la  branche  correspondante.  Montrer 
que  la  normale  passe  au  point  de  contact  du  cercle  générateur  avec  l'axe  des  x  par  la  considération  du  centre  instantané 
de  rotation . 

599.  —  On  donne  la  courbe  x°-  —  txy  -i-  y-  +  4x  r=  0. 

Trouver  la  tangente  au  sommet,  l'axe,  le  sommet,  le  paramètre.  Soit  P  un  point  de  l'axe  des   s  ;    de  ce  point  on  mène  les 
deux  normales  autres  que  Or,  PM  et  PN.  Lieu  du  milieu  de  MN  quand  le  point  P  décrit  Ox. 

sin  2x 

600.  —  Etudier  la  courbe    y  =  — Calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x.  la  courbe  et  une  ordonnée. 

1  —  2  cos  X 

601.  —  Définition  du  travail  élémentaire  d'une  force  ;  expression  analytique.  Cas  d'une  force  constante  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance  et  attractive  ;  travail  total. 

602.  —  On  donne  deux  plans  (lui  se  coupent  ;  par  un  point  de  leur  intersection,  on  mène  dans  ces  deu.x  plans  deux 
droites  rectangulaires.  Lieu  de  la  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  précédentes.  Ce  lieu  est  un  cône  du  second 
degré  ;  plans  principaux  :  jilans  cycliques. 

603.  —  Calculer  l'intégrale       /   ^ 

/    (a;=-(-.i- -♦- If- 

604.  —  MT  et  M.NN'  sont  la  tangente  et  la  normale  à  une  courbe   limitées   comme 
l'indique   la   figure.    Délerminir    cette    courbe    de    façon  que    MN     soit    constimte, 

ou  que      — '—-  =  c'",      ou  (|ue       -j-— -  =  c''-,      C   étant  le  centre  de  courbure,  ou  que 

MN 

MN' 

605.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  ayant  une  directrice  donnée  et 
passant  par  un  point  donné.  Lieu  des  sommets. 

606.  —  Soient  MT  et   Ml    la  tangente  et  la  normale  en  un  iioint  d'une  couibe   (C)  ; 
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MT  coupe  Ox  en  T,  et  la  parallèle  à  Oy  menée  par  T  coupe  Ml  en  I.  Itéterrainer  (C;  pour  que  l  décrive  une  droite.  On 
peut  chercher  l'équation  cartésienne  et  on  peut  encore  procéder  ainsi:  on  pose  OT  =  ;,  (Tx.  Tlli==  et  T.M  ^  r  ; 
existe-til  une  relation  entre  9,  r  et  ;  ?  De  quel  genre  est  cette  relation  ?  La  trouver. 
En  sappuyant  sur  ce  résultat  définir  la  courbe  (C)  comme  enveloppe  dune  droite  TM 
qui  ne  dépend  plus  que  d'un  paramètre.  Examiner  aussi  le  c;ls  où  I  décrit  une  parabole 
ayant  son  sommet  sur  Ox.  Profiler  de  l'indétermination  de  l'origine  pour  simplifier  les 
résultats. 

607.  —  Normales  à  une  ellipse  par  un  point.  Hyperbole  d'Apollonius.  L'elUpse 
étant  rapportée  à  ses  axes,  on  mène  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  pieds  des  normales  ; 
équation  tangentielle  de  la  parabole  tangente  à  ces  quatre  droites:  ses  particularités: 
trouver  sa  directrice  comme  lieu  des  points  d'où  la  parabole  est  vue  sous  un  angle  droit  : 
pouvait-on  prévoir  qu'elle  passerait  à  l'origine?  Trouver  son  équation  ponctuelle,  son 
foyer. 

608.  —  On  considère  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  ;  par  A   on  mène  la  perpendi- 
culaire à  BC  ;  par  B,  la  perpendiculaire  à  0'.\'  ;  par  C<  la  perpendiculaire  à   A'B'.    Mon- 
trer que  si  ces  perpendiculaires  concourent  en  un  même  point,  la  propriété  analogue  est  vérifiée  par  le  triangle  ABC. 

609.  —  Montrer  que  deux  triangles  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique  sont  homologiques. 

Physique    (M.  M.^urain). 

GIO.  —  Electrophore.  —  Replenisher  de  William  Thomson;  comment  varient  les  charges'? 

611.  —  Lunette  de  Galilée;  marche  des  rayons  lumineux.  Peut-elle  servir  à  faire  des  visées? 

612.  —  Champ  magnétique  terrestre.  Uilatation  des  corps  solides. 

613.  —  Equivalent  mécanique  de  la  calorie. 

614.  —  Influence  électrique;  expérience  de  Faraday.  —  Electrophore;   variation  du   potentiel   quand  on   enlève    le 
plateau . 

615.  —  Achromatisme  des  lentilles  ;  peut-on  achromatiser  trois  couleurs  7 

616.  —  Chaleurs  spécifiques. 

617.  —  Réfraction  à  travers  un  dioptre  sphérique. 

618.  —  Expériences  sur  la  tension  superficielle. 

619.  —  Les  condensateurs  en  électricité.  —  Phénomènes  qui  se  produisent  quand  on  éloigne  une  armalure  de  l'autre. 

620.  —  Lunette  astronomique.  —  Grossissement  quand  l'image  finale  n'est  pas  à  l'infini. 

621.  —  Capillarité.  —  Loi  de  Jurin.  —  Tension  superficielle.  —  Equation  différentielle  de  la  surface  libre  d'un  liquide. 

622.  —  Machines  d'.\twood  et  deMorin. 

623.  —  Approximations  de  la  loi  de  .Mariotte.  —  Isothermes  d'Amagat.  —   Loi   des  états  correspondants.  —  Formule 
de  Van  der  Waals. 
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CERTIFICAT  D'ETUDES  SUPÉRIEURES  (Hennés,  juin  1905.) 
Mathématiques  préparatoires  à  la  physique  et  aux  sciences  industrielles. 

Epreuve  écrite. 
I.  —  Théorie  des  enveloppes  des  courbes  planes. 

II. — 1497.  Trouver  l'enveloppe  delà  droite  a;  cos  » -H  y  sin  a  —  aa  =  0,  a  désignant  un  paratuctre 
variable. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  en  fonction  de   a. 

Trouver  l'expression  de  l'arc,  du  rayon  de  courbure,  des  coordonnées  du  centre  de  courbure  en  fonction 
du  même  paramètre. 

Reconnaître  la  nature  de  la  développée. 


Epreuve  pratique. 


I.  — Résoudre  l'équation  dift'érentielle 
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II.  —  Calculer  l'intégrale 


;i  un  dix-millième  près. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1498.— On  donne  une  hémisphère  solide,  homogène,  décentre  0  et  de  rayon  R.  Calculera près  le  rap- 
port dans  lequel  un  plan  sécant  parallèle  au  plan  de  base  doit  partager  le  rayon  OA  perpendiculaire  au  plan  de 
base  pour  que  les  deux  portions  déterminées  par  ce  plan  dans  l'hémisphère  aient  même  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'axe  OA. 

Cil.  MICHEL. 

1499.  —  Soit  la  courbe  (C)  o  ^  a(t  -4-cost)S;. 

i»  Calculer  le  rayon  de  courbure  et  construire  la  développée. 

2°  On  suppose  que  la  courbe  (C)  soit  dans  un  plan  vertical,  que  l'axe  polaire  soit  hoiizontul  et  on  astreint 
un  point  matériel  uniquement  soumis  à  son  poids  à  décrire  sans  l'roltement  la  courbe  (C).  Montrer  que  dans 

ce  mouvement,  en  posant    tg  —  =  X,    on  a 

rfX 


dt 


v/(i  +  À-)A>-) 
/■(À)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré. 

3°  Faire  la  discussion,  d'après  les  conditions  initiales,  du  mouvement  du  point  matériel  sur  la  courbe. 
En  particulier,  supposer  la  vitesse  initiale  nulle. 


Application  numérique.  —  Le  point  matériel  est  abandonné  au   point  de  la  courbe 


-f .     Calculer  à 


1  minute  près,  en  grades,  l'angle  polaire  de  l'autre  extrémité  de  sa  course,  sur  la  courbe.  Quelle  approxima- 
tion en  résulte-t-il  pour  la  valeur  en  radians  si  on  prend    t:  =  3,14  "? 

(On  suppose  le  point  initial    tu  =  -^    situé  en  dessous  de  l'axe  polaire.) 

4»  Calculer  la  réaction  normale  de  la  courbe  iC)  sur  le   point  matériel  et  discuter  ses  changements   de 
sens. 

Th.  L. 


DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CnAU?,SÉES  [Cours  préparatoires.) 
Concours  de  i  905. 


1439.  Étant  donnée,  une  conique,  on  demande  le  lieu  des  points  M  tels  ipte  les  deux  tangentes  issues  de 
ce  point  à  la  conique  détachent  sur  une  droite  donnée  D  un  segment  ST 
de  longueur  donnée. 

Discuter  les  cas  particuliers  el  notamment  celui  où  la  droite    D   est 
tangente  à  ta  conique. 

D  Nous  prendniiis  hi  druite    1)   pour  axe  des    x    et  le  diamètre  con- 

jugué de  cette  direction  pour  axe  des    i/. 


ËCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  S37 

L'équation  de  la  conique  sera  alors 

ax-  ■+-  tnf-  -+-  2ci/  -+-  d  —  0, 
et  le  faisceau  des  tangentes  issues  d'un  point  M(a,  'i)  à  cette  conique  aura  pour  équation 

(an-  -+-  kS,-  -h  -2c3  -4-  d){ax-  -+-  Inf  -\-  2cy  +  d)  —  \anx  +  (6^  +  «:');/  +  c'^-rd]-  =  0. 
L'équation  aux  abscisses  des   points  d'intersection  de  cotte  conique  impropre  avec  l'axe  des    x 

est  donc 

ax\l>i'-  H-  2c?  -t-d)  —  '■lanic'^  +  d)x  -h  adi-  +  (hd  —  c-)?^  _  q, 

et  l'on  a,  entre  les  coefflcienfs  et  les  racines,  les  relations 

,        „_        iar(4-hd)  ,  „  _   œU-  -h  (l>d  —  c^)'?- 

^~^''    ~   >i[/A^  +  2c?  +  d)  '  ^'^   ~     a:6?--+-2c?-t-rf) 

D'aulre  part,  en  appelant  /  la  l(Migueur  interceptée  sur  O.r,  on  a  aussi 
I  x'  —  .v"  1  =  /.  ou  [x'  —  x")-  =  l-, 

et  comme  [x'  —  x"f  =  [x'  +  x")-  —  Ax'x", 

4a^a2(c?-f-rfj-— 4a(ijî-  +  2c?-i-d)in(/a2  +  (6rf-  c^'i?^] 


a2(*32  +  2r?-h(/)' 
Cette  équation  est  du  quatrième  degré  en    a   et?;    le  lieu  du  point    M    est  donc  une  quarlique  en 
général. 

Si  la  droite  D  est  tangente  à  la  conique,  d  est  nul  et  l'équation  devient,  après  suppression  du  fac- 
teur °/, 

aP 
YY  (l>?  -+-  2cj'  =  «5<-  +  b?-  +  2c?, 

nP 
OU  /i(A?+  2c)-  =  (ix^  -+-  /'?'-  -4- 2c?,  en  posant  A-  =  -y^- 

Elle  représente  une  conique  osculatrice  à  la  conique  proposée  au  point  le  plus  haut  et  qui  coupe 
l'axe  des  x  en  deux  i)oints  équidistants  de  l'origine  et  situés  à  une  distance  égale  à  /  du  point  0.  Ces 
résultats  particuliers  étaient  évidents  a  priori. 

Si  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  celle-ci  peut-être  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  ; 
en  particulier,  c'est  une  parabole  si  kb  =  [.  Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole,  celle-ci  est 
toujours  une  hyperbole  et  si  la  conique  donnée  est  une  parabole,  celle-ci  esttoujours  une  parabole  égale, 
c'est-à-dire  osculatrice  à  la  première  au  point  à  l'infini  sur  Oy. 

11  esta  remarquer  encore  que,  lorsque  l  varie  de  0  à  M-ao,  on  obtient  toutes  les  coniques  oscula- 
trices  à  la  conique  proposée  au  point  le  plus  haut  et  pour  lesquelles  le  paramètre  A-  est  positif;  mais 
aucune  de  celles  pour  lesquelles  A-  est  négatif  (en  supposant  a  positif,  bien  entendu). 

Cela  s'explique  sans  peine,  en  remarquant  que,  d'après  la  définition,  le  lieu  du  point   M    doit  être 

dans  la  région  extérieure  de   la   conique    donnée,  et  que   celle-ci  est  la   région  positive,    si    a    est 

positif. 

Bonnes  solutions:  MM.  De^simond.  à  Alger;  GnANGiEn,  ,i  Mouleydier.  Ces  deux  correspondants  ont  tracé  approximative- 
ment la  quartique. 


1440.—  On  donne  les  points  [a,  o')  et  {p,  p')  définis  par  le  ci-oquis  ci-conlre. 

On  considère  :  1°  la  aphère  de  centre  (o,  o')  qui  a  un  rayon  de  B"^"  ;  2°  le  cône  de  révolution  d'axe 
^op,  o'p')  dont  le  sommet  se  trouve  sur  la  sjihi're  entre  les  points  (o,  o')  et  (p,  p')  et  dont  l'angle  au  som- 
met est  de  60». 

Représenter  le  solide  commun  à  celte  sphère  et  à  ce  cône  [les  lir/nes  qui  limitent  ce  soli'ie  en  noir,  celles 
qui  sont  cachées  étant  pointiltées  ;  les  lifjnes  de  construction  en  rouge). 

On  déterininera  directement  les  points  de  contact  des  projections  de  la  courbe  d'intersection  des  deux 
surfaces  avec  leurs  contours  apparents. 
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ÉCOLE  NATIONALK  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


Contours  apparents  du  cône.  —  On  obtient  le  sommet  du  cône  en  rabattant  le  plan  vertical  OP  sur  le  plan 

de  l'éqnateur  ;  le 
point  P  vient  en  p,' 
et  le  diamètre  op[ 
coupe  le  grand  cer- 
cle en  s[  qui  se  re- 
lève en  s,  d'où  le 
sommet  s,»'.  Tour 
avoir  le  contour 
apparent  du  cône, 
nous  construisons 
la  génératrice  du 
plan  méridien  ver- 
tical rabattue  en 
s',b\,  qui  fait  30" 
avec  l'axe  s\o,  et 
pour  cela   il    sutfit 

de  décrire  du  point  i",  comme  centre  avec 
un  rayon  i[c[  égal  au  rayon  de  la  sphère 
un  arc  qui  coupe  en  <■[  et  b[  la  circon- 
férence, puis  de  joindre  s[b[.  La  circon- 
férence de  centre  o  et  tangente  à  s'^b^ 
donne  le  contour  apparent  horizontal 
d'une  sphère  inscrite  dans  le  cône,  en  sorte 
qu'il  suffit  de  lui  mener  les  tangcnles  par 
le  point  s  pour  avoir  les  génératrices  de 
contour  apparent  horizontal  du  cône.  On 
a  de  même,  en  menant  par  s'  les  tan- 
gentes à  la  projection  verticale  de  la 
même  sphère,  le  contour  apparent  vertical 
du  cône. 

Projection  horizontale  de  la  section. 
—  L'axe  du  cône,  passant  parle  centre  de 
la  sphère,  est  un  axe  de  révolution  com- 
mun pour  les  deux  surfaces;  elles  se 
coupent  donc  suivant  deux  parallèles 
dont  l'un  est  réduit  à  un  point  S,  le  som- 
met du  cône,  puisqu'il  est  sur  l'autre  sur- 
face; l'autre  a  son  plan  perpendiculaire  à 
SO  et  sa  trace  sur  le  plan  méridien  verti- 
cal SO  est  rabattue  suivant  la  corde  b',c[ 
dont  les  extrémités  sont  sur  les  généra- 
trices situées  dans  ce  plan.  On  a  ainsi  en 
(o'i  le  rabattement  du  centre  du  parallèle 
dont  le  diamètre  est  b[c[.  La  projection 
de  ce  cercle  est  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  est  perpendiculaire  à  sto  et  a  pour 
longueur  A,'cj,  le  petit  axe  étant  le  relè- 
vement du  diamètre  b',c',  lui-même,  qui 
~  -p'  est  dirigé  dans  l'espace  suivant  la  ligne  de 
'^■,^  "''  \  pente    du    plan.    Connaissant    les   deux 

^  >.  ,  '  ~  '  demi-axes  (ou  et  m'i  de  l'ellipse,  on  peut 

"~ .-■'''  \    .  la  construire  par  points. 

p  On  en  doit  construire  directement  les 

points  sur  le  contour  apparent  de  chaque 

surface  :  pour  la  .sphère,  il  suffit  de  mener   l'horizontale  du  plan  du  cercle  située  dans  le  plan  de  léqnaleur. 


ALGEBRE  o3n 


On  en  connait  un  point  l  où  le.  diamètre  ft|'cj  traverse  la  ciiarnière  so.  On  peut  donc  tracer  cette  horizontale 
qui  donne  les  points  cherchés  m  et  n.  Pour  le  cône,  il  suftit  de  prendre  les  traces,  sur  le  plan  sécant,  des 
génératrices  de  contour  apparent  horizontal.  Or  le  plan  de  ces  génératrices  est  perpendiculaire  au  méridien 
vertical  SO  et  passe  par  les  points  de  contact  tels  que  k  avec  lu  sphère  inscrite  ;  sa  trace  sur  le  plan  vertical 
SO  est  donc  rabattue  en  s[h[p[,  et  son  intersection  avec  h\c[,  trace  du  plan  de  base  du  cône  sur  le  même 
plan  SO,  donne  la  projection  de  l'horizontale  cherchée  qui  fait  connaître  les  points  p  où  l'ellipse  touche  le  con- 
tour apparent  horizontal. 

Projection  verticale.  —  La  projection  verticale  du  cercle  de  section  peut  être  déteruiinée  par  ses  axes 
comme  la  première,  en  rabattant  le  plan  de  bout  de  l'axe  du  cône  SO  sur  le  plan  de  frontdu  ci'ntre  de  la  sphère, 
ce  qui  revient  à  faire  un  changement  de  plan  horizontal.  On  a  ainsi  l'axe  du  cône  en  Sio'  et  on  reprend  exac- 
tement les  mômes  constructions  que  précédemment.  On  obtient  ainsi  le   demi-grand  axe      ui'd'  =  -^-5-^      et  le 

demi-petit  axe  <^'f'.  Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  sont  donnés  par  la  ligne  de  front 
(/'/('  du  plan  de  la  section  et  ceux  sur  le  contour  apparent  du  cône  par  la  frontale  t'iu'  construite  k  l'aide  du 
point   ir,,w'   en  raisonnant  comme  pour  la  projection  horizontale. 

Nous  avons  construit  directement  la  tangente  en  un  point  de  la  section  en  choisissant  le  point  de  contact  oii 
cette  tangente  est  de  protil,  ce  qui  donne  le  point  le  plus  à  droite  et  le  point  le  plus  à  gauche  de  la  courbe  ;  la 
construction  est  indiqiuie  seulement  pour  le  premier,  :'  ;  le  plan  du  cercle  Q  avant  été  rabattu  sur  le  plan  de 
front  de  son  centre,  on  a  déterminé  le  rabattement  d'une  ligne  de  protil,  d'i'  parexemple,  en  d't,  etonamené 
au  cercle  rabattu  une  tangente  parallèle  à  d't-,  ;  le  point  de  contact  est  l'e.xtrémilé  3-2  du  rayon  perpendiculaire 
à  d'il  et  on  en  a  déduit  le  point  cherché  3'.  On  aurait  le  point  le  plus  à  gauche  en  menant  le  diamètre  i'w' 
de  l'ellipse. 

Solide  commun. —  Il  est  limité  parles  portions  de  génératrices  de  contour  apparent  du  cône  intérieures  à  la  sphère 
et  la  calotte  sphérique  intérieure  au  cône  ;  les  deux  surfaces  ont  en  commun  le  cercle  de  section  qui  subsiste  entiè- 
rement et  dont  on  découvre  en  projection  horizontale  l'arc  mpbn  et  en  projection  verticale  l'arc  v'h'fv'.  En 
effet,  sur  la  projection  horizontale,  par  exemple,  l'arc  bp  est  vu  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces  (il  suffit  de  consi- 
dérer le  point  h,  h').  Or  un  mobile  qui  suivrai!  la  courbe  traverserait  en  p  le  contour  apparent  pour  devenir 
caché  par  la  portion  de  surface  à  laquelle  appartient  le  prolongement  de  sp  qui  est  enlevée;  donc  il  reste  visi- 
ble jusqu'au  point  m  où  il  traverse  le  contour  apparent  de  la  sphère  pour  être  caché  par  la  portion  de  surface 
conservée,  à  savoir  la  calotte  wA. 

Le  même  raisonnement  est  applicable  à  la  projection  verticale. 


ALGEBRE 


1442.  — On  donne  un  polynôme  du  troisième  degré  f(x)  ^  ax^ -^  bx- -h  ex +  d,  el  on  demande 
de  déterminer  un  polynôme  du  necond  degré  x-  -+-  px  -h  q  tel  que  pour  les  racines  de  ce  polynôme,  x'  et  x"' 
on  ait 

f[x')  =  x",  f{x")  =  x'. 

Indiquer  le  nombre  rfes  solutions  el  le  moyen  de  calculer  p  el  q. 

Trouver  dans  quel  cas  on  a    — -  -\ —  =  I      et  donner  alors  les  valeurs  de  p  el  q  à  l'aide  de  a,  b,  c,  d. 

'  XX  ' 

Divisons /(,x)  par  x- -1- px -f- 1^  et  désignons  le  quotient  par  ux +">■  elle  reste  par  Aj-+-B; 
nous  aurons  f{x)  ^  {ax  -t-  À)(a;^  -4-  px  M-  ^)  -1-  Aa;  -f-  B. 

Les  conditions  imposées  vont  nous  donner  A  et  B  ;  en  effet,  pour  x'  et  x"  la  première  partie  du 
second  membre  est  nulle  et  nous  avons  A.r' -1- B  =  x",  Aa;"-t-B  =  .r';  donc,  en  retranchant, 
A  =  —  1     et    B  =  x'-i-a."  =  —  p.    Par  conséquent,  [identité  indiquée  devient 

ax^  -t-  bx-  -\-cx  +  d  ^[ax  -h  X)(x'- -f- px  -1-9)  — x  —  p, 
et  elle  donne  ap-\-\  =  b,  aq -\-ïp —l  =c,  /,</ — p  =  d  ; 
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X  est  donné  parla  première  de  ces  équations  et  éaral  à  h  —  ap.     et  alors    p    et    q  sont  solutions  des 

deux  équations 

aq  -+-  p{b  —  np)  —  c  —  1=0,  q' f>  —  ap)  — p  —  d  =  0. 

La  première  donne 

ap'  —  fjp-\-  c-h  l 
q  = 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  la  seconde,  elle  devient 

(ap  —  l)){ap^ — bp-h  C4-  1) +"(/:> +  fO  =  0. 
C'est  une  équation  du  troisii'ine  degré  en  p,  qui  donne  trois  valeurs  pour  p  ;  le  problème  admet 
donc  trois  solutions. 

Si  l'on  veut  que    -^h =  1,     il  faudra  prendre    q  =  —p,     et  alors  les  deux  équations  en    p 

X'  X 

et  q  deviendront 

—  ap"-  -h{b  —  a)p  —  c  —  1  =  0,  ap=  —  (A  -<-  1  )/j  —  rf  =  0  ; 

en  ajoutant  ces  deux  équations,  elles  donnent 

~p{a+Vj  —  c  —  d—l  =0, 

,,    ,                                                                                    c  +  (/  +  1 
d  ou  p  = . 

^  a-hl 

Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  pour  avoir  la  relation  qui  existe  entre 
les  coefficients  du  polynôme  proposé;  cette  relation  est 

a{c^d-hiy--^{b-hl)(c  +  d  +  ï){a-^\)-d(a+iy-  =  G, 
et  l'on  a  alors 

c  +  rf-f-  1 

^  =  -r>=     a  +  ^     ■ 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  suppose  a=  —  [.  Si  ru- 1  est  nul,  la  relation  se  réduit  à 
c-hd+  1  =  0,  les  deux  équations  du  second  degré  en  p  ont  deux  racines  communes,  et  p  a  deux 
valeurs  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

ap-  —  {b-i-i)p~d  =  0,  on  p^  +  (6+ I )/)-+- rf  =  0, 

puisque    a  =  —  1.     On  a  toujours    q  =  — p    et  le  problème  posé  admet  deux  solutions. 

M.  Camille  Massing,  qui  nous  a  envoyé  une  solution  détaillée  de  cette  question,  examine  aussi  le 

cas  oii    — ;  H —  est  quelconque  et  il  montre  alors  qu'il  y  a  trois  trinômes     x--\-px^q     satisfaisant 

à  la  condition  imposée,  ot  cela  quelle  que  soit  l'équation  donnée  du  troisième  degré. 

Solutions  s.Ttisfaisiintes  ;  MM.  Ducos.  lycée  Cariiot;  J.  YKnNinx,  à  Mons  ;  \.  Dai\mos.  à  Alger;  0,  PKUi^siEn,  ."i  Toulouse; 
Ahblmid,  à  Uuines  ;  H.  Janois,  à  Nantes  ;  K.  Manen,  à  Lille  ;  Iv.in  Ziînoff,  k  Sophin. 
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1441,  —  l^ar  l'un  dnx  jioinls  de  rencotilre  dr  deiir  cffc/i's,  on  tnriir  une  si'caiilr  varinhlr  qtti  retwotilre 
à  nouveau  les  deux  Cfircles  en  .\  et  B.  Trouver  le  lieu  du  conjitrjiié  harmouiqni'  du  premier  point  jinr  rap- 
port aux  deux  points    A   et   B. 

Prenons  pour  axe  des  y  l'axe  radical  des  deux  cercles  et  pour  axe  des  -v    la  ligne  des  centres.  Les 
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équations  dos  doux  cerclos  seront 

X-  -   1/'-  —  -Ibx  —  n^  —  0,  i-  -+-  y-  —  2i'x  —  n^  —  0, 

et  ces  cercles  se  coupent  en  deux  points  A  et  A'  dont  les  coordonnées  sont  (0,  a)  et  (0,  —  a).  Faisons 

passer  par  le  point   A  une  sécante  quelconque,    y  —  a  =  lx,    et  cherchons  les  abscisses  de  ses  points 

de  rencontre  avec  les  deux  cercles;  nous  aurons  ainsi 

2(6 -oÀ)                 ,                         2(6'  — aX) 
•r  =  — r^ ; —  et  j,'  —  -4 • 

En  appelant  x  l'abscisse  du  conjugué  harmonique  A  par  rapport  à  ces  deux  points  et  écrivant  la 
relation  harmonique,  nous  avons  de  suite 

_       4(6  — aX)(A'— «À) 
^  ~~   (À»  H-  l)(6  +  6'  — 2aX)  ■ 

D'autre  part,  le  point  du  lieu  vérifie  aussi  l'équation    y  —a  =  Ix    de  la  sécante,  et  nous  aurons  le 

lieu  demandé  en  éliminant    X    entre  les  deux  équations,  c'est-à-dire  en  remplaçant    X    par    — 

dans  la  première  équation.  Nous  obtenons  de  celte  façon  l'équation 

[x-  -h  {y  —  a)-j[(6  -H//)r  —  ia(y  —a)]  =  kt\hx  —  a{y—  a)][/)'x  —  a[>J  —  Uj]\ 

elle  représente  une  cubique  circulaire  ayant  pour  point  double  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont   0 

et  a.   Cette  équation  se  simplifie  en  portant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  A  et  devient 

(x-->ry'')[[b  -h  b')x  —  '-2ay]  —  iljjx  —  ny){b'x  —  ay)  —  0. 

Nous  voyons  alors  que  les  tangentes  au  point  double  sont  justement  les  droites  hx  —  ay  —  0 
b'x — ay  —  0,  qui  sont  aussi  les  tangentes  aux  deux  cercles  au  point  A.  Cela  est  évident  géométrique- 
ment a  priori. 

Quant  à  la  direction  asymptotique  (h  -h  b')x  —  ifiy  —  0,  elle  a  pour  coefiicient  angulaire  la  demi- 
somme  des  coefficients  angulaires  de  ces  deux  tangentes  ;  elle  est  donc  conjuguée  harmonique  de  l'axe 
radii^^al  par  rapport  aux  tangentes  aux  deux  cercles;  c'est  la  droite  passant  par  le  point  A  et  qui  ren- 
contre les  deux  cercles  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  point  A. 

Âa-(b  —  b')" 


L'asymptote  a  pour  équation  (b  -I-  b')x  —  2a!/ 


4a- -r- (A -i- 6') 


=  0. 

La  courbe  passe  aussi  au 
point  A',  comme  cela  est  évi- 
dent a  priori  et  se  vérifie  d'ail- 
leurs immédiatement  sur  l'équa- 
tion 

Remarque.  —  MM.  G.  Pélis- 
siER  et  U.  BotvAiST  ont  étudié 
géométriquement  le  lieu  par  une 
méthode  directe  et  remarqué,  en 
outre,  en  considérant  deux  sé- 
cantes infiniment  voisines  ABCD 
et  AB'C'D',  que  la  tangente  en  D 
est  la  polaire  du  point  A  par 
rapport  aux  deux  tangentes 
aux  rercles  en  B  et  C.  Cette 
construction  donne  aisément 
l'asymptole. 
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Solution  géométrique.  —  Soient   B  et  C    les  points  de  rencontre  de  la  sécante  avec  les  deux  cercles  et 

j     .  .  -  •   .     D     .  ,.    AT  AB  DB 

D  le  conjugue  harmonique  de  A  par  rapport  aux  deux  points   B  et  C.  Nous  avons     — =;-  = r— r- 

Transformons  la  figure  par  ravons  vecteurs  réciproques  en  prenant  le  point  A  pour  origine  et  une  puis- 
sance quelconque  d'inversion  k.  Les  deux  cercles  deviendront  deux  droites  se  coupant  sous  le  même  angle 
que  les  deux  cercles  en  un  point  Ai  homologue  de  A',  et  si  nous  désignons  par  Bi,Di,Ci  les  homologues  de  B, 

D,  C,  nous  aurons 

BiD,   AB.AD  „^         CiDi.AC.AO  ,  DB  D,B,  AB  . 

•^^  = k '         ^«^^ k '  '^""-^         dc^dTcTâc- 

D,Bi 
par  suite 


Dit;, 


k  h 

1     et  le  point  Di  est  le  milieu  de  BiCi 


Ceci  est  d'ailleurs  évident  autrement:  en  ettet,  l'inversion  transforme  les  points  d'une  droite  qui  passe  au 
pôle  en  une  autre  série  homographique  à  la  première  et  en  involution  avec  elle  ;  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
deviennent   A),Bi,Ci,Di    et  forment  encore  une  division  harmonique,  dans  laquelle   Ai    et  Di  sont  conjugués 

de    Bi    et  Ci  ;   or   Ai    est  à    l'infini,    donc   Di    est  au  milieu  de    BiCi. 

Nous  sommes  ramenés  à  trouver  le  lieu  du  milieu  d'une  sécante 
limitée  a  deux  droites  fixes  et  qui  passe  par  un  point  \\\e..  Ce  lieu  est  une 
hyperbole  qui  passe  en  A,  qui  est  tangente  en  ce  point  à  une  droite  ayant 
ce  point  pour  milieu  et  s'appuyant  sur  les  deux  droites  fixes,  et  qui 
admet  pour  asymptotes  les  deux  droites  X  et  V  parallèles  à  OBi  et  0('.| 
et  qui  se  coupent  au  milieu  de  OA.  Tout  cela  résulte  immédiatement  de 
la  considération  de  deux  faisceaux  homographiques  parallèles  à  OBi  et 
OCi    et  dont  les  rayons  homologues  se  coupent  en    Di. 

La  figure  inverse  de  cette  hyperbole  par  rapport  au  point  A  est  une 
cubique  circulaire  ayant  un  point  double  en  A,  pour  tangentes  en  ce 
point,  les   parallèles  à    OBi    et    OCi    et   pour  asymptote    une  parallèle 


à   la    tangente   en    A    à   l'hyperbole- 


J.-D.   DUFAUT,  à  Poitiers. 


Autre  solution  grométrique  :  M.  G.  Pélissikr,  à  Toulouse.  lionnes  solutions  analytiques:  MM.  .1.  Ykuvadx,  à  Mons  ;  Dessi- 
MOND,  à  Alger  ;  G.  Fodcry,  à  Roanne;  R.Bouvaist;  G.  I'iïi.issieb  ;  A.  Dicos,  lycée Carnot  ;  A.  Daiimon,  à  Alger  ;  Amolahd.  à  Ituines  ; 
P.  Sarkozv,  à  Pannonhalma;  Mattei,  à  Agde  ;  A.  Dediù,  à  Bucarest;  .VI.  Cbangier,  à  Mouleydier;  H.  Janois,  à  Nantes. 


CONCOURS  DE   11105  {Suite). 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ETIENNE 

Physiqw  cl  Chimie. 

I.  —  Chimie. 

Exposer  brièvement  les  opérations  et  réactions  qui  sont  utilisées  dans  l'industrie  pour  la   préparation  du 
chlore,  à  partir  des  produits  naturels. 


II.  —  Physique. 

1500.  —  A.  Lue  pile  de  force  éleclromotrice  égale  à  .'ivoin,  alimente  un  appareil  à  électrolyse  à  azotate 
cuivriiiuc  et  à  électrodes  en  platine,  d'une  force  c.  è.  m.  de  l<oii,6.  La  résistance  de  la  pile  est  de  O»'"",!,  celle 
de  rap|)areil  ;i  électrolyse  de  0"hm,3. 

On  demande  :  1»  l'intensité  du  courant;  2°  la  quantité  de  cuivre  déposée  en  une  heure. 

C.  La  même  pile  alimente  en  parallèle  l'appareil  ;i  cuivre  précédent  et  un  appareil  à  électrolyse  à  sulfate 
de  zinc  et  à  électrodes  en  platine.  Sur  l'un  des  deux  circuits,  on  place  un  rhéostat  et  ou  règle  sa  résistance  de 
telle  manière  que  le  poids  du  cuivre  .soit  le  double  du  poids  du  zinc  déposé  dans  le  même  temps. 
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La  furcL'  c.  è.  m.  de  l'appareil  à  sulfate  de  zinc  est  de  2voits^7^  sa  résistance  de  0">'™,2. 

On  dcn)ande  :  1"  la  résistance  du  rhéostat,  l'intensilé  des  courants  passant  par  les  deux  dérivations,  le  poids 
de  chacun  des  deux  métaux  déposé  en  une  heure  ;  2°  la  quantité  de  chaleur  (en  petites  calories)  dégagée  dans 
rhéostat  en  une  heure. 

N.  B.  —  La  résistance  des  fils  sera  considérée  comme  négligeable. 

Rappel  de  certaines  constantes  numériques  : 

Poids  d'argent  libéré  par  le  passage  d'un  coulomb  :  l'ngjUS. 

Poids  atomiques  :  argent,  108  ;  cuivre,  63;  zinc,  63. 

La  petite  calorie  équivaut  à  4,17  joules. 

Malhémaliques. 

1501.  —  I.  Etude  de  l'expression     u„  =  — r, 

X  étant  un  nombre  positif  donné  et  n  un  entier  positif  quelconque. 

Pour  quelle  valeur  de  n,  «„  est-il  maximum"? 

-Montrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  :,  on  peut  trouver  un  rang  ■/  à  partir  duquel  u„  est  certaine- 
ment plus  l'etit  que  î. 

11.  ('„  ayant  toujours  la  même  signification,  on  considère  les  polynômes  : 

Pi    =    «1,  P..    =    1  —  t/2, 

P  ;   =   Pi  —  th.  Pi  =   Po  -I-  Kj, 

P;  =  Pj  + 1/,„  Pc  =  Pi  -  »6. 


P2„^l   =  Pj„_l  +  (—  1)""2,„1,  P2„   =  Pln-l-h{-  l,"U.,„. 

Étudier  les  fonctions  Pj,  P.,,  Pt,  Pj  et  les  représenter  graphiquement  en  portant  en  abscisses  x  (on  se  bor- 
nera à  a;  >  0)  et  en  ordonnées  respectivement  Pj,  Ps,  Pt,  Pu.  Situations  de  ces  courbes  les  unes  par  rapport 
aux  autres  et  positions  de  leurs  points  de  rencontre  avec  l'axe  x  par  rapport  aux  points  d'abscisses  1,  2,  3  et  4 
de  cet  axe. 

Quant  aux  fonctions  paires  P.,  Pj,  Pc,  . . .,  on  ne  les  envisagera  qu'autant  qu'elles  seront  utiles  pour  la  dis- 
cussion précédente. 

m.  Dans  la  deuxième  partie  on  trouvera  en  particulier  que  P7  a  une  racine  a-  entre  3  et  4.  Lliliser  cette 
remarque  pour  calculer  deux  valeurs  approchées  de  cette  racine  :  1"  par  la  méthode  de  Newton  qu'on  démon- 
trera sur  cet  exemple  particulier  ;  2»  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles  en  substituant  à  P7  la  l'onction 
linéaire  ayant  même  valeur  que  V-,  pour  x  =  3  et  x  =  4.  Montrer  que  ces  deux  méthodes  donnent  des 
valeurs  approchées,  l'une  par  excès,  l'autre  par  défaut. 

Quelle  approximation  en  résulte-t-il  '? 

IV.  Montrer  par  voie  de  récurrence  que 

P,o  =  0,  Pli  =  0,  P12  =  0,  I'„  =  0 

ont  une  racine  et  une  seule  entre  0  et  4,  oio,  an,  ,  Cn,  

Si  on  forme  les  suites 

Pli      «IS      "ij       Oin^l       

On     t'n     o.,      ....      Oin+i      .    ... 

Montrer  que  la  première  est  croissante  et  a  tous  ses  termes  plus  petits  qu'un  terme  quelconque  de  la 
deuxième;  que  la  deuxième  est  décroissante  et  a  tous  ses  termes  plus  grands  qu'un  terme  quelconque  de  la 
première. 

Elles  tendent  donc  vers  des  limites;  tnontrer  que  ces  limites  sont  les  mêmes. 

V.  Montrer  que  si  on  donne  à  x  une  valeur  bien   définie,   la  suite   Pi,  P3,  P;;,  P;,   tend  vers  une 

limite.  Calculer  cette  limite  à  un  millième  près  par  défaut  et  par  excès  pour    x  =  I     et     a;  =  -^ . 

(On  n'invoquera  pas  les  développements  en  série  des  fonctions  trigonométriques.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


'J'riijOïtométrce. 

Dans  un  triangle,  on  donne  :     A  =  5°  10'2b",3,    a  ^  H':"',523,     ft  =  124 

Calculer  B,  C,  c,  S. 


,371. 


Gcométrie   descriptive. 

1502.—  Ln  cône  de  sommet  S,  S'  a  pour  base  un  cercle  hori- 
zontal de  centre  0,  0'  et  de  40°"°  de  rayon.  Un  cube  est  défini  par 
la  diagonale  ab.  a'b'  d'une  de  ses  faces  inférieures,  face  dont  on 
donne  en  outre  la  trace  horizontale  at  qui  fait  un  angle  de  36° 
avec  les  lignes  de  bout  (les  cotes  sont  en  millimètres). 

Représenter  à  l'encre  de  chine,  en  distinguant  les  parties  vues 
et  cachées,  le  solide  formé  par  l'ensemble  du  cube  et  du  cône,  ce 
dernier  étant  limité  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

Reproduire  à  l'encre  (traits  continus  de  couleur)  les  construc- 
tions pour  la  mise  en  place  du  cube,  la  détermination  d'un  point 
courant  de  l'intersection  avec  la  tangente,  des  points  et  tan- 
gentes remarquables.  Les  intersections  du  cône  avec  les  prolon- 
gements des  faces  du  cube  ne  devront  pis  être  tracées.  L'usage  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit. 

Titre  :  Côue  et  cube. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1503.  —  Etudier  les  variations  de  la  surface  totale  d'un  cône  de  révolution  circonscrit  à  une   sphère: 
Trouver  la  surface  minimum  et  la  distance  du  sommet  de  ce  cône  particulier  au  centre  de  la  sphère. 

Trouver  par  le  calcul  intégral  le  volume  compris  entre  la  surface  du  cône  circonscrit  proprement  dite  et 
celle  de  la  sphère  qui  prolonge  celle-ci,  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  est  minimum. 
Trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  volume  particulier. 

E.   H. 

1504.  —  Un  donne  une  slrophoide  S  et  on  considère  les  cercles  variables  r  tangents  au  point  double   0 
à  une  droite  donnée  A  et  rencontrant  S  en  des  points  .\  et  B. 

1°  Trouver  le  lieu  du  pôle  P  de  la  droite  AB  par  rapport  à  r. 

2''  Montrer  que  le  cercle  S  de  centre  P  etde  rayon  PA  passe  par  deux,  points  fixes  C  et  D. 
3"  Montrer  que  si  la  direction  de  a  varie,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OCD  passe  par  un  point  fixe  tu. 
4°  On  suppose  que  la  strophoïde  S  varie  en  conservant  mêmes  tangentes  au  point  double,  et  en  passant  en 
outre  par  un  point  fixe  ».  Montrer  que  le  lieu  de  w  est  alors  un  cercle.  —  Cas  où  le  point  «  est  à  l'inlini. 

G.  Pelis-ieb,  à  Toulouse. 
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REVUE  DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  LE  THEOREME  DES  FONCTIONS  COMPOSÉES 
Piu-  M.  G.  Fontené. 


Il  peut  être  intéressant  d'exposer  sur  une  figure  la  démonstration  du  théorème  des  fonctions  com- 
posées pour  le  cas  de  deux  fonctions  u  et  v. 

i.  Soit  tj  =  f{u,  v).  Il  et  0  étant  des  fonctions  de  x  continues  et  admettant  une  dérivée  ;  on  sup- 
pose que  la  fonctioa  de  deux  variables  indépendantes 
Y  =  /"(U,  V)  est  continue,  et  admet  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  dont  chacune  est  une  fonction  continue 
dos  deux  variables  U  et  V  [f'y,  par  exemple,  est  une  fonc- 
tion continue  de  la  variable  de  dérivation  V,  et  aussi  du 
paramètre  U).  Prenons  trois  axes  de  coordonnées  Ou,  Oy, 
Oy,  ou  OU,  OV,  OY  ;  considérons  la  surface  Y  —  f^U,  Y), 
et  la  courbe  y  —  f[u,  v)  tracée  sur  celle  surface.  Soit  M 
un  point  de  la  courbe,  M'  un  point  voisin;  on  peut  aller  de 
M  en  M'  par  le  chemin  MAM'  tracé  sur  la  surface,  l'élé- 
ment de  courbe  .M,\  étant  dans  le  plan  Y  —  v,  l'élément 
de  courbe  AM'  étant  dans  le  plan  U  =  uh-Am.  Les  or- 
données étant  mM,  «A,  m'M',  menons  Ma  parallèle  et 
égale  à  ma,  menons  aiji'  et  A|jl"  parallèles  et  égales  à  am'; 
nous  aurons 


ày  =  li'M'  =  |ji'(Ji"  -t-  iJt"M' 
■Au  H ■_ —  Av, 


ïA 


.^"M', 


Au  Av 

=  (Y;--he)âit-h(Y;.-+-s')-^": 
Y  désignant  l'ordonnée  sur  la  courbe  AM'  (on  applique  ici  le  théorème  des  accroissements  finis,  et  on 
tient  compte  de  ce  que  les  dérivées  partielles  sont  des  fonctions  continues  des  variables  de  dérivation)  ; 
en  considérant  la  section  MB  de  la  surface  par  le  plan     U  =  u,     au  lieu  de  la  section   AM'   par  le  plan 
U  =  «  +  iî(,     on  peut  écrire 

Ay  =  (Y;  -h  £)A((  +  {Y';. -i-s' -(-E")âu, 
puisque  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  V  est  une  fonction  continue  du  paramètre  U.  Donc... 

2.  J'ajouterai  la  remarque  suivante.  De  même  que,  pour  la  courbe  représentée  par  l'équation 
-  y  z= /"(a;),  l'existence  de  la  tangente  est  subordonnée  à  l'existence  de  la  dérivée,  de  même,  pour  la 
surface  représentée  par  l'équation  Y  =  /"(U,  Y),  l'existence  du  plan  tangent  est  subordonnée  à  la 
possibilité  d'appliquer  le  théorème  des  fonctions  composées  à  la  fonction  y  =  f(u,  v),  dans  laquelle 
on  suppose  que  u  et  v  sont  des  fonctions  d'une  variable  x.  continues  et  admettant  une  dérivée  : 
lorsque  le  théorème  s'applique,  si  l'on  trace  sur  la  surfacj  une  courbe     ;/  =  f(u,  v)    passant  en   M,  on 
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a,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  x  dont  dépendent  alors  w  et  v, 

y'  ^  Au'+Bi,'', 
A  et  B  étant  f'^-  et  f,  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  tangente  en  M  à  cette  courbe  est  dans  le  plan 

Y  =  AU  +  BV  +  C, 
déterminé  par  les  tangentes  en  M  aux  deux  sections  MA  et  MB  de  la  surface.  La  propriété  du  plan 
tangent  est  donc  une  traduction  gp.omélrique  du  théorème  des  fonctions  composées,  le  plan  tangent 
n'existant  que  si  le  théorèinî  s'applique  ;  la  détermination  de  ce  plan  par  les  tangentes  en  M  aux  deux 
sections  MA  et  MB  correspond  d'ailleurs  à  l'expression  de  la  dérivée  d'une  fonction  composée  au 
moyen  des  dérivées  partielles  ^',,  f',.  (et  des  dérivées  u'  et  v').  On  commettrait  une  erreur  grave  en 
renversant  l'ordre  des  ternies,  je  veux  dire  en  prétendant  déduire  le  théorème  des  fonctions  composées 
de  l'existence  du  plan  tangent  :  on  négligerait  en  efl'et  de  tenir  compte  des  conditions  dans  lesquelles  le 
théorème  des  fonctions  composées  est  applicable  ;  dans  la  démonstration  de  ce  théorème,  la  figure 
peut  servir  uniquement  à  illustrer  l'exposé  des  faits  analytiques. 
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SURFACES     DES     TRAJECTOIRES 
par  M.  II.  Bickart. 


Soient  Ai.A;  deux  points  de  la  figure,  dont  nous  supposerons  que  les  trajectoires  soient  des  courbes 
fermées  données.  Soit  A  un  troisième  point  de  la  figure.  Suivant  des  notations  déjà  employées,    on 
peut  écrire 

I    i;   =  /iU_,  -(-  (1  —  h)Ui, 


(«) 


kv.+{V  —  k)i\, 


l'origine  étant  un  point  quelconque  0. 

L'élément  d'aire  rfS  balayée  par  le  vecteur  0.\  est  donné  par 

AidS  =  vdu  —  udv, 
d'où,  en  posant 

v,dui  —  Uidot  =  4JrfSi, 


(2) 


v^du^  —  î/jrfivi  =  AidS;, 
Vidu,  —  Uirfy,  =  AidP, 
Vjdii,  —  Ufdv.,  =  4irfQ, 

(3)  <iS  =  (l  —  /0(1  —  k)dSi  -t-  kkdSi  -t-  /(( l  —  k]dP  +  /.(  1  —  h]dQ, 

«,  V,  M,,  «1,  «2,  V.,  sont  fonctions  d'une  même  variable  t.  Nous  supposons  que  la  figure,  partant  d'une 
position  F„  pour    t  =  lo,    se  retrouve  à  la  même  position  pour    t  =  ti  —  to-hc"    après  avoir  passé  par 
toutes  les  positions  qu'elle  peut  occuper  pour  les  valeurs  de  t  comprises  dans  l'intervalle  <o^.  Nous 
pouvons  supposer  par  exemple  que  t  soit  un  angle,     /„  =  0    et    ^  =  2-. 
Intégrons  l'équation  (3)  de  <o  à  'i-  H  vient 

(4)  S  =  (l  —  A)(l  —  A-)S,  -4-  /i/rSî  -i-  k{\  -  h)Q  m-  A(1  —  k)P, 
ou                                (S. -f-S.— P  — Q)M  — (Si  — P)A  — (S,  — Q)A--hS,  — S  =  0; 

S,-Q  ,  S.-P  , 
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b'tl 


l'équation  (4)  devient 
(6) 


{h  -  h,){k  -  k„)  ^  h,k,  -+-  (ho  -+-  A-„  - 1] 


S  — Si 


Si  —  Sj 

Ay  et  A-,,  sont  parfaitement  déterminés.  Donc  si  on  se  donne  S  l'équation  (6)  exprime  que  le  point  h,k 
décrit  dans  la  figure  mobile  un  cercle  de  centre  h^,  k^.  Donc  :  Les  points  qui  décrivent  une  courbe  d'aire 
donnée  sont  sur  un  cercle,  dont  le  centre  reste  fixe  quelle  que  soit  cette  aire. 

Corollaire.—  Si  3  points  d'un  cercle  décrivent  3  aires  égales  à  S,  tout  point  du  même  cercle  décrira 
une  aire  égale  à  S. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  les  calculs  précédents  n'ont  plus  de  sens  si 

P-hQ  — Si  — 82  =  0; 
dans  ce  cas  dP  -{-dQ  =  dSi  +  dS,, 

équation  d'où  l'on  déduit,  d'après  les  formules  (i), 

dUu  —  Ui)         d(vy  —  v.) 

— =  — ^-^ j  ou  (!/,  —  u,)  =  C(f,  —  Ui 

î/2  U,  l'.,  l\  V     -  1  \     -  1' 

relation  qui  exprime  que  la  droite  AiA,  reste  parallèle  à  une  droite  fixe.  Tous  les  points  de  la  ligure 
décrivent  alors  des  droites  concourantes  ou  parallèles,  cas  sans  intérêt. 

Supposons  donc     P-i-Q  — Si  —  827^0.     Nous  allons  donner  à  l'équation    (6)   une  forme   très 
simple. 

Posons  (/(  —  h(,){k  —  k„)  =  p-  ; 

S  —  "î. 

-"i 

Appelons  a  l'aire  décrite  parle  centre  /(,„  /,„  du  cercle 


l'équation  (6)  devient 


p-  =  hj^o  -+-  [ko  +  A-„ 
ntre  /(,,,  /.■„  di 

o  =  Kk„  +  ih,-^k„-^)- 


s, 

g  — Si 

S,  —  s. 


d'où 


■A-„ 


1 


Si  — s. 


-(•S--), 


s- 


d'où  enfin   (7) 

Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Exemple.  —  Epicycloïdes  et  hypocycloïdes. 

Sur  un  cercle  de  rayon  i  considérons  deux  points  d'arguments   Çi,  o.,.   On  sait  que  la  droite   AiA^ 
enveloppe  une     épi  —  ou    hypocycloïde  s'il  existe  entre  =■[  et  o.,  une  relation  linéaire  qu'on  peut  tou- 
jours mettre  sous  la  forme  Ao,  =Bçi,. 

Si  la  courbe  est  algébrique,  .\  et  B  sont  des  nombres  entiers. 
En  appelant  m  un  nombre  entier,  on  peut  donc  poser 

I  î(,  =  e",  I  iii  =  e"''°, 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  la  droite  .\iA.  touche  son  enveloppe  au  point 

ei'irfç,  +  f-^ido.,         e""'  -+-  me'' 


Si  l'on  pose 


do, 

+  do. 

1  + 

m 

e~ 

'■?=rfç>,  -1-  g-'? 

do 

-  = 

g-"' 

?  -H  me~'' 

rfo,  -f-  rfo,. 

i  -h  m 

u  —  hu 
V  —  kv 

-+- 
-f- 

(1- 
(1- 

h]u, 
-k)v, 
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il  vient,  suis-ant  l'équation  (3), 


4-^  ^  2(?n  -i-  \)hk  —  2(/j  +  k)  +  [m  +  \)[h[\  —  k)e"'-''^  -h  k[[  -  /Oe'-"'"']. 


Intégrons  de  0  à  2-  par  rapport  à  ci  en  remarquant  que,  si  m  est  entier  et  diflérent  do   1, 

'?(/==   /'    e'-'".vrfo  =  0. 

*'  0 

Il  vient  S  =  (m+l)-(/iA- -I^__J — ], 

1 


/ 


d"où  /'o  =  ^i,  =  , 

Le  centre  du  cercle  dont  il  est  question  plus  haut  a  donc  pour  coordonnées 

e'"''^  ■+-  me^ 
u„  =  h^u,  +  {\.  —  h^)Ui  =  — =  «M, 


^■ot'2  +  (l  — /'■.;,""!  = 


1 

4-  me~ 


1  -t-  7/1 

c'est-à-dire  précisément  le  point  de  contact  de  AiAo  avec  son  enveloppe.  On  peut  déduire  de  là  la  surface 

de  l'épicvcloïde. 

MA,  do,         —  1 

On  sait  que  -rrr-  = ~  = • 

MA2  a =2  m 

Dans  l'équation  (7)  écrite  sous  la  forme 

So  —  (7     _     S,  — C 

on  peut  donc  remplacer  p,  et  p.  respectivement  par  I  et  m,  d'où 

7n-Si  —  So 

'^  "^      m^  — 1 

Mais  lorsque  A,  décrit  une  fois  la  circonférence,  A^  la  décrit  m  fois  puisque    o^  =  mo,.     Donc 

So  =  mSi  =  jn-R-, 

m^  —  m                  m  , 

d'où  <^  =  — i 7-^1  =  --n-. 


-♦- 


ANALYSE 


1435-  —  Inlt'grev  l'équalion  di/férenlielle 

x(x  —  0)  -^  -i-  6-  —  (X  -t-  a)y  =  0. 

Moiilrei-  que  les  courbes  intégrales  sonl  des  hyperboles,  admettant  un-  asijmplole  fixe,  et  une  autre  pas- 
sant par  un  point  fixe.  Enveloppe  de  leurs  axes. 

di/  ,,.     . 

L'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport   à   y   et    —  ;     pour    1  intégrer,    nous    poserons 

y  =  lu',     u  et  V  désignant  deux  fonctions  de  .r,  dont  l'une  pourra  être  choisie  arbitrairement. 

du  dv  du        ,  ,         ,         .     ^V  ,  j       l'i       1- 

Nous  en  tirons    — ^  =  w  -; t-u-^— 1    et  en  remijlacant  y  et    —7^    parces  valeurs  dans!  équation 

dx  dx  dx  i  j  ^Ij. 

différentielle  donnée,  celle-ci  devient 

d 


.  V     dv  du  "I       ,  ,  , ,        ,v 

x(x  —  rt)     u- — \-  V -7-  I  —  [x -t-  o)mu  -h  6-  =  0, 
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ou,  en  mettant  u  en  facteur, 

(I)  ii\  x{.T —  a)— {x-+-  a)v  I  -t-a;(.t'  —  a)v  — \-  b-  —  0. 

L  «'i'  J  "'' 

Déterminons  v  de  manière  que  le  eoeflicienl  de  u  soit  nul  :  nous  avons 

dv 

x{x  —  «)  "TT  ~  (-^  +  n^'  =  0 

(/y            x  -*-  a      , 
ou  —  =  — r-  rfr, 

Il  x(x  —  a) 

ou,  encore,  en  décomposant  le  second  membre  en  éléments  simples, 

dv  2rfx  dx 

V  X  —  a  V 

11  est  alors  facile  d'intégrer  ;  nous  obtenons 

Ly  =  L(.r  —  af  —  Lx 

(■V  —  af 

ou  V  = 

X 

Il  est  inutile  d'introduire  une  constante  arbitraire,  car  nous  pouvons  particulariser  la  fonction  v. 
Remplaçons  v  par  cette  valeur  dans  l'équation  (1),  le  coefficient  de  u  est  nul,  et  il  reste 

Ix  —  aY  ^-(-6'-  =  0 
ax 

ou 

du  = '■ —  =  —  b-{x  —  ci)-'dx. 


Nous  en  tirons,  en  intégrant, 
u  — 
C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  par  suite 


{x  —  n)--  ^'  _^p 

—  "i  -2{x—a)- 


"=[^i7^-^] 


(.r  —  a)- 


ou  enfin 

h'-  H-  2C(.f  -  aY 

y  =  — Tx — -• 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

Cette  relation  peut  s'écrire 

24?/  —  Cx  -h2Crt]  =  Ir  -f-  2Cfl-, 
et  sous  celte  forme,  on  reconnaît  qu'elle  représente  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes   les  deux 
droites    a;  =  0,     y  —  Ca;-4-2Ca  =  0. 

La  première  est  fixe,  la  deuxième  passe  par  le  point  fixe     x  —  2a,     y  =  0. 

Comme  les  axes  sont  les  bissectrices  des  asymptotes,  l'équation  de  l'ensemble  des  axes  est 

V  —  Ca:  +  2Cn 

X  = ,  — 

±  v'i  -+-  C- 

ou,  en  élevant  au  carré  et  en  ordonnant  par  rapport  à  C, 

4C'fl(x  —  fl)  4-  2Ci/(,r  —  2a)  +  x^  —  y-  =  0. 
Exprimons  que  cette  équation  du  deuxième  degré  par  rapporta  C  a  une  racine  double  ;  nous  avons 
y-{x  —  2aY  —  ia{x  —  a)[x'^  —  y^]  =  0, 
ou  x^[y^ —ialx  —  a)]  =  0. 

C'est  l'équation  de  l'enveloppe  des  axes.  Elle  se  décompose   en  deux,     x- =  Q,     y"^— Aa{x  —  a)  =0. 
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La  première  représente  une  enveloppe  singulière,  qui  est  le  lieu  des  points  doubles  de  l'ensemble  des 
axes,  ou  le  lieu  des  centres  des  hyperboles. 

La  véritable  enveloppe  est  la  parabole  définie  par  l'équation  y-  —  ia{x — a)  =  0.  Son  foyer  est 
le  point  (2a,  0)  et  la  directrice  est  l'axe  des  y. 

M.   GRANGIER,  à  Mouleydier. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Amdl.ibd,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Ruines  (Cantal);  Henri  Ciin,  à  Boulogne-sur- 
Jler  :  Dabmos,  lycée  d'Alger;  DEssijio.Nn,  lycée  d'Alger;  .I.-D.  Difaut,  à  Poitiers;  Dclimbebt,  k  Grenoble;  G.  Foccry,  à 
Roanne;  Janois,  à  .Nantes  ;  M.  Ladbence  ;  R.  Manen,  h  Albi  ;  G.  Pélissier,  à  Toulouse;  Qcéme,\eob,  lycée  de  Rouen;  Jules 
Yeb.naux,  écoles  des  mines,  à  Mons. 
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1445.  —  On  considère  une  ellipse  E  située  dans  l'espace  et  dont  la  projection  sur  un  plan  P  soit  un 
cercle.  On  prend  sur  elle  un  point  fixe  A  et  un  point  mobile  M. 

i°  La  trace  sur  le  plan  P  du  plan  perpendiculaire  à  AM  en  son  milieu  enveloppe  une  hypocycldide 
à  trois  rebroussemenls  H.   Trouver  géométriquement  ses  rebroussements. 

2°  Si  le  point  A  varie  sur  l'ellipse  E,  l'hypocycloide  H  reste  de  grandeur  constante  et  reste  tangente  à 
deux  droites  fixes  P  et  Q;  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  droites  P  et  Q  enveloppe  vite  hypo- 
cycloïde  à  quatre  rebroussements. 

3"  A  deux  points  A  et  A'  de  l'ellipse  E  correspondent  deux  liypocycloïdes  H  et  H'  qui  ont,  en  dehors 
des  droites  P  et  Q,  une  troisième  tangente  commune  R  qui  est  en  même  temps  u/ie  corde  cammune. 

i"  Le  problème  précédent  peut  être  ainsi  généralisé  :  soit  une  biquadratique  admettant  un  plan  P  pour 
plan  de  symétrie  et  se  projetant  sur  lui  suivant  un  cercle.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui,  passant  par 
les  extrémités  d'une  corde  D  de  la  courbe  perpendiculaire  au  plan  P,  sont  doublement  tangentes  à  cette 
courbe  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  H  ;  si  In  corde  D  se  déplace,  la  courbe  H  reste  de  gran- 
deur constante  ;  enfin,  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans  normaux  à  la  biquadratique  enveloppent  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

Cette  question  a  été  tirée  d'un  article  de  Laguerre,  publié  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (1879)  et  reproduit  dans  l'édition  de  ses  oeuvres  (Tome  II). 

Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  suivant  : 

Toute  courbe  de  troisième  classe  dont  l'équation  tangentielle  est  de  la  forme 

(1)  au^  -t-  3bu-v  -h  '.icuv-  -+-  dv^  =  u'{u'  -+-  v-), 

c'est-à-dire  qui  admet  la  droite  de  l'infini  pour  tangente  double,  les  points  circulaires  étant  les  points  de 
contact,  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

L'hypocycloide  à  trois  rebroussemenls  est  ainsi  définie  :  c'est  le  lieu  d'un  point  fixe  d'un  cercle  qui 
roule  sans  glisser  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  triple. 

Partant  de  cette  définition,  on  trouve  facilement  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  et  aussi  l'équation  tangentielle,  sous  forme  canonique.  El  on  peut  ainsi  montrer 
que,  par  un  changement  de  coordonnées,  la  forme  (1)  se  ramène  à  cette  forme  canonique.  Mais  on  peut 
donner  du  théorème  énoncé  plus  haut  une  démonstration  moins  précise  et  plus  rapide  : 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  les  hypocycloïdes  à  trois  rebrous.scments  dépendent,  dans  un  plan,  de 
quatre  paramètres,  un  de  grandeur  et  trois  de  position.  De  plus,  on  déinoniro  facilement  qu'une  hypo- 
cycloide  à  trois  rebroussements  est  de  troisième  classe,  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  aux  points  cir- 
culaires. Donc  l'équation  (1)  est  bien  l'équation  générale  des  hypocycloïdes  à  trois  rebroussemenls.  Cela 
étant,  abordons  le  problème  proposé. 

1°  Soit  l'ellipse  E,  située  dans  un  plan  Q,  projetée  sur  le  plan  P  suivant  un  cercle.  Sur  celte 
ellipse,  prenons  un  point  A  fixe,  un  point    .M   variable.  Le  plan  perpendiculaire  ù   A.M    en  son  milieu 
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coupe  le  plan  Q  suivant  une  droite  D,  et  le  plan  P  suivant  une  droite  D 
qui  est  la  projection  oblique  de  D,,  la  direction  des  projetantes  étant  nor- 
male au  plan  Q. 

Le  point  de  contact  de  U,  avec  son  enveloppe  s'obtient  en  menant 
AM'  infiniment  voisine  de  AM.  On  voit  ainsi  que  c'est  la  limite  du  centre 
0  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMM',  c'est-à-dire  le  centre  du  cercle 
passant  par  A  et  tangent  en  M  à  l'ellipse  E. 

Il  en  résulte  donc  que  :  L'enveloppe  de  la  droite  D   dans  le  plan  P 
est  le  lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  A,  tangentes  à  l'ellipse  E   et 
ayant  leurs  centres  dans  le  plan   P. 

Cette  courbe  enveloppe,  C,  est  de  troisième  classe.  En  effet,  soit  un  point  quelconque  F  du  plan  P. 
Cherchons  combien  de  droites  D  passent  par  ce  point  F.  Pour  cela,  considérons  la  sphère  de  centre  F 
et  passant  par  A.  Elle  coupe  de  nouveau  l'ellipse  E  aux  points  B,,  B.,  Ba.  U  y  a  donc  trois  droites  D  pas- 
sant par  F  et  elles  sont  obtenues  par  les  trois  cordes  ABi,  AB.,  ABj  de  l'ellipse  E. 

La  courbe  C  n'a  qu'une  seule  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée  parce  que  l'enveloppe  de 
Di  dans  le  plan  Q  n'a  évidemment  qu'une  seule  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

La  courbe  C  est  donc  bitangente  à  la  droite  de  l'infini.  Cherchons  les  points  de  contact.  Un  point 
de  la  courbe  C  est  le  centre  d'une  sphère  passant  par  A  et  tangente  à  l'ellipse  E.  Il  ne  peut  s'éloigner 
indéfiniment  que  si  la  sphère  se  réduit  à  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P,  passant  par  A  et  par  les 
points  à  l'infini  de  l'ellipse  E.  Comme  la  projection  de  (E)  sur  le  plan  P  est  un  cercle,  le  centre  de  la 
sphère  ne  peut  s'éloigner  indéfiniment  que  dans  les  directions  isotropes  du  plan    P. 

La  courbe  C  est  donc  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Cherchons  ses  trois  rebroussements.  Un  tel  point  est  caractérisé  par  cette  propriété  que  les  trois 
tangentes  issues  de  ce  point  sont  coafondues.  Le  raisonnement  fait  plus  haut  pour  montrer  que  la 
courbe  G  est  de  troisième  classe  montre  que  l'on  est  ramené  à  chercher  les  cercles  osculateurs  de 
l'ellipse  E  dont  le  quatrième  point  d'intersection  avec  cette  courbe  est  le  point  A.  On  sait  qu'il  y  en  a 
trois  ;  c'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qu'entre  les  anomalies  excentriques  o„  o,,  03,  Oj  de 
4  points  d'une  ellipse  situés  sur  un  cercle,  il  y  a  la  relation     5, -i-ço-ho,  h-o,  =  2A--. 

La  propriété  que  les  trois  tangentes  de  rebroussementà  la  courbe  C  sont  concourantes  correspond 
à  ce  théorème  de  Steiner,  que  la  méthode  précédente  démontre  : 

Etant  donné  sur  une  ellipse  E  itn  point  quelconque  A,  les  trois  cercles  osculateurs  passant  par  A 
ont  pour  points  de  contact  trois  points  situés  sur  un  cercle  passant  par  A. 

Pour  terminer,  faisons  la  remarque  que  l'hypocycloïde  C  est  tangente  à  la  trace  sur  le  plan  Pdu  plan 
normal  en  A  à  l'ellipse  E,  celte  tangente  provenant  du  point  M  de  l'ellipse  confondu  avec  le  point  X. 

2°  et  3°  Parmi  les  tangentes  à  la  courbe  C,  il  faut  en  signaler  deux,  P  et  Q,  qui  sont  rectangulaires  et  in- 
dépendantes du  point  A.  Ce  sont  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans  passant  par  les  axes  de  l'ellipse  E  et 
perpendiculaires  à  son  plan  Q.  Elles  correspondent  à  des  sphères  qui  seront  bitangentes  à  l'ellipse  E, 
l'un  des  points  de  contact  étant  le  point  A.  Les  points  de  contact  a  et  ^  des  droites  P  et  0  avec  la 
courbe  C  sont  donc  dans  le  plan  normal  en  A  à  l'ellipse  E. 

La  droite  a3  nous  apparaît  donc  à  la  fois  comme  tangente  à  l'hypocy- 
cloïde et  comme  joignant  les  points  de  contact  des  deux  tangentes  rectangu- 
laires P  et  Q. 

Deux  hypocycloïdes  C  et  C  correspondant  aux  deux  points   A  et  A'  de 
l'ellipse  E  ayant  six  tangentes  communes  rejetées  à  l'infini  en  ont  une  troi- 
sième à  distance  finie  en  dehors  des  deux  premières   P  et  Q.  C'est  évidem- 
ment la  trace  R  du  plan  perpendiculaire  à   AA'  en  son  milieu.  Le  point  de 
contact  de  R  avec  l'hypocycloïde  C  est  dans  le  plan  normal  en  A'  à  l'ellipse  E. 
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Je  dis  que  la  tangente  commune  R  est  en  même  temps  une  corde  commune.  Je  dois  pour  cela 
prouver  qu'il  existe  deux  cercles  tangents  à  l'ellipse  E  et  passant  par  deux  de  ses  points  A  et  A'  et 
cette  propriété  est  une  conséquence  de  la  relation  déjà  appliquée  plus  haut  qui  existe  entre  les  anoma- 
lies excentriques  de  4  points  d'une  ellipse  situés  sur  un  cercle. 

Il  reste  maintenant  à  démonlrer  : 

1°  Que  les  deux  hypocycloides  à  trois  rebroussements  C  et  C  sont  égales  ; 

2°  Que  la  droite  ot3  définie  plus  haut  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  tangentes  rectangu- 
laires P  et  Q  enveloppe  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  (II  est  déjà  en  évidence  qu'elle 
enveloppe  la  projection  oblique  de  la  développée  de  l'ellipse  E  et  il  serait  facile,  partant  de  là,  d'ache- 
ver la  démonstration.) 

La  première  de  ces  deux  propositions  résulte  de  ce  que  les  deux  hypocycloides  ont  une  tangente 
commune  qui  est  en  même  temps  une  corde  commune  ;  la  seconde,  de  ce  que  a^  a  une  longueur  cons- 
tante, et  ces  deux  propositions  se  rattachent  de  suite  l'une  et  l'autre  à  la  propriété  suivante  de  l'hypo- 
cyclo'ide  à  trois  rebroussements,  que  je  me  borne  à  énoncer  et  qu'on  déduit  facilement  de  la  déûnition 
de  la  courbe  donnée  au  début  : 

Soient  U  et  Y  les  points  d'intersection  avec  la  courbe,  autres  que  le  point  de  contact,  d'une  tangente 
variable  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements.  La  longueur  UV  est  constante  et  les  tangentes  en  U  et 
V  sont  rectangulaires. 

4°  Pour  étendre  les  propriétés  précédentes  au  cas  où,  au  lieu  de  l'ellipse  E,  on  aurait  une  biqua- 
dratique  projetée  sur  le  plan  P  suivant  un  cercle,  il  sulIiL  de  n'utiliser  dans  la  solution  précédente  que 
la  propriété  de  la  courbe  C  d'être  le  lieu  des  points  du  plan  P  qui  sont  centres  de  sphères  passant  par 
A  et  tangentes  à  l'ellipse  E. 

M.  QoÉMESEDB,  élève  du  lycée  de  Rouen,  a  envoyé  une  solution  détaillée  de  cette  question. 
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1434.  —  On  donne  une  cubique  circulaire  à  point  double  et  l'on  envisage  toutes  les  hyperboles  (H) 
ayant  une  asymptote  parallèle  à  celle  de  la  cubique  et  une  autre  perpendiculaire  et  passant  par  le  point 
double  0.    On  demande  : 

1°  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  (H)  tangentes  à  la  cubique; 

2°  Le  lieu  des  centres  de  celles  de  ces  hyperboles  qui  coupent  la  cubique  en  deux  points  vus  de  0  sous 
itn  angle  droit. 

3"  Ce  dernier  lieu  est  un  cercle  dont  on  demande  !'(  nvi'Ioppe  et  le  lieu  du  centre  quand  les  tangentes  à 
la  cubique  au  point  double  varient  en  faisant  entre  elles  un  angle  constant. 

Nous  ferons  lout  d'abord  observer  que  l'énoncé  manque  de  clarté  et  que  l'on  a  oublié  d'y  mettre 
que  l'asymptote  de  la  cubique  est  fixe. 

Si  nous  ajoutons  cette  hypothèse  aux  autres,  que  nous  prenions  pour  origine  le  point  double  et  que 
nous  désignions  par     x  —  a  =0     l'équation  de  l'asymptote,  nous  pourrons  écrire  l'équation  de  la 

cubique  ainsi 

x(x- -4- y'-) -h  Aa:- -(- 2Bj;/  -   ay-  =  0, 

A  et  B  étant  deux  paramètres,  fixes  d'abord,  mais  qui  varieront  dans  la  dernière  partie. 

Cela  posé,  soit 

xy  —  ai/  —  p.r  =  0 

l'équation  de  l'hyperbole  (H);  nous  aurons  l'équation  des  rayons  joignant  l'origine  aux  points  de  ren- 
contre des  deux  lignes  en  éliminant  la  variable  d'homogénéité  entre  les  deux  équations,  ce  qui  nous 
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donnera,     a;  =  0     d"abord,  qui  correspond  au  point  à  l'infini,  puis 

(x-  -+-  y-){^y  -+-  Sx)  -+-  kx^y  4-  2Bji/-  —  niy'  =  0, 
qui  fournit  les  coeflicients  angulaires  des  trois  autres  rayons  : 

(1  -I-  m-)(a7n  -I-  ?)  -i-  km  +  2Bm-  —  am'  =  0, 
ou  (a  — a)m'-i-(2B  +  ?)m2-)-(A -i-a)m-+-p  =  0.    • 

1°  Pour  traiter  la  première  partie,  il  faut  écrire  que  cette  équation  en  m  a  une  racine  double, 
c'est-à-dire  annuler  son  discriminant.  Ceci  nous  donne  une  équation  du  quatrième  degré  en  a  et  ^  ; 
par  conséquent  le  lieu  du  point  (a,  â)  est  une  quartique.  C'est  une  quartique  unicursale,  car  les  deux 
dérivées,  par  rapport  à  m  et  par  rapport  à  la  variable  d'homogénéité,  sont  linéaires  en  a  et  p  et  les 
expressions  de  »  et  de  p  sont  rationnelles  en  vi  : 

_    am' -)- (3a -f- A)7n=  —  iBm  -  A  2m-|^— Bm^  —  (a -t- Â)m -h  B] 


Mais  nous  apercevrons  mieux  la  nature  de  cette  courbe  en  regardant  a  et  8  comme  des  coordon- 
nées courantes  dans  l'équation  en  m  et  remarquant  que  le  fait  d'exprimer  que  l'équation  en  w  à  une 
racine  double  revient  à  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  ainsi  définie.  Nous  voyons  alors  que  cette  enve- 
loppe est  une  courbe  de  troisième  classe  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  car  la  droite 
mobile  va  deux  fois  à  l'infini,  une  fois  pour  m  =  i  et  une  autre  fois  pour  m  =  — i.  D'ailleurs  pour 
m  =  i,     les  coordonnées  homogènes  du  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enveloppe  sont 

-2(a-i-A)— 4Bi,  2(a -i- A)(  — 4B,  0; 

c'est  l'un  des  points  cycliques.  La  courbe  est  donc  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini  aux 
points  cycliques  ;  c'est  une  hypocyclo'ide  à  trois  rebroussements. 

Pour  m  =  0,  la  droite  mobile  se  réduit  à  l'axe  des  x  ;  son  point  de  contact  a  pour  coordonnées 
—  A    et  0.  C'est  le  point  de  rencontre  de  Ox  avec  la  cubique,  autre  que  le  point  0. 

Pour  m  =  X,  la  droite  mobile  se  réduit  à  l'asj'mptote  a — a  =  0;  elle  touche  son  enve- 
loppe au  point  (a,  —  2B),  et  le  pied  A  de  cette  asymptote  sur  Ox  est  un  point  du  cercle  tritangent  à 
l'hypocycloide. 

Nous  aurons  les  points  de  rebroussement  en  exprimant  que  l'équation  en  in  a  une  racine  triple, 
c'est-à-dire  que  les  trois  dérivées  secondes  ont  une  même  racine  commune;  ceci  nous  donne  les  trois 
équations 

3m(a  — a)-H2B  +  ?  =  0, 
m(2B-hP)  +  A-i-a  =  0, 
»i(A-t-=t)-f-3p  =  0. 
En  éliminant  vi  entre  ces  équations  prises  deux  à  deux,  on  obtient  les  deux  équations 
-28 -h  p    _    A  +  g   _       3S 
3(a— a)    ~   2B-f-p  ~    A-t-a   ' 
En  égalant  les  deux  rapports  extrêmes  à  celui  du  milieu,  nous  obtenons  les  deux  coniques 
(A-i-af  — 3?(2B-f-^)  =  0,  3(A-i-a)(a  — a)  — (2B-I-Pf  =  0, 

qui  se  coupent  d'abord  au  point  a  =  — A,  p  =  — 28,  qui  est  à  rejeter,  puisque  pour  ces  valeurs 
de  a  et  [î  le  second  rapport  est  indéterminé,  et  en  trois  autres  points,  qui  sont  les  points  de  rebrous- 
sement cherchés.  Nous  aurons  le  cercle  qui  passe  en  ces  trois  points  en  retranchant  la  première  équa- 
tion de  la  seconde  ;  ceci  nous  donne 

a^  -Hp^  4-  |-(A  -  3a)  -+-  B?—  A(A  -t-  3rt)  —  2B'^  =  0. 

Le  centre  de  ce  cercle,  qu'on  appelle  aussi  parfois  le  centre  de  l'hypocycloide,  est  le  point 

3a  —  A  ,  B 


Les  tangentes  issues  de  ce  point  ont  pour  coeflicients  angulaires  les  trois  nombres  fournis  par 
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l'équation 

(a  -h  A)rn'  —  6Bot-  —  3(A  -+-  a)m  -i-  2B  =  0  ; 

ce  sont  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  de  rebroussement. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  les  obtenir  encore  en  éliminant  a  et  2  entre  les  équations  fournies  par  les 
dérivées  secondes,  et  nous  ayons  ainsi 

3m  1  2B  — 3rtm 

1  771  A  —  2Bm      =  0, 

m  3  Avi 

équation  qui,  développée,  coïncide  avec  la  précédente. 
Nous  connaissons  maintenant  suffisamment  d'éléments  de  l'iiypocycloïde  pour  placer  cette  courbe. 
2"  Le  second  lieu  s'obtient  en  e.xprimant  que  deux  racines  de  l'équation  aux  coefficients  angulaires 

vérifient  la  relation      m'm"  —  —  1      et  que,  par  suite,  l'une  des  racines   m,    est  le  nombre  — Ce 

a  +  a 
calcul  très  simple  nous  donne,  après  suppression  du  facteur  étranger     3=0, 

2(a2  -+-  p2)  -+-  a(A  —  3a)  4-  2B^  —  a(A  —  a)  =  0. 
C'est  l'équation  d'un  cercle,  du  cercle  trilangent  à  l'hypocycloïde,  et  nous  vérifions  de  suite  qu'il  a 
le  même  centre  que  le  précédent.  Il  serait  facile  de  vérifier  en  outre  que  son  rayon  est  trois  fois  moin- 
dre que  celui  du  précédent.  Ce  cercle  passe  au  point  A,     a  =  a,     3  =  0,     que  nous  avons  déjà  signalé, 
et  qui  restera  fixe  dans  la  troisième  partie. 

3°  Si  nous  appelons  V  l'angle  des  tangentes  en  0  à  la  cubique,  nous  aurons  entre  A  et  B  la 
relation 

4(B»-i-aA)  =  tg- V(A  — o)^  ou  B- -h  a\  =  k%X  — af, 

tg  V 

k  désignant  la  constante —2 

2 

D'autre  part,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  sont  fournies  par  les  équations 

4x  =  3a— A,  2i/  =  —  B  ; 

donc  le  lieu  de  ce  centre  est  immédiat  :  c'est  la  conique 

Aif  -h  a(3a  —  ix)  =  k%'2a  —  Axf . 

Cette  conique  est  une  hyperbole  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  et  ses  asymptotes 

inclinées  de  l'angle  V  sur  Ox  :  elle  est  en  outre  bitangente  à  la  parabole 

4j/-  -1-  a{3a  —  4x)  =  0, 

aux  deux  points  de  rencontre  de  cette  parabole  avec  la  droite     x —  =  0.     Cette  parabole  a  pour 

foyer  le  point  {a,  0)  et  pour  directrice  justement  la  droite  des  contacts.  Donc  l'hyperbole  a  le  même  foyer 
et  la  même  directrice. 

La  podaire  du  lieu  des  centres  par  rapport  au  point  A  (a,  0)  est  donc  un  cercle.  En  outre,  l'enve- 
loppe du  cercle  mobile,  qui  est  la  courbe  homothétique  de  celte  podaire  par  rapport  au  point  A  et 
dans  le  rapport  2,  est  aussi  un  cercle;  c'est  le  cercle   directeur  de   l'hyperbole  ayant  pour  centre  le 

second  foyer. 

.J.  IIAACi,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure. 

Remarque.  —  De  nombreuses  questions  relatives  k  l'hypocyeloïde  à  trois  rebroiissements  ont  paru  autre- 
fois dans  la  Revue  et  permettraient  non  seulement  d'éclairer  encore  la  question  précédente,  mais  aussi  d'en 
donner  une  solution  géométrique.  M.  Haag  en  a  envoyé  une  basée  sur  ces  propriétés  auxquelles  je  fais  allusion 
et  que  je  ne  publie  pas  uniquement  dans  le  but  d'abréger. 

Soliitioni  satisfaisantes:  MM.  G.  Pblissiïr.  à  Toulon  ;  0.  Koucav,  à  Roanne  ;  J.  D.  Ditaiît,  à  Poitiers. 
♦ 
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1409.  —  Vn  point  mobile  purcowt  la  parabole  y-  —  2;jx  =  0  de  façon  que  son  accélération  projetée 
sur  Oy  soit  proportionnelle  à  la  composante  de  la  vitesse  suivant  Ox,  fy^k-Or;  ùVépoque  0  le  mobile 
est  au  sommet  de  la  parabole  et  possède  une  vitesse  Vq  dirigée  dans  le  sens  Oy. 

1°  Déterminer  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  en  fonction  de  l'ordonnée  du  mobile. 

2°  Trouver  Vhodographe  du  mouvement  et  trouver  la  forme  de  la  courbe  décrite  par  l'extrémité  du  vec- 
teur vitesse. 

3"  Trouver  les  équations  du  jnouvement.  En  déduire  les  limites  d'excursion  du  mobile  quand  t  varie; 
en  déduire  aussi  les  arcs  des  courbes  du  2»  qui  correspondent  à  des  positions  effectives  du  mobile. 

1.  Entre  les  coordonnées  (x,  y)  du  mobile  on  a  les  relations 

(1)  r-2px  =  o, 

(2)  .^  =  k-—- 

df-  dt  ' 

du  dx 

De  la  première  on  déduit    y -^ ^-— =0,     ou 

dx  y  dy 

HT  ~  ~p1T' 
dv 
et,  en  remplaçant    — —  par  cette  valeur  dans  la  relation  (2),  on  a 

di^         p'^  dt' 

Intégrons  ;  nous  obtenons 

du         k- 

■dr  =  2^y'--^'^' 

dx         u   du  y  /  k- 

puis  -7—=   '■ — ;^  =  -i    -— v-t- 

^  dl         p  dt  p  \  ■ip  ^ 

Les  composantes  de  la  vitesse  sont  donc 

dx         u  (  k-  \  du  k'     „ 

-dr  =  i^[i^y'^'^h     -dr-w'''^'"- 

Pour  avoir  les  composantes  de  l'accélération,  il  suffit  de  dilTérentier  ces  deux  relations  par  rapport 
à  /,  ce  qui  nous  donne 


d'x  1  /  Sk-  \  dy  1  /  3k-    ,  \  /  t- 

dt-  p\ip 


\dy         1  /  3k'    ,         \  /  a;-     ,  \ 


d-u         k-      du         k^     [  k^     , 
dt'  p  •'  dt         p  ''X  -Ip  ^ 


2.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'hodographe  sont 

;)  \-2p  ^  I  2j» 

nous  at:rons  l'équation  de  l'hodograplie  en  éliminant  y  entre  ces  deux  équations.  Uivisons-les  membre 

à  membre;  nous  obtenons     y  =  -^^    puis,  en  remplaçant  y  par  celte  valeur  dans  la  deuxième  relation, 

nous  avons 

2Ei^  — /,--/;  aî  —  âi'o^^  =  0. 
Celte  équation  représente  une  courbe  du  troisième  degré  symétrique  par  rapport  à  Oy,  et  que  l'on 
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construit  aisément  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  a  : 


\^^                   y 

/^^ 
h^^^ 

», 

0 

X 

X=  X 


Pour  que  =t  soit  réel,  il  faut  que  p  soit  supérieur  à  l'o,  et 
quand  p  croit  de  «„  à  +00,  la  valeur  positive  de  x  croît  de  0 
à    +00. 

La  tangente  au  point  A  (0,  v„)  est  parallèle  à  Oj-,  et  la  brandie 
intînie  est  parabolique  dans  la  direction  Oa^. 
L'extrémité  du  vecteur  vitesse  a  pour  coordonnées 
dx  ,,  du 

(//  ■■'         dt 


dx  du         ^        .        , 

ou,  en  remplaçant     a:,  -7-  et  — ^  en  ionction  de  y. 


dl 


dl 


X  = 


Y  = 


nous  avons  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  entière  du  paramètre  y.  Le  lieu  est  une 
courbe  unicursale  du  troisième  degré. 

Pour  le  construire,  nous  ferons  varier  y  de    —  00    à    +  ck    et  nous  étudierons  les  variations  de  X 
et  de  Y. 

On  a 

rfX   _    3k- !/^  +  2py  -H  2pr„ 

'd^  ~  2p2 

dY  _  Ir-ij  +  p 
dy   ~        p 

La  dérivée  de  Y  s'annule  pour    y  = j-^  ;     quant  à  celle  de  X,  elle  s'annule  pour  deux  valeurs 

P  P 

de  y  si     «0  <C  —jir   et  ne  s'annule  pas   si    «„  >  -y-  • 


6k- 


6k^ 


Premier  Cas.  —     r^  >  -^  ■ 

Les  variations  de  X  et  de  Y  sont  indiquées  par  le  tableau  suivant 


1/ 

y^ 

~~-— -^           y 

iB 

1 
1 

1 

0 

X 

—  00 

croît 

V 
k^ 

croît 

-f-ao 

—  00 

croît 

«0 
k' 

croît 

-+-00 

-h» 

décroît 

'-é 

croît 

-h  00 

La  courbe  rencontre  l'axe  des  y  au  point  A.  extré- 
mité de  la  vitesse  à  l'origine. 

il  peut  se  faire  que  l'ordonnée  du  point  B  soit  néga- 
tive. 


Deuxième  Cas. 
rfX 


t'o  < 


6/f' 


dy 


s'annule  pour  deux  valeurs  négatives  de  ;/,    y'  et  »/",   supérieures  à jj  ■ 
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X 

croit 

- 

p 

croit     y'     croit     y 

croit  -H  30 

—  « 

croît 

- 

Va 

"F 

croît  max.  déc.  min. 

croît  +x 

-f-x 

déc. 

l'o- 

p 

croit 

-H» 

boliques  dans  la  direction  Ox. 


Dans  les  deux  cas,  la  courbe  a  des  branches  para- 


Remarquons  enfin  que  si     i\  =   ~-j,     la  courbe  admet  un  point  d'inflexion   à    tangente   parallèle 


à  Oî/. 


6A- 


3     Pour  avoir  les  équations  du  mouvement,  nous  partirons  de  l'équation 

dy         k^ 


d'où  nous  tirons 


dt         2p 


y-  +  "o. 


dt  = 


2pdy 


k^y-  -h  ipvo  ' 
ou,  en  intégrant,  et  en  remarquant  que  pour    <  =  0,     on  a    y  =  0, 


rf/ 


ou  enOn 


On  en  déduit 


Lorsque  t  croît  de  0  à 


1      /2/Wo  .  /    k^ 

t  =  —  V  -F^  are  tg  Ï/V  ^3 ' 

ro  VA-  ''V    2pw„ 

y=-^tg^V^O- 

2p         A-    °  V   ^   2p    / 
X  et  y  croissent  de  0  à     -^». 


Les  arcs  de  courbe  de  la  deuxième  partie  qui  correspondent  à  des  positions   efiectives  du   mobile 


sont  les  arcs  AL  et  AL'. 

Bonne  solution  par  M.  Cotty,  lycée  de  Dijon. 


BROS,  à  Albi. 


EXAMENS  DE  1903  (Fm). 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  {Rennes,  novembre  1905.) 
Mathématiques  préparatoires. 

Epreuve    théorique. 
1.  —  1505.  Un  point  mobile  est  ussujetti  à  décrire  une  chaînette  représentée  parléqnation 
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dételle  façon  que  la  projection  de  la  vitesse  sur   0^  soit  égaleà  la  constante   a.   Calculer  la  projection   de  la 
vitesse  sur  Oy    et  montrer  que  l'accélération  totale  est  parallèle  à  Oy    et  égale  à   y. 

Trouver  à  un  instant  donné,  en  fonction  de  )/  :  1°  la  vitesse  absolue  du  mobile;  2o  les  composantes    tan- 
gentielle  et  normale  de  l'accélération  totale. 


II.  —Définir  et  calculer  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  gauche. 

Epreuve    pratique . 
4-         dx 


I.  —  Calculer  l'intégrale 

II. —  Intégrer  l'équation  différentielle 


/.- 


d'y 


dit 


dx-  cIt  " 


CONCOURS  DE  1906. 


ÉCOLE    POLYTEGHiNIQUE 
Algèbre  et  Trigonométrie. 


I.  —  1506.     Etudier  la   variation  de  la  fonction    y  =  L- 

dx 


où  L  désigne  un  logarithme  népérien. 


II.   —   1507.     Evaluer  l'intégra 
_  J_ 


J  0 


et  calculer  sa  valeur  à  un  centième  près  quand 


III.  —  1508.    L'équation    a;' —  aa;^  +  [îœ  —  y  =  0    a  pour  racines  les  longueurs  des  côtés  d'un   triangle 
ABC.  Former  l'équation  ayant  pour  racines   cos  A,  cos  B,  cos  C. 

IV.  —  1509    On  donne  une  fonction  f{x).   Deux  autres  fonctions,  o'x)  et  F(x)  sont  définies  par  les  rela- 
tions suivantes,  où  k  est  un  nombre  constant: 


r  dx 


Démontrer  qu'on  a  identiquement 

V"{x)    _   f"{x]         ^"(x)  2h  F'"(a:)    _   H^) 

F{x)  f{x)  o{x)         f{x).'^lx}  '  Y(x]     ~  7W 


o"'(x) 
(5  juin,  de   7  h.  à  1  i  h. 


Géométrie  analytique  et  Mécanique. 
1510.  —  On  considère  un  .système  d'axes  rectangulaires  fixes  Oa;,  Oy,  ();,  et,  dans  le  plan  xOy,  un   cer- 
cle (C)  de  rayon     — - — a    animé   d'un  mouvement  do  translation,   dans  lequel   son 
centre  C  décrit  dans  le  .sens  de  la  flèche  F,  et  avec  une  vitcs.se  angulaire    (1  —  m)w,    un 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon     — r-—"- 

En  même  temps  que  ce  cercle  (G)  se  déplace,  un  point  P  est  mobile  sur  sa  circon- 
férence et  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  flèche  f,  avec  la  vitesse  angulaire  (1  -+-  m]ia. 
Il  décrit  ainsi  une  courbe  (E)  (Epicycloïde). 

Les  quantités  a,  u>,  m  sont  trois  constantes  positives  dont  la  dernière  est  moindre 
que  l'unilé. 
1»  On  demande  d'exprimer  en  l'onction  du  temps,  (,  les  coordonnées  x,  y  du  point  1'.  saillant  qu'à  l'épo- 
que   1  =  0    les  points  C  et  P  sont  tous  deux  sur  la  partie  positive  de  Ox,  P  à  la  distance  a  du  point  U. 

2o  Le  point  P  est  la  projection  d'un  point  M,  mobile  dans  l'espace:  on  demande  d'exprimer  sa  cote  s  en 
fonction  du  temps  i,  sachant  qu'elle  est  nulle  à  l'époque  t  =  0,  et  que  la  vitesse  v  de  M  fait  avec  l'axe  0- 
un  angle  constant  0  quelconque  d'ailleurs. 
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On  montrera  que  la  trajectoire  (k)  du   point  M  s'obtient  en  coupant  le  cylindre  dont  (E)  est  la  section 


droite  par  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  Oz, 


i,     où  la  longueur  b  varie  avec  6. 


On  introduira,  au  lieu  de  0,  la  constante  b  dans  la  représentation  de  la  cote  ;  du  point  M. 

3"  Calculer  la  grandeur  et  les  cosinus  directeurs  a,  3,  -;  de  la  vitesse  r  du  point  M,  ainsi  que  l'arc  de  la 
courbe  (k)  parcouru  par  ce  mobile  pendant  le  temps  (.  —  Exprimer,  en  fonction  du  temps,  le  rayon  de  cour- 
bure R  de  la  courbe  {h)  et  vérifier  que  la  vitesse  lui  est  proportionnelle. 

4°  Après  avoir  formé  l'équation  du  plan  osculatenr  de  la  courbe  (h),  on  déoiontrera  que,  à  une  même 
époque  (,  tous  ceux  de  ces  plans  qui  correspondent  aux  diverses  courbes  (k)  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  b,  passent  par  une  même  droite  A  du  plan  xOy. 

o«  Montrer  que,  lorsque  (  varie,  cette  droite  A  enveloppe  une  épicycloïde  (E')  homothétique  à  celle  que 
décrit  le  point  P'  diamétralement  opposé  au  point  P  dans  le  cercle  (C).  —  Faire  voir  que  la  courbe  (E')  a 
pour  développée  répicycloide  (E). 

'.On  conserver.-i  les  notations  indiquées]. 

Calcul    Irigonoméirique. 
On  donne  les  trois  cotés  d'un  triangle  ABC  : 

a  =  2o645",  b  =  32904=", 

Calculer  les  trois  angles,  la  hauteur  H  et  la  surface  S. 


[6  juin,  de  7  h.  à  ii  h.)- 


c  =  29-09" 


On  emploiera  les  formules 


V 


(p_a)p  — &)(p  — c) 


Ig^  = 


B 


P  — c 


juin,  de  5  h.  à  6  li.) 


Limitr   infcrieare  de  l'en  tête  imprima 


p  —  a  1  p  —  9 

Épure. 

1511.-  La  droite  de  front,  01,  OT,  inclinée  à  60°  (2/3    d'angle  droit)  sur  le  plan   horizontal,  est  l'axe 
commun  d'un  hyperboloïde  de  révolution  et  de  >on  cône  asymptote. 

Les  surfaces  sont  limitées,  toutes  deux,   par  deux  plans,  P  et  Q,  perpendiculaires  à  leur  axe  et  distants, 
chacun,  de  65  millimètres  du  plan  du  cercle  de  gorge  S'  (voir  fig.  A). 

Le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  de  20"""  et  ceux  des  parallèles  P  et  Q 
de  VhyperboloiAe  sont  de  50™". 

Pour  la  mise   en  place  dans   la  feuille  se  rapporter  aux  cotes  inscri- 
tes, en  millimètres,  sur  le  croquis  ci-contre. 
On  demande  : 

1°  de  représenter  le  solide  (Sorte  de  Sablier)  compris  entre  l'hyperbo- 
loïde  et  son  cône  asymptote;  ces  deux  surfaces  étant  limitées,  comme  il 
est  dit  plus  haut,  par  les  pians  P  et  Q  ; 

2°  en  supposant  les  rayons  lumineux  à  45°,  c'est-à-dire  parallèles  à 
la  direction  R,  R',  de  chercher  la  séparatrice  d'ombre  propre  de  l'hyperbo- 
loïde  ; 

3°  de  déterminer  l'ombre  portée  par  le  cercle  supérieur  de  base  du  cône 
dans  l'intérieur  de  ce  dernier. 

On  dessinera  trois  projections,  savoir  : 

en  (A)  la  projection  sur  le  plan  vertical  ordinaire  ; 
en  (R)  la  projection  sur  le  plan  horizontal  ordinaire  ; 
et  en  (C)  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
Sur  chacune  d'elles  la  représentation  sera  complète. 

Observations.  —  a]  On  pourra  se  contenter,  pour  les  questions  1    et  2,  de  déterminer  les  hyperboles  par 
leurs  asvmptotes  et  un  point. 

b)  Pour  la  question  3,  on  déterminera,  surchacune  des  trois  projections  (A),  (B)  et  (C),  un  point  courant  m 
de  l'ombre  portée  et  la  tangente  t  en  ce  point,  les  points  remarquables. . . 

c)  On  emploiera  :  les  traits  pleins  noirs,  pour  représenter  les  parties  vues  ;  les  points  ronds,  noirs,  pour  les 
parties  cachées  ;  les  traits  rouges,  pour  les  constructions.  Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  de  hachures. 

d)  On  peut,  pour  faciliter  l'intelligence  de  l'épure,  mettre  quelques  lettres.  ^    ,,.    .  ....> 

'        <^       '  r  ^  {7  juin,  de  7  a.  a  li  h.) 


-     (B) 
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Physique. 

I.  —  Déviation  minimum  dans  le  prisme.  Conditions  de  Taplanétisme. 

II.  —  Détermination  du  poids  d'un  litre  d'air  à  0°  et  à  760°'°'. 

III.  —  1512.    Un   condensateur  de  100  microfarads  est  chargé  au  potentiel  de  2  500  volts. 

i°  Calculer  sa  charge  et  son  énergie.  2°  Déterminer  le  poids  de  glace  qu'on  pourrait  fondre  (sous  la  pres- 
sion normale),  avec  la  chaleur  que  dégagerait  la  décharge  du  condensateur,  en  supposant  dans  cette  décharge 
toute  l'énergie  transformée  en  chaleur.  3°  Déterminer  le  volume  que  prendrait  sous  une  pression  de  6  atmos- 
phères, 1  gramme  d'air  primitivement  à  celte  pression  et  à  Sa",  auquel  on  ferait  absorber  la  chaleur  produite 
dans  la  décharge  précédente.  4°  Quelles  seraient  dans  le  système  électrostatique  C,  G.  S.  les  valeurs  numéri- 
ques de  la  charge,  du  potentiel,  de  l'énergie  du  condensateur  ci-dessus,  et  le  rayon  d'un  conducteur  sphérique 
isolé  ayant  même  capacité. 

Données  numériques  :  Chaleur  latente  de  fusion  de  la  glace,  80  ;  chaleur  spécifique  de  l'air  sous  pression 
constante,  0,237  ;  équivalent  mécanique  de  la  petite  calorie  dans  le  système  pratique,  4i<»Jies,(7. 

(5  jiihi.  de  2  h.  à  s  h.) 
Chimie.  , 

I.  —  Fluor  et  acide  fluorhydrique. 

II.  —  1513.  On  introduit  dans  un  eudiomètre  à  mercure  tOOcmc  de  gaz  ammoniac  et  lOOcmc  d'oxvffone 
Cet  eudiomètre  est  ensuite  placé  dans  une  enceinte  dont  on  peut  porter  la  température  à  136-, 3.  On  fait  alors 
jaillir  une  étincelle  électrique  à  l'intérieur  de  l'eudiomètre,  et  l'on  attend  que  l'équilibre  de  température  soit 
rétabli.  On  demande  le  volume  occupé  par  le  gaz  après  l'explosion  :  1°  à  136o,o  ;  2»  à  0",  après  qu'on  a  laissé 
refroidir  l'enceinte  extérieure. 

On  admettra  que  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz    a  est  égal  a  — — ,   et  que  la   vapeur  d'eau  se  dilate 

comme  un  gaz  parfait. 

(6  ]itin,  de  2  h.  a  4  h.) 
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1514.  —  On  considère  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  définie  par  les  équations,  en  coordonnées 
rectangulaires, 

_   m  —  t^)  _    —2hP 

"^   ~      (i   +t^)i   '  ^  ~     (l-)-(2)-^' 

oii  t  est  un  paramètre  arbitraire. 

Une  circonférence  rencontre  la  courbe  en  six  points  à  distance  finie. 

le  Démontrer  que  les  six  tangentes  à  l'hypocycloïde  aux  points  d'intersection  sont  tangentes  à  une  même 
conique  qui  est  homofocale  k  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de  rcbrous- 
sement.  En  particulier,  si  trois  des  tangentes  sont  concourantes,  les  trois  autres  le  sont  aussi,  et  les  deux 
points  de  concours  sont  foyers  d'une  même  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de 
rebrou.ssement. 

2°  Démontrer  que  si  la  circonférence  varie  en  restant  concentrique  à  une  circonférence  fixe,  la  conique 
varie  en  restant  homofocale  à  une  conique  fixe. 

3°  Démontrer  que  le  centre  C  de  la  circonférence  et  le  centre  0  de  la  conique  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  1  de  concours  des  tangentes  de  rebroussement  de  l'hypocycloïde  et  que  l'on  a 

ÏC  =  4Ï0- 

4»  Démontrer  de  même  que  les  six  normales  à  l'hypocycloïde  aux  points  d'intersection  avec  la  circonfé- 
rence sont  tangentes  à  une  même  conique  qui  est  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  les  points  de  rebroussement. 

En  particulier:  1°  si  trois  des  normales  sont  concourantes,  les  trois  autres  le  sont  aussi, et  les  deux  points  de 
concours  sont  foyers  d'une  même  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  poursomniets  les  points  de  rebrousse- 
ment; 2»  si  la  circonférence  varie  en  restant  concentrique  à  une  circonférence  fixe,  la  conique  varie  en  restant 
homofocale  à  une  conique  fi.\e  ;  3')  le  centre  C  de  la  circonférence  et  le  centre  0'  de  la  conique  sont  en  ligne 
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droite  avec  le  point  I  de  concours  des  tangentes  de  rebroiissenient  de  l'hypocycloïde  et  l'on  a 

Ch.  Michel. 
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1448.  —  Etudier  les  variations  de  l'aire  du  parallélogramme  formé  par  les  centres  de  courbure  des 
quatre  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

Soient  acoso,  6  sin  o  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  M  d'une  ellipse  rapportée  à  ses 
axes  de  symétrie  ;  le  centre  de  courbure  relatif  à  M  est  le  point  de  contact  de  la  normale  en  M  et  de 
son  enveloppe.  Cette  normale  a  pour  équation 

ax  bii 

1  J--c:-  =  ù. 

cosç        smi 
Le  point  oii  elle  touche  son  enveloppe  est  défini  par  l'équation  (l)  et  la  dérivée  par  rapport  à  o, 

aa?  sin  o         Ai/cos  ç 


(2) 


cos-  o  sm-  o 


=  0. 


On  a  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  relatif  au  point  M  en  résolvant  les  équations  (1)  et  (2) 

par  rapport  à  x,  ij,  ce  qui  donne 

c-        ,  c^ 

a"  =  —  cos'  o,  y  = —  sm'  a. 

a  ■  ^  b  ■ 

L'anomalie  e.xcentrique  de  l'extrémité   M,  du  diamètre  conjugué  de   O.M  est     ç-h— ;      donc  le 
centre  de  courbure  en  ce  point  a  pour  coordonnées 

^,^jLcos^(o  +  |),  j/,=_^sin'(^ç-^|), 

ou  •'""i  = sin^  i,  Vi  = cos'  o. 

a  ■  •'  b 

L'aire  u  du  parallélogramme  considéré  est  égale  à  quatre  fois  l'aire  du  triangle  OMM,  qui  est  égale, 
elle,  à 

0        0        1 

1  .  *   /  V  1      «^'    ,    •     r 

-^     X        V        ^     =  ^(a-;/!  — î/^i)  =  —  —  ^(sm'=i.-4-cos«o;. 
a-,        ?/,        1 

2c' 
On    a    donc,    en    valeur    absolue,         »=  — —(sin*' -^ -h  cos"  o\         formule     dans     laquelle      o 

ah  '  '  ■ 

peut   varier    dans    un    intervalle    d'amplitude    2-,    par  exemple,  de     — -    à    -^r.     Si  on  change 
o  en    — o,      ou  9  en     -  —  o     on  sait  que    u  reprend  la  même  valeur  :  il  nous  suffira  donc  de  faire 

varier  o  de  0  à    Jî  . 
2 

12c' 


On  a 


!/  =  — ;—  sin  œ  cos  o  (sin*  ?  —  cos'  œ)  =  — r-  sin  2c  (  sin-  œ  —  cos-  o), 
ab  ab 
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3c* 


Dans  l'intervalle    (0,  —  ],     ?(' s'annule  pour    ^  =  0,     o  = -— ,     o  =  —,     et  on  a  le  tableau  de 
\       2  '  '  '         4        '         2 


variations  suivant  : 


T. 

TC 

o 

0 

T 

¥ 

u' 

0 

— 

0 

+ 

0 

u 

2c' 
ab 

décroit 

2«é 

croit 

le'' 
ah 

La  courbe  figurative  s'en  déduit  immédialomenl  ;  elle  s'obtient  tout  entière  en  imprimant  à  la  por- 
tion AB,  qui  correspond  au  tableau 
précédent,  une  translation  d'ampli- 
tude   -^    dans  le  sens  Oo  et  deux 

translations  successives  de    tnème 
amplitude  dans  le  sens  0;?'. 

Pour  avoir  les    valeurs  de  o 
correspondant    aux     points    d'in- 
llexion,  considérons  la  dérivée 
12c' 


ab 


cos4o. 


3- 


Entre  0  et    4'     cette  dérivée  s'annule  pour    '■?  =  -^'     "^  =  V  ■    tllierchons  la  valeur  correspon- 


dante  de  m.  On  a 


donc 


1    +-7- 


s/2  ^-2.  -+-  y/â 


V 


1- 


y/l    _    •Ji—<Ji 


.   ,  -             ,11         (2-(-s/2)'-l-(2-v/2)^  3 

s,n^._  -^cos^  8  =  64 =  "8  " 

3    c' 
La  valeur  de  u  correspondant  aux  points  d'inilexion  est  par  suite j- 

G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 
Bonnes  solutions  :  MM.  ("i.  Foucry,  à  Roanne;  Dessimond,  à  Alger;  A.  DEnii',  à  lliicarest;  M.  Cbangier,  à  Moulcyitier. 
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1447.  —  On  considère  un  foyer  F  d'une  ellipse  et  deux  points  variables  de  l'ellipse,  M  el  M',  Iris  que 
Mr  et  M'F  soient  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  MM'. 

Si  nous  portons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  foyer  de  droite  F,  de  coordonnées  c  et  0, 
l'équation  de  l'ellipse  devient 

S^^_±lL  _^  |:  _  1  =  0  ou  b'x'-  -4-  aY  -H  26'cx  -  /-'  =  0. 

a-  b' 
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Soit  alors  nx -i- vy -h  w  =  0  l'équation  de  la  droite  .MM';  le  faisceau  des  deux  rayons  qui  joignent 
l'origine  aux  points  de  rencontre  de  rellipsc  avec  la  droite  s'obtient  en  éliminant  :  entre  les  deux 
équations,  et  l'on  trouve  ainsi 

iv-{b-x^  -+-  a'-y^)  —  'ib'-cwx{ux  -hvy)  —  è'(ux  -t-  vy)-  =  0. 

Le  produit  des  coefficients  angulaires  de  ces  deux  rayons  doit  être  égal  à ;     nous  avons  donc  la 

a- 

b-w-  —  Ih-cuir  —  b^u^  b^ 

relation  „2„,2 ^4j,2  =  ~"â^' 


a'w- 

ou  a\w'^ — 2c«it' — 6-u^)+a-(r- — b''v-  =  0. 

Cette  équation  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  droite  MM';  elle  représente  une  conique 
symétrique  par  rapport  à  Ox,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  termes  du  premier  degré  en  w.  Les  tan- 
gentes parallèles  à  Ox  s'obtiennent  en  faisant     u  =  0     et  leurs  coordonnées  sont  fournies  par  l'équation 

2frw-  —  b'v-  =  0, 
qui  donne     u  =  ny/2,     w  =  b-  ;     ces  droites  ont  donc  pour  équation 

ay^l  +  b-  =  0, 

b' 
et  nous  voyons  que  le  demi-axe  perpendiculaire  à  Ox  a  pour  longueur   — —■    Les  tangentes  perpen- 
diculaires à  Ox  s'obtiennent  en  faisant     v  =  0;      leurs    coordonnées   sont  fournies  par  l'équation 

b-u-  -i-2cutv  —  2h'^  =  0, 

et  leur  équation  quadratique  s'obtient  en  remplaçant — par  — —  ou   —  par    — x   dans  la  relation 

w  x  u 

homogène  en  u  et  w  que  nous  venons  de  trouver  ;  nous  trouvons  ainsi 

2x2+  2cx  —  b^  —  0. 

Ces  doux  droites  sont  réelles  aussi  ;  donc  la  conique  est  une  ellipse  et  son  centre  est  le  point  de  Ox 

c 
avant  pour  abscisse ;  c  est  le  milieu  de  OF. 

D'ailleurs  rien  n'est  plus  facile  que  d'avoir  l'équation  ponctuelle  de  cette  ellipse  :  il  suffit  de  cher- 
cher les  tangentes  issues  d'un  point  (x,  y)  et  d'exprimer  qu'elles  sont  confondues.  Or  les  coordonnées 
des  tangentes  issues  du  point  {x,  y)  vérifient  les  deux  équations 

a-{iv^  —  Icuiv  —  b-u-)  +  a-tv^  —  b*v-  —  0,  ux  -h  vy  -^  ic  =  0  ; 

en  éliminant  v  entre  ces  équations,  on  obtient  une  équation  homogène  en  «  et  w, 

a-y^{)i-  —  2cuw  —  b-u-)  -ha-y'-w-  —  6'(ux  -i-  tv)^  =  0 
ou  iv^(ia^y-  —  b')  —  '2.uw{a-cif  +  è*.r )  —  b-u-{ah/  -+-  b'^x-)  =  0. 

L'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe  est  donc 

[a-af  -h  b'x)-  -h  b-{a^y^  ■+-  b-x^){2aY  —  fc*)  =  0  ; 
elle  contient  y-  en  facteur  et  s'abaisse  ensuite  à 

26*J,*4-  a\V  +  b')y'-  -+-  2i-cx—  b^  =  0, 
qui  est  l'équation  cherchée. 

Solution  géométrique.  —  Con.sidérons  le  cercle  principal  de  l'ellipse  dont  celle-ci  est  une  projection 
orthogonale.  Deux  directions  conjuguées  dans  l'ellipse  proviennent  de  deux 
directions  rectangulaires  dans  le  cercle.  Le  problème  transformé  est  donc 
celui-ci  ;  trouver  l'enveloppe  d'une  corde  M,MJ  dit  cercle  qui  est  vue  du  point  F 
sous  un  angle  droit.  Soient  I  le  milieu  de  la  corde  MiMj  et  C  le  milieu  de  OF  ; 

nous  avons  01"  =  a^  —  ÎmT  =  «'  —  IF'  ;  donc  01"  -i-  IF^  =  a-.  Or 
Ôi'-f-ÎF-  est  égal  à  2ÏC"  +  20C*  ;  nous  avons  ain^i  2ÏC"  +  -|^=a2  et, 
par  suite, 
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Le  lieu  du  point  I  t>sl  donc  un  cercle  de  centre  C  et  ayant  pour  rayon  - — :  la  podaire  de  l'enve- 
loppe de  iMiM,'  par  rapport  au  point  0  est  un  cercle;  par  conséquent,  cette  enveloppe  elle-même  est  une  coni- 
que ayant  pour  foyer  le  point  0  et  pour  centre  le  point  C,  c'est-à-dire  pour  second  foyer  le  point  F.  Cette 
conique  est  visiblement  une  ellipse  et  elle  se  projette  sur  le  plan  de  l'ellipse  donnée  suivant  une  ellipse. 

G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse,  et  H.  de  LABARRE,  k  Lyon-Point  du  Jour. 

Bonnes  solutions  analytiques:  MM.  i.  Soidot,  lycée  de  Rouen;  G.  FoocnVj  à  Roanne;  A.  Jacgey,  à  Lyon  ;  Dessmonh.  à 
Alger  ;  M.  Gbangier,  à  Mouleydier  ;  H.  Janois,  à  Nantes  ;  G.  Cottï,  à  Dijon. 


1456.  —  On  donne  deux  axes  de  coordonnées  reclangidnires  et  les  deux  cercles  ayant  pour  équalions 

X- -\- y^  —  R- =  0,  (i— a)-H- j/2_R'2_o. 

1°  Former  l'équation  générale  des  cercles  T  tangents  au  premier  et  orthogonaux  au  second. 
2°  Lieu  des  centres  des  cercles  V. 

3°  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  P  par  rapport  à  ces  cercles.  On  trouve  une  conique  S.   Étu- 
dier le  genre  de  cette  conique  selon  la  position  du  point  P  dans  le  plan. 

4°  Lieu  des  points  P  pour  lesquels  la  conique  S  est  une  hyperbole  équilatére. 
o»  Déterminer  les  points  P  pour  lesquels  laconique  S  est  un  cercle. 

i.  Un  cercle  quelconque  tangent  au  cercle  (0)  a  pour  équation 

(!)  x-  -t-  y-  —  R^  -t-  /(ar  cos  o  -t-  y  sin  •?  —  Rj  =  0  ; 

pour  que  ce  cercle  soil  orlhogonal  au  cercle  (0'),  il  faut  et  il  sutfit  que  la  puissance  du  point  0'  par 
rapport  ace  cercle  soit  égale  à  R'-.  Nous  avons  ainsi  la  condition 

a-  —  II'  4-  /.{a  cos  o  —  R)  =  R'^  d'où  nous  tirons  "/■  =  ■ --— » 

a  cos  o  —  R 

et,  en  remplaçant  À  par  cette  valeur  dans  l'équation  (I),  nous  avons 

[x-  -^y-  —  R')(a  cos  o  —  R)  -4-  fR^  +  R'^  —  a-){x  cos  'f  +  )/  sin  ç  —  R)  =  0  ; 
c'est  l'équation  générale  des  cercles  (r),  tangents  au  cercle  (0)  et  orthogonaux  au  cercle  (0'). 

2.  Le  centre  d'un  des  cercles  (r)  est  déterminé  par  les  équations 

2a;(acoso  — R)-+-(R'-f-R"  — a=)cosç,  =  0,  2)/(a  cos  =>  — R)-^(R2  +  R'-  — a-)  sin  o  =  0, 

et,  pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  il  suffît  d'éliminer  o  entre  ces  deux  équations. 

V  -r  .  ,  ., 

On  en  tire  aisément     tg  -  =  — ,     et  par  suite,     cos  o  = ,  U  autre  part,  la  première 

x  '  ■         ±  \/x-  -h  y- 

équation  s'écrit 

(•os  ç[2ax  -t-  R2 -+-  R'-  —  a=]  =  2Rar  ; 

remplaçons-y  cos  o  par  sa  valeur,  puis  élevons  au  carré;  nous  obtenons  l'équation  du  lieu 

(-2aa7-+-R--f-R'^  — a*i- 
(C)  X-'  +  rf  = ^1^^ '-  ■ 

Elle  représente  une  conique  (C)  ayant  pour  foyer  le  point  0,  pour  directrice  la  droite 

2ax -H R2  H-  R-  —  a2  =  0, 
.  .  ,    a 
et  pour  excentricité  -—• 

Cette  conique  est  donc  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  qno  le  point  0'  est  ?» 
l'inlérieiir,  à  l'extérieur  ou  sur  la  circonférence  du  cercle  0. 

3.  La  polaire  du  ixiiiil  l'(.r,:,,  y„)  par  rapport  au  cercle  (1")  a  pour  équation 

2(x.ro  +  i/t/o  —  l{-){a  cos  ç  —  R)  -t-  (R^  -+■  R'- —  a-)[{x -+-  a-»)  cos  ?  -H  (t/  +  ;/„)  sin  o  —  SR]  =  0. 
Ordonnons  cette  équation  par  rapport  à  coso  et  sin  o  ;  elle  s'écrit 
[2a(xx„H-vyo- R')h- (R''+R'''-a^;(a-+x„^]  cos  <?-4-(li'-^R"— a-)(yH-î/o)  ^in?— 2Ria-x„-t-i/t/o-t- ^'"- «"i  =  0> 
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et  l'on  voit  immédiatement  que  l'enveloppe  de  cette  droite  est  délinie  par  l'équation 

qui  représente  une  conique  S. 

Pour  délerminer  la  nature  de  cette  conique,  calculons  les  coefficients  A,  B,  C  de  .c^  iiy  et  y-. 
Nous  avons 

A  ^  (2ax„  -+-  R-  +  R'*  —  a-)'  —  AR^xl, 
C  =  (R^  +  R'2  —  a^)'  -+-  'ia'-yl  —  4R21/2, 
B  =  2ai/„(2«Xo  +  R^  +  R'-  —  a^)  —  4R2a;„i/o, 
et,  en  formant    AC  —  B-,     od  trouve  aisément 

AC  —  B^  =  (R2  +  R'^  -  aYd^aXo  -h  R^  -+-  R'-  —  a^-f  —  AR^[ii  ■+-  j/=)]. 
La  séparative  est  donc  la  courbe  C. 

Pour  les  coordonnées  de  l'origine  (foyer  de  la  conique  Cj,  AC  —  B-  est  positif.  Il  en  résulte  que 
la  conique  S  est  une  ellipse  si  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  laconique  C,  une  hyperbole  si  le  point  P 
est  à  l'extérieur,  et  enfin  une  parabole  si  le  point  P  est  situé  sur  la  conique  C. 

4.  Pour  que  la  conique  S  soit  une  hyperbole  équilatèrc,  il  faut  qu'on  ait    A  h-  C  =  0,     ou 

2(a-  —  m{xl  4-  yi)  H-2aXo(R'  -t-  R"  —  a')  +  (R'  -+■  R''  -  a')'  =  0. 
On  vérifiera  aisément  que  cette  équation  exprime  que  le  point  P  est  situé  sur  le  cercle  orthoptique 
de  la  conique  C. 

5.  Pour  que  la  conique  S  soit  un  cercle,  il  faut  qu'on  ait 

A  ==  C,  B  =  0, 

ou        {xl  —  j/5)(a-  —  R')  H-  ax,{W  -+-  R"-  —  a^)  =  0,  '7o'a(2aa-„  -t-  R»  4-  R'^  —  a'-)  -  2R»x„;  =  0. 

La  résolution  de  ce  système  d'équations  en  ar„,  yo  donne  les  solutions  suivantes  : 
1°    a;,,  =  0,    j/o  =  0  ;     c'est  l'origine  des  coordonnées,  l'un  des  foyers  de  la  conique  C. 
„„     ^         fl(R2_^R'2_a^) 


R^- 


y„  =  0,     c'est  le  second  foyer  réel  de  C. 


a(R2  +  R'^  — 0-)          ,              1    (R2-(-R'2_aî)^  ,       ,         ,  .... 

o'    x^  =  — — !    î/,:  = ; 77- — — 5    ce  sont  les  deux  foyers  imaginaires  de 

2(R-  — a-)  4        (R»  — a-)- 

la  conique  C. 

Donc  pour  que  la  conique  S  soit  un  cercle,  il  faut  que  le  point  P  soit  un  des  foyers  de  la  conique  C. 

Remarque.  —  Si  l'on  forme  l'équation  de  l'ensemble  des  tangentes  menées  du  point  P  à  la  coni- 
que C,  on  voit  aisément  que  ces  droites  sont  perpendiculaires  aux  directrices  asymptotiques  de  la 
conique  S  ;  on  en  déduit  immédiatemont  la  solution  des  dernières  parties  de  la  question  proposée. 

BROS,  à  Al bi. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Ciiaubran,  lycée  de  Tours  ;  G.  Foccby,  à  Roanne;  M.  Grangikh,  .i  Mouleydier  ;  H.  de  Labarhe,  à 
Lyon  ;  Le  Bla.nc,  collège  Chaptal  ;  CJof ménebr,  lycée  de  Rouen  ;  D.  Tabakoff,  à  Sofia  ;  G.  Pélissier,  à  Toulouse. 


1457.  —  D'un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse  on  abaisse  sur  les  diamélres  conjugués  égaux 
les  perpendiculaires  MP,  MQ  ;  la  médiane  MR  du  triangle  MPQ  est  perpendiculaire  à  la  polaire  du  point 
M.  Cas  où  le  point  M  est  sur  l'ellipse. 

Soit  x--j-y^  —  f(- =  0  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux  diamètres  conjugués  égaux; 
nous  désignerons  par  9  l'angle  des  axes  de  coordonnées  et  par  x„,i/(,  les  coordonnées  du  point  M. 

La  perpendiculaire  menée  du  point  M  à  Ox-  a  pour  équation 
a-  —  X(,  -I-  (y  —  y„  cos  0=0; 
elle  rencontre  Ox  en  un  point  P  qui  a  pour  abscisse    x^  +  ^o^^s  6. 
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De  même,  l'ordonnée  du   point    Q,    projection  orthogonale  du  point    il    sur    0>j    est  égale  à 
»/„  +  ar„cosO. 


■V   -\—  Il    cos  'i 
Il  en  résulte  que  le  point  R,  milieu  de  PQ  a  pour  coordonnées     — — ~ et 


donc  le  coefficient  angulaire  de  MR  est  égal  à 
■r„cose-Hyo 


Xo  -+  !/o  COS  6 


y„  —  .i\  cos  e 
x„  —  y„  cos  0 


y„  -h  x„  cos  0  . 


Comme  d'autre  part  l'équation  de  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à  l'ellipse  est 

xxo-hyy„  —  a^  —  0, 

le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  est -\    il  est  alors  facile  de  vérifier  qu'en  posant 

î/o 

a'u  ,        ?/„  —  x,,  cos  8 

"'  ~      1 2/o  '  '"  ~  -ro  —  Vo  cos  0  ' 

on  a  la  relation     1  -+-  mm'  -+-  [m  +  m')  cos  0  =  0,     et  la  proposition  est  établie. 

Si  le  point  M  est  sur  l'ellipse,  la  polaire  de  ce  point  est  la  tangente  en   M  ;  par  suite,  la  droite    MR 

est  normale  à  l'ellipse  au  point  M. 

Alfred  GUEIRARD,  à  Toulon. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Amblabd,  Conducteur  des  ponts  et    chaussées,    à  Ruines  (Cantal);  Bbos,  à   Albi  ;    Folcry,   à 
Roanne  :  Tabakof,  à  Sofla  (Bulgarie). 

Solution  géométrique.  —  On  sait  que  dans  une  conique  ii  centre,  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques sont  deux  rayons  homoloj;aes  de  deux  faisceaux  en  involution.  Soit  0 
le  centre  de  l'ellipse,  OA  et  OB  les  axes,  Oj;  et  Oy  les  diamètres  conju- 
gués égaux;  les  deux  couples  de  droites  délinissent  l'involution. 

Considérons  le  cercle  (lo)  qui  a  pour  diamètre   O.M  ;  il  rencontre   OA    et 
"  OB    aux  points    C  et   D,    Ox  et  Oy    aux  points   P  et   Q,   qui  sont  les  projec- 
tions du  point    M    sur  les  diamètres  conjugués  égaux.  Comme  V)x  et  Qy  sont 
symétriques  par  rapport  a  O.A  et  OB,   le  point   C    est  le  milieu  de  l'arc    PQ, 
et  le  diamètre  CD    passe  par  le  milieu  R  de  PQ. 

Le  point  R  étant  le  point  de  Frégier,  la  droite    MR   rencontre  le  cercle  en 
■^ un  deuxième  point  H,    et   OH  est  le  diamètre  conjugué  de    OM;   comme  l'an- 
gle  OHM     est  droit,   MR  est  perpendiculaire  à  ce  diamètre. 

Or  la  polaire  de    M  par  rapport  a  l'ellipse  est  parallèle  au  diamètre  conju- 
gué de   O.M,  donc  le  théorème  est  démontré. 

FEKOIILLET,  soldat  au  7oc  de  ligne  à  Romans  (.Drôme). 

Autre  solution  gconiêtrique  par  M.  Quémè.veib,  lycée  de  Rouen. 
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ÉCOLE  CE.NTRALE 
Malhémaliques. 
Statique 
1515.  —Évaluer  en  dyne>  la  force,  due  à  la  pesanteur,  appliquée  à  un  corps   pesant  un  kiiogi-amme  . 
L  accélération  de  la  pesanteur  est  de  981  centimètres  par  .seconde. 

ArrucATioN.  —  Une  sphère  ayant  un  centimètre  de  rayon,  formée  d'une  matière  homogène  pesant  l  tonnes," 
par  mètre  cube,  est  suspendue  à  un  lil,  de  masse  négligeable,  attaché  à  uu  point  ().    Elle  est  maintenue  en 
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équilibre  par  une  force  F  horizontale  et  rencontrant  la  verticale  de   0,   dans  une  position  telle  que  le  fil  fasse 
300  avec  la  verticale  de   0. 
Évaluer   F    en  dynes. 

Géométrie  analytique  et  Cinématiol'e  / 

1516.  —  Les  ai\esOxy:  sont  rectangulaires.  Une  droite  A  qui,  à  l'instant  0,  a  pour  équations  x  =  a, 
y  =  0,  tourne  autour  de  0:  avec  une  vitesse  angulaire  constante  (,,.  Un  point  P  se  meut  sur  A  dételle 
manière  que  sa  cote  soit  donnée  en  fonction  du  temps  (  parla  relation  z  =  6  cos  (2ai« -j- o).  Ce  point  P 
décrit,  dans  l'espace   Oj-i/j,    une  trajectoire   C. 

1°  Étudier  comment  varie  la  grandeur  de  l'accélération  de  P  avec  la  position  de  P  sur  C  et  construire 
le  vecteur  accélération  pour  une  position  donnée  de   P. 

2°  Construire  les  différentes  formes  de  la  projection  orthogonale  c  de  C  sur  le  plan  xOz,  suivant  les 
valeurs  de  o,  et  indiquer  par  des  flèches  le  sens  dans  lequel  c  est  parcouru  par  la  projection  p  de  P. 
Équation  de  c   pour    o  =  0. 

3°  Montrer  que  la  discussion  précédente  fournit  les  différentes  formes  de  la  projection  orthogonale  ci 
de  C  sur  un  plan  passant  par  Oz  et  faisant  l'angle  0  avec  Ox  et  qu'elle  prouve  en  particulier  que  C  est 
l'intersection  de  deux  cylindres  paraboliques  égaux  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  xOy  et  perpendicu- 
laires entre  elles. 

Former  les  équations  de  ces  deux  cylindres. 

{13  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Physique  et  Chimie. 

I.  —  Détermination  delà  chaleur  de  fusion  de  la  glace  à  l'aide  du  calorimètre  de  Bunsen. 

1517.  Etant  donnés  deux  points  X  et  IJ  dans  l'air  et  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles  d'épais- 
seur e  interposée,  on  définit  la  position  de  ces  points  par  leurs  distances  respec- 
tives AP  =  a  et  BQ  =:  6  aux  faces  d'incidence  et  d'émergence  de  la  lame  et 
par  la  distance  PQ'  =  cl  des  projections  des  points  A  et  B  sur  l'une  des  faces. 
Un  rayon  de  lumière  monochromalique  pour  lequel  l'indice  relatif  du  verre 
est  n  suivra  la  route  AM.NB  que  l'on  demande  de  déterminer  en  établissant 
l'équation  qui  fait  connaître  la  distance  PM  =  x  du  point  d'incidence  au  pied  de 
la  perpendiculaire  AP. 

Que  devient  cette  équation  dans  le  cas  où  le  point   B  vient  sur  la  surface 

d'émergence?  Dans  ce  cas  particulier,  et  sachant  que  la  lumière  passe  du  point  A 

B     au  point   B    dans  le  temps  minimum,  déterminer  la  relation  qui   existe  entre  les 

vitesses  v  et   v'  de  la  lumière  dans  l'air  et  dans  le  verre  d'une  part,  et  les  angles  a  et  ?   que  font  avec  la 

normale  au  point   M  les  rayons   AM   et  MN   d'autre  part. 

III. —  Anhydride  sulfurique. 

IV. —  1518.  i"  On  fait  passer  un  courant  de  chlore  jusqu'à  refus  dans  de  l'eau  tenant  en  suspension 
1  gramme  de  phosphure  d'hydrogène  solide.  Quand  il  a  complètement  disparu  on  évapore  à  sec  dans  une 
capsule  de  porcelaine,  puis  on  chauffe  au  rouge  sombre.  Écrire  les  réactions  et  calculer  la  masse  du  résidu. 
2°  On  chauffe  i  gramme  du  même  phosphure  solide  avec  un  excès  de  cuivre  pur.  Dire  ce  qui  se  forme  et  quel 
gaz  se  dégage.  En  calculer  le  volume  et  la  masse.  3»  Expliquer  comment  on  utiliserait  ces  deux  expériences 
pour  déterminer  la  composition  centésimale  du  phosphure  d'hydrogène  solide.  Établir  cette  composition  en 
masses. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

(13  juin,  de  2  h.  1/2  à  5  h.  1/3.) 

Epure  de  géométrie  descriptive. 

SPHÈRE    BITANGENTE    AU    TORE 
450  mm 

1519.  —  Cadre  -—■  .  Placer  la  ligne  de  terre  ary  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  SaOnim  du  côté 
inférieur. 
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«jj -. 

p 

,.._.i33 , 

*  1  1 

,-■--- no 

«•y 

Le  tore,  reposant  sur  le  plan  horizontal,  est  engendré  par  un  cercle  de  iOmm 
de  rayon,  tournant  autour  d'un  axe  vertical  ;  cet  axe  a  sa  projection  verticale  au 
milieu  de  la  feuille;  son  pied  est  à  I20nim  au-dessous  de  xy .  La  distance  du  cen- 
tre du  cercle  générateur  a  l'axe  est  égale  à  TOnm . 

La  sphère  bitangente  au  tore  a  140™"  de  rayon,  son  centre  o,o'  (à  déterminer) 
est  au-dessus  du  tore,  vers  la  gauche  de  la  feuille  et  dans  un  plan  vertical  P'aP 
conduit  par  l'axe  du  tore  et  tel  que  l'angle    xsP  =  43°. 

Après  avoir  déterminé  les  projections  de  la  ligne  communes  aux  deux  surfaces, 
on  représentera  laparlie  solide  du  tore  extérieure  à  la  sphère,  en  supposant  celle-ci 
enlevée. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  indiquera  les  constructions  d'un  point  quelconque 
de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  constructions  des  poinls 
principaux  et  des  lignes  particulières. 

Les  points  principaux  seront  mis  en  évidence  par  de  petites  circonférences  de 
1mm  de  rayon,  ayant  ces  points  pour  centres  (trait  rouge  continu). 

Titre  extérieur  :   Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur:  Sphère  bitangente 

au  tore. 

(1^  juin,  de  7  h. à  li  h.) 
Trigonométrie. 


1520.  —  Dans  le  triangle  ABC  on  donne  les  longueurs  b,  c,  h  des  cotés  AC,  AB  et  de  la  hauteur  AD. 
1°  Former  l'équation  qui  donne  la  longueur  a  du  côté  BC. 

2»  Former  et  discuter  l'équation  qui  donne  cos.\. 

3°  Comparer  l'angle  A  à  un  droit  et  construire  le  triangle  dans  le  cas  limite. 

40  Construire  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  connaît  les  longueurs  6,c,  h. 

C.4LCUL   LOGARITHMIQIE. 

1521.  —  Calculer  l'élongation  x,  au  temps  38  secondes,  dans  le  mouvement  reetiligne  défini  par  l'équa- 


X  :=  a  COS  ((ot-h  aj, 
0,23, 


a  =  _(C.  G.S.) 


a  =  (0,2767 

♦ 


[14  juin,  de  2li.  i,S  a  5  It.  112). 


QUESTION  PROPOSEE 


1522.  —  On  considère  un  segment  de  droite  AB  ayant  pour  longueur  2<i  et  par  les  poinls  .K  et  B  on  mène 
deux  demi-droites  Aw  et  Bp  parallèles  et  de  môme  sens. 

1°  Trouver  l'équation  du  cercle  tangent  à  AB,  ku  et  Bt-,  en  fonclion  de  l'angle  <?  que  fait  la  direction    l!r 
avec  la  direction  .\B,  et  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  M  de  la  demi-droite   Bc  avec  le  cercle  indiqué  et  les  coordonnées 
de  .M  en  fonction  de  o. 

30  On  demande  de  rectifier  cette  dernière  courbe,  de  trouver  sa  longueur  totale,  de  calculer  le  rayon  de 
courbure  et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  en  un  point  variable  avant  pour  paramètre  o. 

E.  H. 
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HEVUE   DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


CALCUL  APPROCHE   DE  CERTAINES  SÉRIES 

par  M.  Pernot,  ancien  «lève  île  l'École  Polytechnique. 


Supposons  la  convergence  de  la  série  établie  en  montrant  que,  pour  a>l,  Uni.  »'»„  =  A', 
nombre  fini. 

Désignons  par  S  la  somme  de  la  série,  et  proposons-nous  de  calculer  une  limite  supérieure  de 
S  —  S„,      lorsqu'on  s'arrête  à  un  rang  m  déterminé. 

M  étant  un  nombre  supérieur  à  A,  on  peut  toujours  vérilier,  à  partir  d'un  certain  rang,  l'inégalité 

M 

«'.<  —  • 

On  aura  S  — S„<Mf— 4 

1 

Considérons  donc  la  série     u„  =  —    et  soit  S'  la  somme  de  celle  série. 

On  a  éviaemmenl  So„  —  S'„  <;  no„  —  n  . 

En  faisant  successivement  »;  =  2'',  2'+',     etc.. 

SV2  — SWi<         ^ 


2(v+i),ï-i) 


En  ajoutant,  et  passant  à  la  limite,  le  premier  membre  devient     S'  —  S'gi  =  S' — S'„     puis(|ue  l'on 
est  parti  de     ji  =  'i''. 

i 

Le  second  membre  est  une  progression  géométrique  de  raison    ;-^^'    dont  la  somme  est 

1 

1  /,  1         \      1 

1  -t- 


1  2'-i  _  1       „'-'         \  2'-'  —  1  /   n 

~  2^-' 

On  a  donc  S  — S„  <  M(  1 -+- — -) -• 

\  2'~'  —  1  /  n'~' 

Remarque.  —   Le   procédé    précédent  consiste  à  remplacer  la  série   barmoniquC   avec   exposants, 

v„=  —•     par  le  groupement  de  Cauchy  dont  la  forme  générale  est 

uVu  -H  a-i\i  H-  ■■■  -t-  a"v^n  -+-  ■■ 
On  pourrait  donc  employer  tout  nombre  a  autre  que  'i  ;  on  aurait 

a— 1 

^'an  —  S'  >< (a —  i)nv„  — ■ 
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Un  calcul  identique  au  précédent  conduit  a 


S  -  Sn  <  -M 


n^-'  —  I         »^-' 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  Ton  pourrait  chercher  le  minimum  du  second  facteur  quand  n  varie, 
a  étant  fixé.  On  trouve  qu'il  suflit  de  prendre  rt  >■  1  et  aussi  petit  que  possible,  a  =  2  convient 
donc  bien  dans  la  pratique. 

sin  n 
Application.  —  Soit  la  série  u„  =  — - — 

La  série  est  absolument  convergente  pour     ^  >  1,     puisque 

1 

u„  <  —  • 
h' 

1 

Prenons,  par  exemple,     a  =  6    et  proposons-nous  de  calculer  la  somme  de  la  série  à     — — -    près. 

Cherchons  à  déterminer  n  pour  que  l'on  ait 


S  —  S„  <  ——5  en  faisant  M  =  1. 

200 


D'après  ce  qui  précède, 


„5  >  ■^-^^-"",  ou  n'  >  206. 

Il  suffit  de  prendre     n  =  3     et  de  calculer  chacun  des  trois  premiers  termes  à    — —    près,  prati- 

1 

quement  a    j^^    près. 

1 

Aulre  exemple.  —  Soit  la  série     «„  =  — - — —  • 

'^  H(Lli)' 

Elle  est  convergente  lorsque  la  série 

1  1 


i'„  =  2". 


i"(L(2"))'         »'(L2)' 
est  convergente,  ce  qui  a  lieu  pour     i  >  1,    puisque 

Uni.  >i'y„  =  —. n'est  pas  inlinie. 

(L-2)' 

On  i>eut  appliquer  le  procédé  précédent  pour  le  calcul  de  la  série. 
Le  même  procédé  s'applique  à  toutes  les  séries 

... = 4^. 

/"  et  o  étant  des  fonctions  entières  de  n,  et  le  degré  de  a  surpassant  celui  de  f  d'au  moins  deux  unités. 
11  s'applique  également  à  toutes  les  séries  que  le  groupement  de  Gauchy  permet  de    comparer  à 
une  progression  géométrique. 
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Mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences  physiques. 

1449.  —  Inlàjrer  icquaiion  di/féieuliellr 

dii 

Conslruire  la  courbe  intrrjrale  (/ni  passe  par  le  point  de  coordonnées     x  —  G,     y  =  i. 

Pour  intégrer  cette  équation  diUerentielic  linéaire  posons     y  =  tiz  :     nous  aurons 

dtj  du  dz 

dx  dx  dx  ' 

l'équation  deviendra 


dx  dx  J 

Groupons  les  termes  en  z, 


[,  du  -\  dz 


et  calculons  u  de  façon  que  le  coellicienl  de  ;  soit  nul  : 

du  xdx 


u  1  —  x^ 

Si  on  suppose     —  1  ■<  ,r  ■<  -t-  1,     on  a  de  suite 

1  J- 

Lît  —  —  L(l  —  x'},  A'oii  u  =  (i—  x^)  - 

Portons  cette  valeur  de  u  dans         (1  —  x-)u—^ 1  =  0, 

dx 

(1  —  a,-)  ^  -r-  =  1,  ou  (/:  —  - 


dx  ,  — 

(i-x-)-^ 


J: 


Pour  calculer  cette  intégrale,  faisons  un  cliangemeni  de  variable.   Puisque    x   est  compris  entre 

—  1     et     -1-1,     nous  pouvons  poser    .r=:sin/;     nous  aurons     dx  =  cosldt, 

/'  cos  Idl  r     dl 

puis,  :  =    / —  =    /  =  tg  <  -h  C. 

'^      '  J      cos'<  ./    cos-< 

X 

Revenons  à  la  variable  x,  z=  — -==-  -\-  C. 

<Ji  —  x^ 

Nous  avons  par  suite  y  =  x  +  C/l  —  x'. 

Construisons  maintenant  la  courbe  intégrale  passant  par  le  point  de  coordonnées  y  =  \,  x  =  0. 
Ceci  nous  permet  de  calculer  la  constante  C. 

En  faisant    x  =  0,     y  =  1,     on  trouve      C  =  1. 

La  courbe  à  conslruire  est  donc  y  —  x-t-  y/'l  —  x-. 

Cette  courbe  est  une  portion  d'ellipse  de  centre  0  et  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre     — 1     et    -h1. 

X 

Calculons  la  dérivée  :  y'  =  ' 7"=^^  " 

V 1  —  x^ 
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Elle  ne  s'annule  que  pour  une  valeur  positive  de  x,    x  =  — —  • 

Les  variations  de  la  fonction  sont  résumées  dans  le    tableau  suivant  et  la  courbe   a  la  forme 
ci-contre  : 

Construction  de  la 
courbe.  —  I .  On  peut  s'ai- 
der de  la  recherche  des 
tangentes  et  construire  les 
points  principaux.  Pour 
construire  le  maximum  on 
remarque  que  les  coordon- 
nées du  point  sont  égales  à 

1 

— P    et    <,'i-    On  les  cons- 

V- 

truit  donc  au  moyen  de  la 
demi-longueur  et  de  la  lon- 
gueur de  la  diagonale  du 
carré  ACBO,  comme  l'in- 
dique la  figure.  Le  point 

où  la  courbe  coupe  l'axe  des  x  a  également  pour  abscisses    —^  ■   Les  tangentes  en  G  et  D  sont  ver- 

ticales;  celle  en  A  est  inclinée  ù  io"  et  celle  en  E  a  pour  pente  2. 

11.  —  On  peut  construire  la  courbe  par  points.  Considérons  un  point  .M  de  la  courbe.  On  a,  d'après 
l'équation  de  la  courbe,     y  =  PM  =  x  +  \/l  —  a•^ 


X 

y 

y' 

—  i 

—  1 

croit 

0 

1 

croit 

1 

1 

)lax.  =  v/2 

0 

décroit 

- 

+  1 

1 

X 

Or  PQ  =  \/i—x\  PS  =  X, 

donc  si  on  se  donne  l'abscisse  P,  on  aura  le  point  correspondant  de  la  courbe  en  élevant  la  verticale  en 
P  et  en  portant  à  partir  de  son  intersection  Q  avec  le  cercle  sgr  cette  même  verticale  la  longueur  OP 
de  l'abscisse. 

Jean  SOUDET,  Élève  de  spéciales,  lycée  de  Rouen. 


Autre  solution.  —  Remarquons  que    y  =  »    est  une  solution  particulière  de   l'équation  proposée,  et 
posons 


dy 


dz 
d-c 


L'équation  donnée  s'écrit  alors 


puis,  après  réductions, 


d: 


dx 


1— ;  x{\—x-} 

Ln  intégrant,  on  obtient  facilement 


lu  onlin 


—  dz         (       1         1      —  2r  \_, 


Cy/l   —x' 


C  étant  une  eonsliinlc  arbitraire, 


On  en  déduit 


y  1=  ix  ^  a —  C/l  —  K-. 
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Les  courbes  intégrales  sont  donc  des   coniques;    celle  qui  passe   par  le  point    x  =  0,    y  =  l     corres- 
pond à    C  =  —  1     et  a  pour  équation 

y  =z  x-\-  \J{  —  x^,  ou  encore  2x-  —  'ixy  -(- y-  —  I  =0. 

C'est  une  ellipse  avant  son  centre  à  l'orisine,  etc. 

G.  FOLCRY,  à  Roanne. 

Même  solution  de  M.  Baltjf. 

Honnes  solutions  :  MM.  AsiBr.ABn.  h  Ruines  ;  Bros  ;  M.  Lacrknce  ;  W.MtniGOT;  G.  Pélissieb,  à  Toulouse  :  J.-D.  Dofaot,  h 
Poitiers;  M.  Grangier.  à  Mouleydier;  H.  Janois,  à  Nantes;  Louis  Sirk. 


dx- 
iante  donnée. 

L'équation  caractéristique  est  «--(-4  =  0. 

Ses  racines  sont 

.s,  =  2j  et  Si  =  —  2î  ; 

l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  est  donc 

:  =  A  sin  2ï  -H  B  ces  2x, 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre  sera  de  la  forme 

!/  =  :  +  a  sin  ax  +  ^  cos  ax, 

o  et  ^  étant  deux  constantes  que  nous  déterminerons  par  identification. 

Or  on  a  i^'  =  ;'  -j-  an  cos  ax  —  oâ  sin  ax, 

y"  =  z"  —  a-7L  sin  ax  —  a^^  cos  ax  ; 

on  doit  avoir,  par  suite, 

:"  -4-  4:  -I-  2  sin  ax(A  —  a^)  +  3  cos  ax(i  —  a-)  =  sin  ax. 

Mais    î"-t-4:  =  0;     par  suite,     S  =  0    et    ^—— r- 


L'intégrale  générale  cherchée  est  donc 

sin  ax 


4  — a- 
A  et  B  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 


A  cos  2a:  -i-  B  sin  2x, 


BROS. 


Autre  solution.  —  L'équation  sans  second  membre  a  pour  équation  caractéristique  : 

6=  -h  4  =  0 . 
Son  intégrale  générale  est  donc  de  la  forme 

Cl  cos  2a;  -(-  Ct  sin  2a; . 
Tout  revient  à  trouver  une  intégrale  particulière  de  l'équation  avec  second  membre. 
Désignons  par  D  le  symbole  de  dérivation,  et  remarquons  que  l'on  a 

(D'  +  a'-)  sin  aa;  =;  —  a-  sin  axi!  +  a-  sin  as;  =:  0, 

et  par  suite 

(D=-|-o«){D2  +  4jy  =  (D^  +  a')  sin  ox  =  0. 

Or  cette  équation  admet  pour  intégrale  générale 

[il  cos  ax  +  B-2  sin  or  +  Ci  cos  1x  +  Ci  sin  2x. 

L'équation  donnée  (D-  +  4)i/  =  sin  ax  (0 

admet  donc  une  intégrale  particulière  de  la  forme  : 

Bi  cos  ax  -\-  Bî  sin  ax. 

Remplaçons  dans  (1)  y  par  cette  valeur,  on  aura 

(4  —  a-)(Bi  cos  ax  -+-  B»  sin  ax)  =  sin  ax, 

d'où  Bi  =  0,  B.  =  -; r- 
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I, "intégrale  générale  de  l'équation  donnée  est  donc. 

sin  O.T 

V  =  C,  cos  -Zx  -+-  C2  sm  -a.r  + 5- . 

*  —  a- 

.I.-D.  DLIFAIT,  à  Poitiers. 

Remarque.  —  MM.  R.  Manen,  Méuigot,  Graxgikr  ont  remarqué  que  si     n-  =  4     [a  —  ±.  2)     la    solution   de 

X 

l'équation  avec  second  membrane  se  détermine  plus  ainsi.  On  trouve  alors  pour  solution     rp  —  cos  i.c,    en 
posant    y  =  :  cosaa;    et  cherchant  une  solution  particulière  pour  :;. 

Bonnes  solutions:   MM.   G.   Fodchy  ;    J.  Soodet,   ;i   llouen  ;  Amburd,  à  Ruines  ;  M.  GnANGiRR,    à  Moulevilier  ;  R.  Mankn, 
^  Albi  ;  M.  Laurence  ;  W.  Mérigot,  H.  Janois,  h  Nantes  ;  Louis  Sire. 


1451.  —    L'expression — est-elle  la  différenlielle  totale   d'une   fonction   U    des 

deux  variables  indépendantes  x  et  y^  Dans  le  cas  dr  V affirmative,  déterminer  celte  fonction  U. 

Pour  qu'une  expression     Pdx-hQdy     soit  la  diirérentielle  totale  d'une  fonction    u,    il   faut  et  il 
suffit  que 

rfP   _    dQ 
dy  dx 

Cette  condition  est  ici  remplie. 
Pour  trouver  la  fonction  u,  posons 

,(■  -t-  î/  =  :,  d'où  dx  -h  d<j  =  dz. 

Ce  changement  de  variables  nous  permet  de  mettre  l'expression  donnée  sous  la  forme 
dz  zdy  —  ydz 


bien  (/(log:)  -rf^-^^- 


Par  suite,  u  =  \os(x-i-y) hconst. 

BROS. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.   Foncny,    à    Roanne  ;  AnnuARo,  ù  Ruines  ;  M.  OnANCiEn,  à    Mouleydiei- :  II.    Jaxok,  à  Nantes  ; 
W.  Mérigot,  à  Paris  ;  M.  Ladrence;  Louis  Sibe. 


1452.  —  On  considère  la  stirfnce  S  qui,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Or,  Oy,  0:,  a   pour 
équation 

=  =  a--  H- 1/  -+- 1  ; 

on  prend  sur  Or  une  lon(pieur     0.\  =  1,     sur  Oy  une  longueur     OU  =  —  ;    on  joint  AB  et  on  construit 

le  prisme  droit  ayant  pour  hase  le  triangle  OAB.  Calculer  le  volume  limité  par  le  triangle  OAB,  les  faces 
latérales  du  prisme  et  la  surface  S. 

Le  volume  cherché  s'obtient  en  calculant  l'intégrale  double   ffzdvdy    dans  les 
limites  données. 

Le  plan  passant  par  AB  et  parallèle  k  0:  a  pour  équation    x  +  2;/  —  1  =  0. 
.- — -  !>a  portion  du  volume  du  solide  comprise  entre  deux  plans  infiniment  voisins 

parallèles  il  xOz  s'obtient  en  laissant  y  conslaiil,  les  limites  de  la  variation  de  .r  étant 
0  et     1  —  2y. 
Intégrons  une  première  fois  par  rapport  à  .r     //{x-  -t-  ;/ 4-  ^)dl^dx  ;     on  obtient 

./,  '  [-^^^  -^  î/(l  -  2y)  +  1  -  2y]rf;/. 
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Nous  sommes  ramenés  au  calcul  de  l'intégrale  simple  précédente. 
Pour  simplifier  les  calculs  nous  poserons 

1  _2y  =  M,  y  =   -Y~' 

par  suite    dy  = —  .     et  les  limites  de  la  variation  de  ?/  sont  I  el  0. 

En  efîectuant  le  changement  de  variable,  on  a 

d'où  V  =  —  ■ 

3 


BROS. 


Bonnes  solutions  :  MM.  AsiBLABti,  h  Ruines;  G.  Pélissieb,  à  Toulouse;    M.  Laurencb;  0.  Foocry  ;  R.  de   Faria,  h  Paris; 
M.  GnANGiEn,  à  Mouleydier. 


1453  .  —  Un  point   m    dont  la  inasse  est  2?''  est  soumis  à  l'acAion  de  deux  forces,  à  savoir  : 

i°  lin  poids  p  ; 

2°  Une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  0   ayant  une  intensité  constante  el  égale  à  celle  du  poids  : 

(a)  Montrer  que  la  résultante  des  deux  forces  dérive  d'une  fonction  de  forces  U  qu'on  supposera  nulle 
au  point   0  ; 

(P)  Déterminer  et  représenter  les  surfaces  de  niveau; 

(y)  Calculer,  dans  le  système  G.  G.  S.,  le  travail  total  effectué  par  la  résultante  des  deux  forces  quand 
le  point  m  passe  de  la  position  A  située  à  1°"  au-dessus  de  0  sur  la  verticale  de  ce  point,  au  point  B 
situé  à  S0<^"'  de  0   sur  une  horizontale  issue  de  ce  point  ; 

(ù)  Le  mobile  m  est  lancé  du  point  A  dans  une  direction  quelconque  avec  une  vitesse  initiale  de  4<='" 
à  la  seconde  et  soumis  à  l'action  des  deux  forces.  Appliquer  au  mouvement  le  théorème  de  la  force  vive  et 
calculer  la  vitesse  du  point  dans  une  quelconque  de  ces  positions  ;  on  ne  cherchera  pas  la  trajectoire  du 
point. 

Nota. —  On  appellera  r  la  distance  du  viohile  au  point  0  et  z  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal passant  par  0.    On  prendra    g  — 980, 

Prenons  pour  axe  des  :   la  verticale  du  point  0  dirigée  vers  le  haut  et  pour  axe  des  .r  et  y   deux 

droites  rectangulaires,  dont  l'une   Ox  passe  par  B. 

Le  poids  p   a  pour  composantes    0, 0,  —  p,    et  la  force  passant  par  0 

X  y  z 

—  p—,  -  p-'  —p-  ■ 

'    r  r  r 

(a).  La  résullanle  des  deux  forces  a  donc  pour  composantes 

L'expression  de  l'élément  du  travail  est 
rf'5  =  Xrfx -+- Yrfî/ +  Z(/:  =  —p—dx—  p-^dy  —  pl-^  -h  l  \dz. 


Or  on  a 


r^  =r  x^  -+-  y-  -+-  z-,  d'où  rdr  —  xdx  ■+-  ydy  +  zdz . 

L'expression  de   d'ï?   est  donc 

dîi  =  — p{dr-^dz). 
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On  voit  ainsi  que   fM?   est  la  différentielle  totale  de  la  fonction     — p{r-hz).     On  a  donc  une  fonc- 
tion de  forces     u  =  — p{r-^  :)-(-/;;     en  supposant  que  cette   fonction  de  forces  est  nulle  à  l'origine, 

on  aura  

u  =  —  }){r  -t-  :)  z=  —  p(v/x-  -+-y-  +  s-  h-  :)  • 

(?)  —  Les  surfaces  de  niveau  ont  pour  équation     u  =  c'«,     ou     \/x-  -+-  y''+  s-  -+-  :  =  A-     Ou,  en  met- 
tant sous  forme  rationnelle,  x-  -+-  y-  +  '2kz  —  /r  =  0  ; 
ce  sont  donc  des  paraboloïdes  de  révolution  ayant  pour  axe    0:. 

(y)—  Le  travail  total  effectué  par  la  force    X,  Y,  Z    quand  le   mobile  passe  de  la  position    A    à  la 
position  B   est  égal  à  la  difîérence  des  valeurs  prises  par  la  fonction  de  forces  en  ces  deux  positions. 

En  A,     r  =  100,  :  =  100,  u.,  =  —  392000; 

en  B,     r  ==50,  :  =      0,  «„  =  —   98000  (p  =  2.980) 

donc  S  =  «B—  "a  =  2,94.10'  ergs. 

('') —  Le  théorème  des  forces  vives  donne 

V-  =  u-hh  =  —  p{r-i-z)  -H  /(  —  —  p{\/x--hy''  -hz-  -+-:)  +  /;. 

.\u  point    A,     V  —  A""  ;  donc  h   est  déterminé  par  la  relation 

10  =  -  2.980(100-+- 100)  -H  h,  d'où  /;  =  .392016. 

Alors  la  vitesse  en  un  point  quelconque   {r,z)   ou  (x,  ?/,  ;)  est  donnée  par  les  formules 
v'-  =  -  1960()--M)  -H  392016  =  —  1960v^^"T^+T'  -t-  :)  -H  392016. 

En  particulier,  au  point    B  on  trouve 


V-  =  ^/294U16=  542  centimètres-secondes. 

G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 


Bonnes  solutions:  MM.  Amblard,  ;\  Ruines  ;  Bros,  à  Albi  ;  M.  Laurence. 
Assez  bonne  solution  :  M.  Grangieb,  à  Mouleydier  :  Louis  Sire. 
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1444.  —  (Jn  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  G;/  et  iin  point  X  sur  Oy.  Trouver  une  courbe  telle 
que  si  Von  mène  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  cette  tangente  rencontre  Ox  en  un 
point  T  êquidistanl  des  points  M  et  \. 

La  tanfjente  au  point  M(a-,  ;/)    a  pour  équation  Y  —  j/ =  -t^(X  —  x)  ;  elle   rencontre     Ox 

au  point  T  (jui  a  pour  coordonnées    X  =  .t — -^^-r— 5     Y=0;     par  suite  on  a 

D'autre  part,  si  nous  désignons  par  a  l'ordonnée  du  point  A.  nous  avons 


et  la  condition     MT  =  TA  devient 


TA"  =   ix—  ^^  )  +  a\ 


ijdx_Y 
dy  ) 


(  ydx  \  -  /  ydx  \  -        „  ^       dx  „         , 

IV)  "^^^  "  V~^)  ^"''  ""  try—-.r-  +  y^-a'^  =  0. 

Coite  éqtialion  peut  s'écrire 

dx^ 
y—-x^-^y^-a'^0; 
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si  nous  y  considérons  y  comme  la  variable  indépendante  et  x-  comme  la  fonction  inconnue  qu'il 

faut  déterminer,  nous  avons  à  intégrer  une  équation  linéaire  du  premier  ordre. 

Posons     X-  =  uv,     u  et  v     désignant  des  fonctions  de  y  dont  l'une  pourra  être  choisie  arbitraire- 

dx-  dv  du  , 

ment  ;  nous  avons    — r—  =  u— — t-f-r-j     et  1  équation  devient 
«.'/  dy  dy 

tdv  rfu  1  ,        o       ^ 

u— h  V——  I  —  uv-i-y-  —  a-  =  0, 
dy  dyA  ^ 

ou 

dv  dv         dy 

Ecrivons  que  le  coeilicient  de  u  est  nul;  nous  avons     y v  =  0.     ou     —  =  — i     Lu  =  Ly, 

dy  ■  V  y 

et     V  =  y.     Il  est  inutile  d'introduire  une  constante  arbitraire,  puisque  nous  pouvons  particulariser  la 

fonction  v. 

Remplaçons  maintenant  v  par  sa  valeur  y  dans  l'équation  (1),  le   coefficient  de  u  s'annule,   et  il 

reste 

du  ,  j         a-dy 

y'— h  y-  —  a- —  0  ou,  en  séparant  les  variables,  au  =  — cly -\ ^^i 

^    dy       ^  y- 


et,  en  intégrant, 


On  en  déduit 


y 


X-  —  uo  =  \  —  y 1- 1;  li/, 

ou 

x» -H  y»  —  Cy -t- a2  =0. 

Telle  est  l'équation  générale  des  courbes  cherchées,  C  y  représente  une  constante  arbitraire. 

Ces  courbes  sont  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  0)/,  et  qui  coupent  orthogonalement  le 

cercle  de  centre  0  et  de  rayon  a. 

M.  LAURENCE. 

Bonnes  solutions  par  MM.  J.-D.  DcFAox.à  Poitiers  ;  G.  Foucry,  à  Roanne;  G.I'éltssieb,  à  Toulouse  ;  Qoémenkcii,  lycée  de 
Rouen  ;  M.  Grangieb,  à  Mouleydier. 

1454-  —  l.a  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  Ox  en  des  pointsT  et  N 
tels  que  le  segment  TN  ait  une  valeur  constante  2a.   Trouver  l'équation  de  la  courbe  et  la  construire. 

La  tangente  et  la  normale  au  point  M(x,  y)  ont  respectivement  pour  équations 
Y-!/  =  y'(X  — x),  \-y  =  —y{\  —  x), 

y'  désignant  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x. 

—  y 

Le  point  T  où  la  tangente  rencontre  Ox  a  pour  abscisse     OT  =  x -,     et  l'abscisse  du  point  .N, 

_  y 

intersection  de  la  normale  et  de  Ox,  est    ON  =  x  -t-  i/j/'. 

Or,  on  a  

TN  =  TO-l-ÔN  =  ON— ÔT; 
on  en  déduit 

y 

2a  =  yi/' -t- -^)  ou  yy'^  —  2ai/' -i- y  =  0; 

c'est  l'équation  ditîérentielle  des  courbes  cherchées. 
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Nous  allons  intégrer  celle  équation.  Pour  cela,  lésolvons-la  par  rapport  à  y'  ;  nous  avons 


y  = — 


dy 


puis  remplaçons   y'  par  — ^,    nous  pouvons  alors  séparer  les  variables  et  écrire 


(1) 


dx 


Vd'.l 


Ja- 


Posons    ±ija- —  y- —  t;     nous  en  tirons     a-  —  y^  =  t-,      ydy  —  — tdl,     et  l'équation  différen- 
tielle devient 


dx  = 


tdt 


-  1  )dt. 


a-h  t         \  a-h  t 
L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

x  +  C  =  (iL  a+  t)  ~  t, 
C    désignant  une  constante  arbitraire,  ou  en  remplaçant  <    par  sa  valeur     s.'J  a-  —  y-,     (s  =  zh  1) 
a'+  C  =  aL{a  -\-  ô\  rt-  —  y^)  —  £v'  a-  —  y-. 
A  chaque  valeur  de  C  cette  équation  fait  correspondre  une  courbe  intégrale.  11  suffira  de  construire 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  toutes  les  autres  s'en  déduiront  par  des  translations  parallèles  à  Oj:. 
Nous  construirons  la  courbe  correspondant  à    G  =  0. 

1°  Supposons  d'abord     e  =  -+-  1  ;     nous  avons  .t  =  aL(a  +  \/ a-  —  i/)  —  \^a^—>j-- 

Si  nous  changeons  y  en    —y,    x  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à   Ox. 
Nous  ferons  varier  y  par  valeurs  positives. 

Pour  que  x  existe  il  faut  que     a- —  y-     soit  positif.  Supposons     a>0;     nous  ferons  varier  y  de 
0  à  a. 

L'équation  différentielle  (1)  nous  donne  la  dérivée  de   x   par  rapporta   y, 

di:  ^  y 

dy         a-i-v^a*  —  y- 
dx 


Quand   y  croît  de   0   à   a,   —    est  positif,  et  x  croît. 


dx 


Pour  y  =  0,  x  est  égal  à  rtL2a  —  a,  et  — r-  est  nul  :  la 
courbe  part  du  point  .\  situé  sur  Oj:  et  la  tangente  en  ce  point  est 
parallèle  à  Oy.   Pour     y  =  a,     x  =  ci\m     et     --r—  =  1  ;     nous  obtc- 

dy 

\         J      nous  l'arc  de  courbe  AR,  et  la  tangente  au  point  15  est  parallèle  :\   la 
bissectrice  de  l'angle  .tO;/. 

2"  Prenons  maintenant     c  =  —  I  ;     nous  avons 

—  =        y 

dy  a  —  v'''"  —  V' 


X  =  aL{a  —  v/a-  —  y')  -t-  \fa'^  —  ?/-, 
dx 


(t  nous  faisons  encore  varier  y  de  0  a.  n;    — —  est  positif  et  .r  croît  de  —  oc  à  uLa,  ce  (lui  donne  la 

dy 
branche  de  courbe  CB. 

La  courbe  intégrale  se  compose  dos  branches  Ciî,  BA  et  de  leurs  symétriques  par  rapport  à  Oj. 

PHÉVOST,  lycée  de  Heims. 

nonnes  solutions  par  MM.  AMni.Ann,  conducteur  des  ponts  et  cli.niissi'es  ft  Ruines  (("anlal)  ;  Unes,  h  AIbi  ;  DitssiMONn,  iV 
Alger  ;  Ddumiibht.  à  (;ienolile  ;  G.  Kstkdkn,  ;i  liordeaux  ;  I'.  Caussot,  à  Ilar-le-Dur  ;  Le  Bi.*nc,  collège  Chaptal  ;  M.  Laoiiknck; 
Jean  I  avh.i.o.n,  lycée  île  Itoucn  ;  OuK^ENEun,  lycée  de  Koiien  ;  Kiigène  Vag.xkux. 
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1455.  —  Théorèmes.  —  1°  P,  P'  et  (J,  (J'  étant  les  projections  des  foyers  F,  F'  d'une  ellipse  j»r  une 
droite  quelconque  et  sur  la  parallèle  à  cette  droite  menée  par  son  pôle,  on  a 

FP.F'Q'-f-F'P'.FQ  =  2b\ 
2°  P,  V  et  Q,  Q'  étant  les  projections  des  extrémités  F,  V  d'un  diamètre  d'une  des  focales  d'un  ellip- 
soïde sur  un  plan  parallèle  à  la  tanrjente  à  la  focale  en    F    et  sur  le  plan  parallèle  au  précédent  mené  par 
son  pôle,  on  a 

FP.F'Q'+F'P'.FQ  =  2A-', 
k  étant  le  demi-axe  de  l'ellipsoïde  perpendiculaire  au  plan  de  la  focale. 

Nous  supposerons  l'ellipse  et  l'ellipsoïde  rapportés  à  leurs  axes  de  symétrie. 

1"  Les  équations  d'une  droite  ot  de  la  parallèle  menée  par  son  pôle  étant 

a-u-  -f-  b'-v^         . 
ux  -h  vu  -+-  ir  =  0,  ux  -+-  vu  -\ =  0, 

on  a 


FP  =     ';!l:^,  FQ  = 


F'P'  =        -_Zr-  ,  F'Q'  = 


(les  radicaux  étant  tous  précédés  du  même  si;^ae),  et  par  suite 

„     ,„-                              — c-m'-i- a-ir- +  4-u- 
FP.F'O'-H  F'P'.FO  =:  2 -— =z  2bK 

U-  -H  V- 

2°  Les  équations  d'un  plan  et  du  plan  parallèle  mené  par  son  pôle,  étant 

o'm^  -i-  b-v-  +  c'-w- 
ux-hvij  -i-  ivz  -i-  r  —  0,  ux  +  vy  -+-  irz  -. —  0, 

si  l'on  désigne  par    .z-,„  i/„,  0    et    — Xq,     — y^,     0   les  coordonnées  des  points  F,  F',  pris  pour  fi.\er  les 
idées  sur  la  focale  située  dans  le  plan  Ox-;/,  on  a 

ahi-  -h-  b-v^  +  c-iv- 

XqU  +  y„v  H 

FP  =   "'■'"  '   ■'""   '— .  FQ  = 


x,jU  -f-  ?/,jU  -1-  r 

V  «■-  H-  t'-  -f-  II'-  v'u'  ■ 

a''u--+-  b^v-  -\~  c-w- 


—  Xu»  —  u„v  -H  - 
F'P   =  ■'"      — .  F'Q'  = 


y/u-  -h  V^  -i-  IV-  \  U^  +  t-  -+-  IV- 

et  par  suite 

—  (x,,u  -\- u„v]'  -+-  a^u-  +  b-v-  -h c^w^ 
FP.F'O'+F'P'.FQ  =2 ^  "        ■^"  ' ^—^, 

u*  H-  u-  -+-  W- 

Mais  le  point  F  étant  sur  la  focale, 


Vo- 


o'  —  c-        b*  —  I 
et  le  plan  considéré  étant  parallèle  à  la  tangente  à  la  focale  en  F,  on  peut  poser 

a-  —  c-  b-  —  c- 

Dans  ces  conditions,  il  est  facile  de  vérifier  que 

—  (xo!«  +  yov)-  -+-  («■-  —  c-)u^-\-{b-  —  c-)c-  ~  0 


u  (1) 
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équivaut  à  la  relation  (1).  On  en  conclut  que 

FP.F'Q'-hF'P'.FQ  =  2c2. 
Remarque.  —  Lorsque  :  1°  la  droite  est  tangente  à  l'ellipse  considérée  ;  2°  le   plan  est  tangent  à 
l'ellipsoïde  considéré,  on  a    FQ  =  FP,    F'Q'  =  F'?',     et  Ton  retombe  sur  les  théorèmes  connus  : 

!•       FP.F'P'  =  é^  2°      FP.F'P'  =  R 

VASNIER. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Fenoiillet,  soldat  au  756  de  ligne  ;  x.  Dkdid,  k  Bucarest;  Bbos,  à  Albi  ;  M.  Laurence. 

Solution  géométrique.  —  Soient  M  le  pôle  de  PP'  et  M'    le  pôle  de   QQ' ;  la  droite  MM'  passe  par  le 
centre,  rencontre  l'ellipse  en  S,  et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à    PP'.    Menons  par  le  rentre    0    la 
parallèle  à  PP'  et  soient  I  et  I'  les  points  oii  elle  rencontre  FP  et  F'P'. 
La  relation  harmonique  nous  donne 

m-  =  IP.IQ  ou  IR.l'IV  =IP.I'Q'; 

or  IR=FR  — FI,  l'R' =  F'R'  — F'I', 

ou  l'R' =  F'R' -h FI  ;    etc. 

On  a  donc 

(FR  -  FI)(F'R'  4-  FI)  =  (FP  —  FI)(F'Q'  -+-  FI), 
puis 

FR.F'R'  =  FP.F'Q'+FI(F'R'— F'Q'4-FP  — FR), 
FR.F'R'  =  FP.F'Q'  +  FI(Q'R'-1-RP). 
On  aura  de  même 

FR .  F'R'  =  F'P' .  FQ  —  FI(Q'R'  +  RP)  ; 
donc  finalement 

2FR.F'R'  =  26^  =  FP.F'Q'4-  F'P'.FQ. 
Démonstration  analogue  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde.  PARROD. 
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1446.  —  On  considère  un  système  quelconque  de  forces,  dont  les  éléments  de  la  réduction  à  l'origine 
des  coordonnées  sont  désignés  comme  d'habitude  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

1°  Montrer  que  si  on  effectue  la  réduction  en  un  autre  point  quelconque  M  et  que  l'on  mène  le  vec- 
teur M.\I'  qui  représente  le  moment  résultant  en  ce  point,  on  passe  de  M  à  M'  par  une  transformation  homo- 
graphique.  Calculer  les  formules  directes  et  les  formules  inverses  de  cette  transformation  quand  les  six  élé- 
ments fondamentaux  sont  I,  0,  1,  0,  0,  A. 

2°  On  suppose  Os  vertical  et  ascendant,  le  point  M'  pesant  et  tombant  librement  à  partir  du  plan  des 
xy,  le  long  d'une  parallèle  à  0:  du  plan  des  yz,  (D);  trouver  le  mouvement  du  point  correspondant  M. 
La  trajectoire  de  ce  point  est  une  droite  ;  sachant  que  le  point  est  pesant  et  a  pour  masse  m,  trouver  la 
réaction  que  cette  droite  exerce  sur  le  point  M  dans  le  mouvement  imposé. 

',\°  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  de  la  droite  de  support  du  vecteur  MM'.  Ce  lieu  est  un 
paraboloide  ;  on  demande  le  lieu  de  son  axe,  quand  la  droite  (D)  décrit  le  plan  des  yz. 

i.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M  et  x',  y',  z'  celles  du  point  M'.  Les  composantes  du 
moment  linéaire  au  point  M  sont 

L' =  L  —  yZ -H  sY,  M'  =  M  — 2X  +  aZ,  N' =  N  —  aV  H- i/X, 

et,  par  suite,  les  coordonnées  du  point  M'  ont  pour  expression 

x'  =  X  -hL  —  yZ  -\-  sY,  y'  =  y  -+-  M  —  :X  4-  xZ,  z'  =  :  -+-  N  —  xM  -\- yX  ; 

ces  formules  montrent  nettement  qu'il  existe  une  correspondance  homographique  entre  les  deux  points 
M  et  M'. 
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Supposons  maintenant     X  =  1,     Y  =  0,     Z  =  1,     L  =  0,     M  =  0,     N  =  A  ;     nous  aurons 

ix'  =  X  —  y, 
îy'  =  y  —  =  +  ■»■' 

CCS  formules  donnent  les  coordonnées  du  point  M'  en  fonction  de  celles  du  point  M.  Si  on  les  résout 
par  rapport  à  x,  y,  z,  elles  donneront  les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  de  celles  du  point  M'; 

on  trouve  ainsi 

I  2a;'  -{-1/  -i-  -J  —  h 


3 

—  a,'  -+-  y'  -+-  z' 

— /( 

3 

.x'_,y^2:'- 

2/i 

y 


2.  Si  le  point  M'  tombe  librement,  à  partir  du  plan  des  xy,  le  long  d'une  parallèle  à  0:  située 

dans  le  plan  des  yz,  les  coordonnées  de  ce  point  ont  pour  expressions    x'  =0,    y'  =  a,    z'  =  —  ^— > 

pourvu  qu'on  prenne  pour  origine  des  temps   l'instant  où  le  point   quitte  le  plan  des  xij.  Les  coor- 
données du  point  M  sont  alors 

a^h        gl- 


3 

6 

a  — 
3 

h        gf' 
6 

' 

a 

+  2A 

gf' 

(3) 


.  ,  qr- 

la  trajectoire  de  ce  point  s  obtient  en  éliminant  ■—-  entre  les  trois  équations  :  c'est  la  droite 

X  —  »/ =  0,  2a;  —  z  =  a. 

d-x       d^ii       d^z  —  0       —  n  —  2(j 

L  accélération  du  pomt  M  a  pour  composantes  -j-r-i    —rr  '    "TT'    cest-à-dire  — —  i   — ~  et 


dl^        dl'        dl^  3  3  3 

D'autre  part,    le  point  est  pesant  et,  comme  tel,  soumis  à  une  accélération  qui  a  pour  composantes 

0,  0,  —g.   L'accélération  qui  provient  de  la  réaction  de  la  droite  sur  le  point  matériel   M  est  donc 

—  a        —  g  a  .       ,  ,  .  —  mn       — ma       ma 

— —,    et  -4-;   par  suite,  les  composantes  de  la  réaction  sont   —'    — ^-^)    — '—,    en  appe- 

3  3  3'*^*^  3  3  3  '^^^ 

lant  m  la  masse  du  point  M. 

3.  Les  équations  de  la  droite  MM'  sont        —  =  = ^• 

X  y  —  a  z  ■ —  1 

Or,  d'après  les  équations  (2)  ou  les  équations  (3),  nous  avons 

a  —  h-^rz'                        a  —  /i  -(-  :'                        2:'  —  n  —  2A 
X  = ,  y  =  3 .  =  3 . 

a-hU-hz'  , 

puis,  :  —  :  = .  =  —  x  —  lt. 

Donc  les  équations  de  la  droite  MM'  sont  finalement,  en  fonction  de  x, 
X  _  Y  — «  _  Z  —  3  j  +  g  —  /i 
X         X  —  a  —  .r  —  h 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  x  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  le  lieu  de  la  droite  MM'. 
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Eq  égalant  les  deux  preaaiers  rapports,  nous  avons  d'abord 


x{\  —  Y-+-a)  =  aX,  d'où 


X  -  Y  -H  a 

Ajoutons  maintenant  le  premier  et  le  dernier  rapport  terme  à  terme,  puis  retranchons  de  même  le 

second  du  premier  et  égalons  les  résultats  ;  nous  aurons 

X— Y+fl  _   X^Z-+-Q— 3.r  — /t 

ô  ~  ^i  ' 

X  — Y        X+Z+a  — Sj 

puis,  1 r =  0. 

•^  an 

Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  x  par  sa  valeur,  et  l'équation  du  lieu  est  finalement 

(4)  [A(X  — Y)-f-a(X-i-Z-4-a)](X  — Y-i-a)-3a2X  -  0. 

Ce  lieu  est  donc  un  paraboloïde  ayant  pour  plans  directeurs  les  deux  pians 

X  —  Y  =  0  et  (n  +  h)X  —  hY  +  «Z  =  0  ; 

ce  paraboloïde  est  tangent  au  plan    X  =  0    au  point  où  les  deux  plans 

X  —  Y  +  a  =  0,  X+Z-i-a  —  ^=0, 

le  coupent. 

Pour  avoir  l'axe,  nous  remarquons  que  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  sont  proportionnels  aux 

nombres  1,  1,  — 1  ;  par  suite,  les  équations  de  cette  droite  sont 

1      1      -i' 

ou  ici 

(A+a)(X— Y+a)-HA(X-Y)H-a(X-i-Z+a-3a2)  =  — /((X— Y+a)— /i(X-Y)— a(X+Z+a)  =  -a(X-»/+a). 
En  égalant  successivement  les  deux  premières  lignes  à  la  dernière,  on  trouve 
[h  -)-2a)(X  -Y-+-a)  +  /i(X  — Y)-f-a(X-t-Z4-a)  — Sa^  =  0, 
(/(  _a)(X- Y-h  a)  +  h{X  _  Y)-Ha(X-+-Z  -+-  a)  =  0; 
puis,  en  retranchant  la  seconde  de  la  première, 

3a(X  —  Y  -H  a)  —  3a-  =  0, 
ou  enfin  X  —  Y  =  0. 

Le  lieu  est  donc  le  plan     X — Y  =  0. 

G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 

Assez  bonnes  solutions:  MM.  Iîaili.if,  à  Uouen  ;  M.  Gbaxgier,  à  MouleydiiT. 


1458. —  1°  Une  droite  1-oule  sans  ijUsser  sur  un  cercle  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  1.  Trouver 
les  équations  du  mouvement  d'un  point  de  la  droite  invariablement  lié  éi  cette  droite. 

2°  Former  les  composantes  de  la  vitesse  ;  placer  la  tangente  et  la  normale  à  la  trajectoire  en  un  point. 
Montrer  que  le  mouvement  est  unifoi-mémcnl  accéléré. 

3°  Calculer  l'accélération,  la  composante  langcnlielle  et  la  composante  normale  ainsi  que  le  ragon  de 
courbure.  Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération. 

4°  La  masse  du  point  mobile  étant  égale  à  1,  donner  l'expression  du  Irarail  pendant  le  temps  t  et  don- 
ner le  travail  accompli  pendant  la  première  heure. 

Nota.  —  Le  i-agotidu  cercle  est  1  ;  au  temps  <  =  0  le  mobile  coïncide  avec  le  point  de  contact  de  la 
droite  et  du  cercle.  Les  unités  employées  sont  les  unités  C.G.S. 

On  sait  que  le  lieu  du  point  M  est  une  développante  de  cercle.  Le  problème  actuel  va  nous  per- 
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mettre  de  vérifier  ce  point  et  d'étudier  les  propriétés  de  celte  courbe. 

1.  Soit  A  la  position  du  mobile  sur  le  cercle  au  moment  où  le 
mobile  coïncide  avec  le  point  de  contact.  Prenons  OA  pour  axe  des  x 
et,  pour  axe  des  y,  un  axe  faisant  l'angle  -+-—  avec  OA,  quand  on 
choisit  pour  sens  positif  de  rotation  le  sens  du  mouvement.  La  vitesse 
angulaire  étant  1,  l'angle  de  OP  avec  OA  est  égal  à  /,  en  prenant 
bien  entendu  pour  origine  des  temps  l'instant  où  le  mobile  est  en  A  ; 
les  coordonnées  du  point  P  sont  alors    a;  =  cos  <,    y  =  sin  t. 

D'autre  part,  puisque  le  roulement  a  lieu  sans  glissement,  on  a 
arc  AP  =  long.  P.\I,     d'où     long.  PM  =  l  ; 

mais  le  sens  dans  lequel  on  porte  PM  est  le  sens     t  — ^  ;    on  aura  donc  maintenant  de  suite  les  coor- 
données du  point  M  en  projetant  le  contour  OPM  sur  les  axes.  Ceci  nous  donne 

(   X  =  cos  /  +  <  sin  t, 

(i) 

(   y  =  sin  t  —  i  cos  t. 

Telles  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  M,  et  par  suite,  les  équations  paramétriques  de 

la  trajectoire  de  ce  point. 


2.  Les  composantes  de  la  vitesse  sont 


dx 

— —  =  t  cos  t, 
dt 


d\i 

lu 


La  vitesse  est  donc  égale  à  t,  c'est-à-dire  à  iMP,  et  portée  sur  une  parallèle  à  OP,  dans  le  sens 
OP.  Le  mouvement  est  uniformément  accéléré  avec  une  accélération  tangentielle  égale  à  i.  La  tangente 
est  parallèle  à  OP,  la  normale  est  P.M  ;  la  trajectoire  du  point  M  est  donc  bien  une  développante  de 
cercle. 


sin  t  -+-  tcos  t; 


3.  Les  composantes  de  l'accélération  sont 

d^x  d^y 

dl^  dl' 

nous  avons  donc  •;-  =  !-+-<-.  Or  7,-!;  par  suite  ■•„  =  '.  L'accélération  normale  est  représentée 
parle  vecteur  MP;  l'accélération  tangentielle,  par  un  vecteur  égal  à  OP  et  porté  sur  .Mu;  dès  lors,  si 
nous  prenons,  sur  OP,  0-(  =  20P,  le  point  y  sera  l'extrémité  du  vecteur  accélération.  Le  lieu  de  ce 
point  est  donc  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné  et  de  rayon  double. 


Ouantau  ravon  de  courbure,  o,  il  est  donné  par   —  =  •^„  =  t;     nous  avons  donc  aussi 

P 
le  point  P  est  le  centre  de  courbure  de  la  développante. 

4.  Depuis  l'époque  0  jusqu'à  l'époque  /,  le  travail  est  donné  par  l'expression 


t,     et 


ici,     m  =  I,     Do  =  0,     le  travail  est  donc 


'^=t  =  ^  = 


3600 


6  480000  ergs  =  ^0^6,48  ergs. 


Remarque.  —  Si  on  s'appuie  sur  la  théorie  du  centre  instantané  de  rotation,  le  problème  est  évident 

d'un  bout  à  l'autre. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Manbm,  à  Albi  ;  G.  Pélissier,  à  Toulouse;  B»os,  k  AIbi  ;  Ahblakb,  .i  Reims  ;  M.  Laorknck  ; 
Prévôt,  lycée  de  Reims  ;  J.  Pavillon,  lycée  de  Rouen  ;  Qdéméneor,  lycée  de  Reims  ;  G.  Fodcry,  .i  Roanne  ;  M.  Ghangier,  a 
Mouleydier  ;  H.  Janois,  à  Nantes. 
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EXAMENS  ET  CONCOURS  DE  1906  {Suite. 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  [Rennes,  28  juin   1906.) 

Mathématiques  générales. 

Epreuve  théorique. 

1523.  —  Déterminer  les  courbes  planes  dans  lesquelles  l'angle  a  que  forme  la  tangente  avec  l'axe  Oa;  est 
donné  en  fonction  de  l'abscisse  par  la  formule 


a   désignant  une  constante  positive  : 

1»  Montrer  que  ces  courbes  peuvent  se  représenter  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 


(0 

(2) 

2o  Étudier  les  deux  courbes 

(!') 

(2') 


.=aL(.-fl), 


et  faire  voir  que  toutes  les  autres  courbes  considérées  (1)  et  (2)  s'en  déduisent  par  translation  ou  par  symétrie. 

{On  déterminera  la  forme  de  la  courbi',  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de   l'abscisse,   les  asymptotes   et    les 
points  d'inflexion  s'il  en  existe.) 

3°  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1)  et  (2). 


Epreuve  pratique. 
Calculer  les  intégrales 


'         '_,     1— cosasinx  ^^  ■'' —   /_    (1 


(  1  +  cos  x)ilx 


(1  —  cosasinx)- 
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Groupe  I. 

Mathématiques. 

1524.  —  On  considère,  dans  l'espace,  les  droites  (D)  dont  les  équations  sont 
ux  -)-  ry  +  z  +  l  =  0.  x  -\-y  -^r  uz -\-  v  =  0: 

on  regarde  les  paramètres  u,  v  comme  les  coordonnées  d'un  point  A  dans  un  plan  {V);  à  chaque  point  A  de 
ce  plan  correspond,  en  général,  une  droite  (D)  et  une  seule;  par  un  point  M  de  l'espace,  il  passe,  en  général, 
une  droite  (D)  et  une  seule. 

Où  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  passe  par  ce  point  une  inlinité  de  droites  (D)  ?  Soit  M^  un  tel  point; 
quel  est  le  lieu,  dans  le  plan  P,  des  points  A  auxquels  correspondent  les  droites  (D).  en  nombre  infini,  qui 
passent  par  le  point  M,,'.'  Quand,  inversement,  le  point  .A  décrit  ce  lieu,  quelle  est  la  surface  décrite  parla 
droite  (D)  (|ui  correspond  au  point   A? 

Lors(|ue,  dans  le  plan  (P),  le  point  A  décrit  la  parabole  dont  l'équation  est  v  =  au-,  la  droite  corres- 
pondante (D)  décrit  une  surface  \Z)  qui  est,  en  géiu'ral,  du  quatrième  degré;  la  précédente  étude  permet  de 
mellrc  en  évidence  des  valeurs  du  paramètre   a   pour  lesquelles  cette  surface  contient  un  plan. 

Construire,  en  supposant  «  =  1,  la  i-ourbe  du  troisième  degré,  intersection  de  la  surface  'i;)  et  du  plan 
des  xy. 

Evaluer  l'aire  limitée  par  celte  courbe  et  la  droite  dont  l'équation  est    y  =  3,5. 

[18  juin,  de  8  /i.  a  2  A.) 
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l'hi/sique. 

1.  —  Méthode  des  oscillations  poxo-  la  mesure  des  forces  et  des  couples.  —  Application  à  la  mesure  dp  l'in- 
tensitc  de  la  pesanteur,  à  rétablissement  de  la  loi  de  Coulomb  on  électrostatique,  aux  mesures  de  champs  et 
de  moments  magnétiques,  etc.  ;  corrélativement,  à  la  mesure  des  moments  d'inertie.  Mesures  relatives  et 
absolues 

y.  II.  —  On  se  contentera  dVnoncer  sans  démonstration  les  propriétés  du  pendule  simple  ou  composé  et  les  ttiéorémes 
sur  les  moments  H'inertie  dont  on  devra  faire  usnge.  On  s'attachera  :i  mettre  en  rehef  les  ronditions  d'applirubilité  de  la  mé- 
thode. On  se  gardera  de  traiter  pour  elles  mêmes  les  applications  ;  on  les  considérera  slrictemenl  au  point  de  vue  spécial  de 
la  mesure  des  forces  et  des  couples. 

H.  —  1525  In  système  rigide  est  formé  d'un  barreau  prismatique  d'acier  B  non  aimanté,  d'un  couteau 
d'agate  C  et  d'une  monture  en  métal  non  magnétique  ADE  :  DE  est  normale  aux  arêtes 
du  barreau.  Une  sphère,  dont  la  masse  est  5  grammes,  est  percée  diamétralement  par  la  tige  DE 
(que  nous  supposons  infiniment  mince)  et  glisse  à  frottement  dur  sur  elle. 

Le  système  repose  sur  un  plan  d'agate  P  et  peut  osciller,  comme  un  fléau  de  balance, 
aulourde  l'arête  0  de  son  couteau.  Lorsque  la  distance  OS  du  centre  de  la  sphère  à  l'arèle 
du  couteau  est  20  centimètres,  le  centre  de  gravité  du  système  est  sur  l'arétc  et  son  moment 
d'inertie  est  3  000  (gr.,  cm.). 

1"  On  fait  varier  la  distance  OS  =  x.  On  demande  quelle  est  la  durée  d'oscillation  T 
pour 

X  =  20,  21,  22,  25,  30  centimètres. 
On  étudiera  l'allure  de  la  courbe     T  = /\.t)  ;     T  passe  évidemment  par   un    minimum.   On  calculera  les 
valeurs    T„,,  x,„    correspondantes  à  ce  minimum.  On  prendra   OSOcm.  sec.)  pour  inten.'ité  de  la  pesanteur  au 
lieu  de  l'expérience. 

20  On  aimante  le  barreau  suivant  sa  largeur  BB  ;  son  moment  magnétique  est  maintenant  500  C.G.S.  On 
crée  dans  le  plan  du  tableau  un  champ  magnétique  uniforme  de  2  C.G.S,  représenté  par  le  vecteur  H  faisant 
l'angle  a  avec  la  verticale.  On  place  le  centre  S  de  la  sphère  à  2o  centimètres  de  l'arête  0. 

1°  A  chaque  valeur  de  a  correspond  pour  le  tléau  une  position  d'équilibre  qu'on  peut  définir  par  la  posi- 
tion S'  du  point  S  sur  la  circonférence  ît'  de  centre  0  et  de  rayon  25  cm .  On  étudiera  les  positions  de  S  en 
fonction  de   a   eton  calculera  approximativement  les  positions  extrêmes.  On   posera    SS' =  i/. 

2^  Pour  certaines  valeurs  de  oc,  la  durée  d'oscillation  du  système  est  modifiée  au  maximum.  On  déterminera 
ces  positions  et  on  calculera  les  durées  d'oscillation  correspondantes. 

Z"  On  étudiera  d'une  manière  générale  la  loi  de  variation  de  T  en  fonction  de  i,  en  profitant  des  approxima- 
tions légitimées  parles  calculs  précédents. 

JV.B.  —  Les  candidats  sont  prévenus  qu'on  attache  un  grand  prix  à  l'ordre  dans  les  calculs  et  à  l'exactitude  numérique 
lies  résultats.  On  ne  conservi-ra  j.im.iis  dans  les  résultats  plus  de  4  chiffres  significatifs.  Une  erreur  dans  la  position  d'une 
virgule  ou  dans  l'exposant  n  d'un  facteur  10"  sera  comptée  comme  faute  grossière. 

{19  juin,  de  8  k.  à  2  h.) 

Epure. 

1526.  —  Représenter  le  solide  commun  à  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  et  à  un  tore. 
L'origine  est  au  centre  de  la  feuille,  l'axe  des  x  étant  le  petit  axe  de  la  feuille. 
L'hyperbolo'ïde  a  pour  centre    o,  o'  :  a;  =  0,     y  :=  8,    :  :=  igcentimètres. 
Son  axe  est  de  front,  les  génératrices  font  avec  l'axe  un  angle  de  45°. 
La  méridienne  principale  a  pour  sommet    a'  :  x  =:  —  3,    z  =  15. 
Le  tore  a  son  axe  vertical    o  :  ar  =  0,    ^  =  8. 

Sa  méridienne  principale  a  pour  centre    w':x  —  ±6,    z—l2;    elle  passe  de  plus  par  le  point  a'. 
On  calculera  les  angles  des  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  courbe  en  a'  avec  la  ligne  de  terre. 

{S4  juillet,  dt  8  h.  à  midi.) 

Groupe  II. 

Physique. 

l.  —  Décrire  les  procédés  que  l'on  emploie,  ou  que  l'on  pourrait  employer,  pour  mesurer  en  ampères 
l'intensité  d'un  courant  électrique. 

n.  —  1527.  Un  observateur  est  doué  d'une  vue  normale,  sa  distance  minimum  de  vision  distincte  a  une 
valeur   A;   il  regarde  un  petit  objet  à  travers  une  loupe  de   foyer  o,    placée  tout  contre  l'.eil.  Entre  quelles 
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limites  peiit-il  déplacer  l'objet  sans  cesser  de  voir  nettement  l'image  ?  Commcnl  varie  la  latitude  de  mise  an 
point  (distance  d  entre  les  deux  positions  limites  précédentes)  avec  la  puissance  de  la  loupe?  Calculer  la  valeur 
de  d  pour  A  =  200  millimètres  en  donnant  à  ^  successivement  les  valeurs  o  =  100  millimètres  et 
o  =:  20  millimètres. 

Le  même  observateur  regarde  un  petit  objet  à  travers  un  microscope  dont  l'objectif  a  une  distance  focale 
/■=  4  millimètres,  et  l'oculaire  une  distance  focale  o  =  20  millimètres,  la  distance  l  entre  le  foyer  supérieur 
de  l'objectif  et  le  foyer  inférieur  de  l'oculaire  est  éijale  à  160  millimètres.  Quelle  est  maintenant  la  valeur  de  la 
latitude  de  mise  au  point?  On  supposera  dans  ce  calcul  que  l'oculaire  est  une  lentille  simple,  et  que  l'œil, 
comme  précédemment,  est  placé  tout  contre. 

Ces  deux  dernières  hypothèses  sont-elles  réalisées  dans  la  pratique  :  1,'ocnlaire  dont  on  se  sert  ordinai- 
rement dans  le  microscope  peut-il  servir  de  loupe,  et  quelle  est  la  place  normale  que  l'it'il  doit  occuper? 

{2S  juin,  de  S  h.  à  2  h.) 
("himie. 
Les  aldéhydes. 

On  expliquera  et  on  justifiera  la  notion  de  fonction  aldéhyde  par  un  exposé  mi'thodiqne  des  propriétés  ;  en 
décrivant  ces  propriétés,  on  aura  soin  de  signaler,  quand  il  y  aura  lieu,  les  applications  qu'elles  comportent. 

[19  juin,  de  10  h.  à  S  h.] 
Sciences  nntwclles. 
Étude  générale  des  fermentations. 

Les  cellules  ferments. —  Les  ferments  solubUs:  montrer,  par  une  série  d'exemples,  l'étendue  de  leur 
rôle  dans  les  phénomènes  de  la  vie. 

{23  juin,  de  S  h.  à  IS  h.\ 
Groupes  I  et  II. 

Mallicmatiques. 

152S.  —   En  supposant  l'espace   rapporté   à   un   système  de  coordonnées  rectangulaires   OX,  OY,  OZ,    on 
considère  la  courbe  définie  par  les  équations 

y  =  ■2x\  :  =  xK 

do  Montrer   que  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  de   l'origine   des  coordonnées  jusqu'au  point  dont 

l'abscisse  est  le   nombre   positif  x,   est  compris   entre    x-\ — :r-x-'    et    x -\ — -— a,--'H x'    pour  les  valeurs 

suffisamment  petites  de   x;   on  prouvera  que  cet  arc   est  toujours   inférieur  à   la  seconde  limite,  et  qu'il  est 


certainement  supérieur  à  la  première  pour    0<  a;  <  -^  . 

2°  Montrer  qu'il  existe  sur  cette  courbe  une  infinité  de  couples  de  points  A,  R  tels  que  les  plans  (P),  (Q 
respectivement  osculateurs  k  la  courbe  en    A,  B   se  coupent  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

Soit  V  l'angle  (moindre  que  deux  droits)  des  directions,  perpendiculaires  aux  plans  (P),  (Q),  qui  font  des 
angles  aigus  avec  la  direction  positive  sur  l'axe  des  z;  comment  varie  cet  angle  quand  l'abscisse  x  du 
point  A   croit  de   0    à    -hx'! 

Calculer,  à  un  demi-millième  près,  la  valeur  de   x   pour  laquelle  l'angle   V   est  droit. 

Montrer  que  les  droites  AB  qui  joignent  deux  points  d'un  même  couple  sont  situées  sur  la  surface  dont 
l'équation  est 

Séparer  cette  surface  en  régions  d'après  le  nombre  de  plans  osculateurs  à  la  courbe  proposée  qui  passent 
par  ses  différents  points. 

fi        \ 
-j^^  lii  —  dx,     où    V    est  la  fonction  de   x    qui  a  ctc  définie  plus  haut. 

(?0  juin,  de  SU.  il  1 S  h  .) 
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1529.  —  On  fonsidère  dans  un  plan  -  deux  droites  fixes  A  et  R  rectangulaires  et  un  segment  PQ  de 
longueur  constante  s'appnyanl  sur  les  droites  A  et  R.  Soit  H  un  point  de  PQ  divisant  ce  segment  dans  un 
rapport  donné.  On  prend  le  cercle  G  de  centre  R  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  VQ  et  dont  le 
rayon  est  donné. 
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l"  Equation  de  la  surface  S  engendrée  par  le  cercle  G.  Trouver  ses  lignes  doubles. 

2o  Etudier  les  sections  de  la  surface  S  par  un  plan  variable  parallèle  au  plan  tc.  Elle  se  compose  de  deux 
ellipses.  Relations  entre  les  longueurs  des  axes  de  l'une  d'entre  elles.  Lieu  de  leurs  fovers. 

3°  Le  long  de  chaque  cercle  G,  les  normales  k  la  surface  S  engendrent  une   surface  du  quatrième  degré 
dont  les  génératrices  rencontrent  deux  droites  fixes.  Gas  de  décomposition. 

lluUetinde  la  Société  ilathémalique,  1883.) 
♦ 


DEUXIEME   PARTIE 


ALGEBRE 


1470.  —  Si  on  pose     y  =  ——:^^=zz^=r     on  a,  en  désignant  par  y'"   la  dérivée  m''   de  y  par  rap- 
vl — 2«ar  +  .T- 

RmW 

port  à  X,  y''"'  = ,     Rm(a^)  étant  un  poli/nome  de  deijrê  m  en  x. 

(  l  —  2m  -+-  .x-)"'-*-i 

Prouver  que  l'équation     Rm{x)  =  0     a  ses  m  racines  réelles. 

Je  ferai  d'abord  observer  que  le  théorème  n'est  vrai  que  si  l'on  suppose  la  constante  «  inférieure 
à  l'unité.  Dans  cette  hypothèse,  le  trinôme  x-  —  Sax  -i-  1  a  ses  deux  racines  imaginaires  et  la  fonction 
y  est  toujours  réelle  et  continue.  Le  théorème  est  dès  lors  presque  évident. 

En  effet,  la  dérivée  de  y  =  —^  =  w^,         [u  =  x-  —  2aa;+  1)  est  égale  à 


Il  - 


la  dérivée  de  y' =  (a  —  x)u    -  est  égale  à 

3                    -A         „i.                               „        Six  —  a)'  —  u 
1/   =  —  -^  u(7.  —  ,r  )u    -  —  M    ■  ,  ou  y    =  ~^ :, " 


La  loi  est  donc  vraie  pour  n  —  1  et  n  =  2,  et  nous  avons  R,  =  a  — x,  R.,  =  3(x  —  «)-  — u. 
Ces  deux  polynômes  ont  leurs  racines  réelles  et  leurs  premiers  coefficients  sont  respectivement  égaux  à 
—  1  et  1.2. 

Je  dis  maintenant  que  l'on  ^eut  mettre  y""  sous  la  forme       y"'  = —^ 

(j;2_2aa;-+-l)"^'^ 
R  étant  un  polynôme  de  degré  n  dont  le  premier  coeflicient  est    ( — 1)"«  !.     Cette  loi  étant  vraie  pour 
y'  et  y",  il  me  suffit  de  l'établir  pour  y'"^",  en  l'admettant  pour  y"'.  Admettons  donc  la  formule  précé- 
dente et  dérivons  ?/'"';  nous  aurons 

MR;,_f„_^4V<n«' 


y'"^'>   = 


Nous  avons  ainsi 


R,,^!  =  [x-  —  2ax  -+-  1)R;,  —  (-2n  -+-  l)(a;  —  a)R,î  ; 
comme  R„  est  de  degré  n,  cette  formule  montre  bien  que  R„+,  est  de  degré    «  +  1,     si  le  terme  en 
a;""  ne  disparait  pas  ;  or  ce  terme  est    ( — l)"\n.nf — (2n-+-l)«!];    il  se  réduit  donc  à    ( — l)"*'((i+l)! 
La  loi  annoncée  est  entièrement  établie. 

Reste  à  démontrer  que  toutes  les  racines  de  R„(x)  sont  réelles  et  distinctes.  Cela  résulte  de  ce  que 
la  fonction  y  est  continue  et  réelle  de  — x  à  -t- oo  et  qu'elle  est  nulle  ainsi  que  ses  dérivées, 
(qui  restent  réelles  et  continues  comme  elle)  pour    — oo     et    +<».     Alors,  en  appliquant  le  théo- 
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rème  de  Rolle,  on  voil  que  la  dérivée  première  a  une  racine  réelle  autre  que 
dérivée  seconde  en  a  deux,  et  ainsi  de  suite. 

Si     a>  1,     ^i{x)  a  ses  racines  imaginaires;  on  a,  en  effet, 

R.,(x)  =  3(a;  — a)2—  u,  R,(x)  =  2[x  —  ^y  +  ^s  _  j^ 

et,  sous  cette  dernière  forme,  le  fait  est  évident. 

On  peut  aussi  établir  cette  propriété  en  montrant  que  les  polynômes  R„,  R„ 
forment  une  suite  de  Slurm.  Cela  résulte  de  l'identilé     R„-+-(2>i  —  1)(.t  — o;)R„_, 
et  celle-ci  s'obtient  en  parlant  de 

MJ/'  =  (a-x)î/ 

et  en  dérivant     r?  —  1     fois  les  deux  membres. 


X      et     -4-  X  ,     que  la 


. ..,  R,,  R„  R„ 

(n— 1)-hR„_,, 


P.   BRIZARD. 
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1467.  —  0)7  C07}sidère  vu  cercle  (C),  vn  point  P  et  deux  droites  rectatigvlaires  variables  qui  pasfent 
au  point  P  et  rencontrent  le  cercle  en  quatre  ]}oints  A,  B,  C,  D. 

1°  Trouver  l'enveloppe  du  cercle  (S)  qui  passe  au  point  P  et  aux  deux  autres  points  diagonaux  du 
quadrangle  inscrit  ABCD. 

2°   Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  cercles  (S)  orthogonaux. 

Nous  prendrons  pour  origine  le  point  P,  pour  axe  des  a;  la  droite 
joignant  le  point  P  au  cenlre  w  du  cercle  (C)  et  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  à  Poj. 

L'équation  du  cercle  (C)  est  alors 

f{x,y)mix-ay^y'-R^  =  0. 

Soient  y  —  mx  =  0,  ar-4-my=^0  les  équations  de  deux  droites 
rectangulaires  AR  et  CD  passant  par  le  point  P;  on  peut  représenter 
l'ensemble  de  ces  deux  droites  par  l'équation  unique 

o{x,  y)  ^  (mx  —  y){x  -\-  my)  ^  mx-  -H  (m-  —  i )x]j  —  my-  =  0. 

Les  points  diagonaux  E  et  F  du  quadrangle  ABCD  sont  les  points 
qui  ont  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques  f{x,  y)  =  0, 
o{x,  y)  =  0;  par  suite,  les  coordonnées  de  ces  points  sont  détermi- 
nées par  les  équations 

n     n     n 


(1) 


2(a;  —  a) 


.  çi„[x  —  a)  —  m' 


2mx  -I-  [m^—  l)y         (m*  —  1  ).i-  —  'imy 

„  a 

On  en  déduit  d'abord     a(x—a)-^\\-  =  0,     ou     .t  =  - 


R- 


0 


ce  qui  montre  que  les  points   K   et 


F  sont  situés  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  P<.>.  Celte  droite  est  d'ailleurs  la  polaire  du  point 
P  par  rapport  au  cercle,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

dans  les  deux 


R- 


l'our  avoir  les  ordonnées  des  points    E  et  F,  il  suffit  de  remplacer  x  par 

premiers  rapports  (1),  et  on  obtient  rc<|uation  du  deuxième  degré 
(2)  rt2(m2— l)j/--t-2flm(rt^  — R-)i/-+-R^(a-— R2)(m-— 1)  =  0, 

qui  admet  pour  racines  les  ordonnées  des  points  E  et  F. 

Cela  posé,  cherchons  l'équation  du  cercle  passant  parles  trois  points  P,  E,  F.  Comme  ce  cercle  passe 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE  589 


par  Torigine,  son  équatioa  est   de   la   forme      j- -h  y' H- A  c -4- By  =  0  ;      pour  écrire  qu'il  passe  par 

les  points  E  et  F,  je  forme  l'équation  aux  ordonnées  des  pjints  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite 

«-  — R-       .,  ,  . 
x=  ;     1  obtiens  ainsi 

a-y-  -^  a-Btj  ~  (a-  —  R")-  -f-  .Wa-  —  R^;  =  0, 
et  j'écris  que  cette  équation  a  mêmes  racines  que  l'équation  (2). 
Ce  calcul  donne 

2ni(ai  — R2)  _      KHm^  —  i) 


et  nous  en  tirons 


m-  —  1  =  — 

aB  a- — ^R'-4-Aa 


„         2m(rt^  — R2)  2R-  — n» 

O   ^    ; — 5  A    =    


a{in-  —  1  ] 
Par  suite,  l'équation  du  cercle  (S)  est 

a^— 2R'  2mi/Ca-  — R') 

•'  a  a{m-  —  i] 

Il  en  résulte  immédiatement  que  ce  cercle  passe  par  deux  points  fixes  dont  les  coordonnées  satis- 
font aux  équations 

a2  —  2R- 
X-  -+-  y^ X  =0,  1/  =  U  ; 

ai  —  2R-  \ 

c  est  d  abord  l'origine  ou  le  point  P,  et  ensuite  le  point  P'     1  x  =  ,     y  =  0\     situé  sur   Px. 

L'enveloppe  du  cercle  (S)  se  réduit  aux  deux  points  P  et  P',  et  la  seconde  partie  de  la  question 

est  sans  objet. 

Jules  YERNAUX,  école  des  Mines  à  Mons. 

Solution  géométrique.  —  Le  triangle  PEF  est  conjugué  par  rapport  au  cercle  (C);  d'après  le  théorème 
de  Faire,  le  cercle  S)  circonscrit  au  triangle  PEF  est  orthogonal  au  cercle  (C),  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  au  cercle  (C).  Il  en  résulte  que  le  centre  du  cercle  (S)  décrit  l'axe  radical  du  point  P  et  dn 
cercle  (C);  donc  le  cercle  (S)  passe  par  le  symétrique  P'  du  point  P  par  rapporta  cet  axe  radical. 

R.  BOLV.\IST. 
Autre  solution  géométrique  par  M.  G.  Cottï. 
Bonne  solution  de  .M.  Louis  Sire. 

♦ 
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1502.  —  Un  cône  de  sommet  S,  S'  a  pour  base  un  cercle  horizontal  de  antre  U,  0'  et  de  iO"™  de  rayon. 
Un  cube  est  défini  par  la  diagonale  ab,  a'b'  d'une  de  ses  faces  inférieures,  face  dont  on  donne  en  outre  la  trace 
horizontale    at   gui  fait  un  angle  de  36"  avec  les  lignes  de  bout  (les  cotes  sont  en  millimètres). 

Représenter  à  l'encre  de  chine,  en  distinguant  les  parties  vues  et  cachées,  le  solide  formé  par  l'ensemble  du 
cube  et  du  cône,  ce  dernier  étant  limité  à  sa  base. 

Reproduire  à  Vencre  [traits  continus  de  couleur)  les  constructions  pour  la  mise  en  place  du  cube,  la  détermina- 
tion d'un  point  courant  de  l'intersection  avec  la  tangente,  des  points  et  tangentes  remarquables .  Les  intersections  du 
cône  avec  les  prolongements  des  faces  du  cube  ne  devront  pas  être  tracées.  L'usage  du  pistolet  pour  le  tracé  des 
courbes  est  interdit. 

Titre  :  Cône  et  cube.  (École  des  Slines  de  Saint-Étienne,  concours  de  1903.) 

Projections  du  cube.  —  Après  avoir  rabattu  la  diagonale  sur  le  plan  horizontal  autour  de  al  comme  char- 
nière, en  abu  nous  prenons  le  côté  6|Ci  du  carré  inscrit  dans  la  circonlerence  de  diamètre  abi,  qui  donne 
la  longueur  de  l'arête  du  cube,  et  nous  relevons  le  sommet  ci  en  c,  puis  nous  achevons  le  parallélogramme 
abcd  qui  est  la  projection  horizontale  de  la  base  inférieure.  Pour  obtenir  la  base  supérieure,  nous  prenons  le 
plan  de  projectionverticale  auxiliaire  ib  sur  lequel  nous  avons  la  trace  verticale  du  plan  de  base  en  ^6,,  et 
nous  menons  b\e\  perpendiculaire  à  cette  trace  et  de  longueur  égale  à  l'arête  du  cube.  Ayant  ainsi  la  projec- 
tion horizontale  e  d'un  sommet  de  la  base  supérieure,  nous  en  déduisons  les  trois  autres  par  la  construction 
du  parallélogramme  efgk. 
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On  obtient  la  projection  verticale  du  cube  au  moyen  des  lignes  de  rappel  menées  parles  sommets,  les  cotes 
étant  données  par  la  projection  verticale  auxiliaire  sur  le  plan  i&. 

ProjÉcJio>ts  dw  coïie.  —  Le  contour  apparent  horizontal  du  cône  s'obtient  en  menant  du  point  i-  les  tan- 
gentes au  cercle  de  base,  et  le  contour  apparent  vertical  en  prenant  les  projections  verticales  de  deux  généra- 
trices qui  aboutissent  aux  extrémités   l   et  m   du  diamètre  de  front,  soient    57'   et    s'm'. 

Tnierseciion  des  deux  solides.  —  Nous  chercherons  d'abord  les  points  sur  les  arêtes  du  cube  :  la  disposition 
des  solides  conduit  à  prendre  d'abord  l'arête  AC.  Nous  menons  par  cette  arête  et  le  sommet  du  cône  un  plan 
dont  la  trace  horizontale  an  coupe  la  base  du  cône  en  deux  points  vi  et  •/.,  ce  qui  donne  deux  généra- 
trices du  cône  dans  ce  plan,  svi  et  s'u,  dont  les  intersections  avecrarèle  ac  font  connaître  les  deux  points  p 
et  q  où  cette  arête  traverse  le  cône.  Nous  cherchons  immédiatement  les  tangentes  en  ces  points  en  prenant 
l'intersection  de  chacune  des  faces  du  cube  passant  par  l'arête  AC  avec  les  plans  tangents  au  cône  le  long  des 
génératrices  s-n  et  s-i^.  A  cet  effet,  nous  avons  déterminé  la  trace  horizontale  az  du  plan  de  la  face  ACK  et 
pris  les  points  où  les  tangentes  à  la  base  du  cône  en  vi  et  vo  coupaient  cette  trace  et  la  trace  at  de  la  face 
ACB  ;  en  joignant  ces  points  aux  points  pet  ç  nous  avons  olitenu  les  tangentes  n,p,  iip  et  Ooj,  t«q.  Nous 
pouvons  maintenant  construire  un  point  courant  dans  la  face  ACB  par  exemple,  en  menant  un  plan  auxiliaire 
par  la  génératrice  Sv,  et  une  génératrice  arbitraire  sr  ;  la  trace  horizontale  de  ce  plan  coupe  en  p  la  trace  du 
plan  sécant  et  il  suffit  de  joindre  ?q  pour  obtenir  le  point  v  sur  la  génératrice  sr.  La  tangente  en  ce  point 
s'obtient  exactement  comme  pour  les  points  p  et  q.  On  peut  par  ce  procédé  trouver  autant  de  points  que  l'on 
veut  dans  chacune  des  faces  ACB   et  ACK. 

Points  remarquables.  —  Cherchons  d'abord  les  points  sur  le  contour  apparent  du  cône  dans  chaque  face. 
Il  suffit  pour  cela  de  faire  passer  par  chaque  génératrice  de  contour  apparent  et  une  génératrice  surlaquelle 
on  a  déjà  un  point  de  la  section  un  plan  auxiliaire  dont  on  prend  la  trace  sur  le  plan  de  base  du  cône,  etl'inter- 
section  par  le  plan  sécant.  Ainsi  la  trace  :-/i  du  plan  auxiliaire  sz-'i  coupe  la  trace  afl  du  plan  ACK  en  l 
que  nous  joignons  à  p  et  cette  droite  coupe  Sj  au  point  cherché.  Nous  avons  répété  ces  constructions  pour 
chaque  génératrice  de  contour  apparent  et  chacune  des  faces  sécantes,  sans  les  mettre  à  l'encre  pour  ne  pas 
embarrasser  l'épure.  On  a  ainsi  les  points    0,0'    et    'l^fy'. 

Nous  pouvons  aussi  chercher  dans  chaque  face  le  point  où  la  tangente  est  horizontale  :  pour  cela,  nous 
devons  mener  au  cône  un  plan  tangent  qui  coupe  le  plan  sécant  suivant  une  droite  horizontale;  ce  plan  doit 
donc  avoir  sa  ti'ace  horizontale  parallèle  à  celle  du  plan  sécant,  ce  qui  conduit  à  mener  à  la  base  du  cône  les 
tangentes  parallèles  à  celte  trace,  et  chercher  les  points  de  la  section  sur  les  génératrices  correspondantes.  Ainsi, 
dans  la  face  ACK  nous  avons  obtenu  le  point  le  plus  haut  en  menant  le  rayon  OX  de  la  base  perpendiculaire  à 
la  direction  ad  de  la  trace  de  ce  plan,  puis  le  plan  auxiliaire  s)./,  nous  a  donné  le  point  h  à  l'intersection  de 
YP  et  de  si.   En  ce  point,  la  tangente  à  la  section  est  une  horizontale  du  plan  sécant. 

On  pourrait  obtenir  dans  la  face  ACB  un  système  de  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  elliptique,  en 
déterminant  deux  points  de  la  courbe  où  les  tangentes  sont  parallèles,  ce  qui  donne  un  diamètre  dont  le  milieu 
est  le  centre,  puis  prenant  sur  le  diamètre  parallèle  aux  tangentes  les  points  de  la  section  ;  mais  il  n'y  a  aucun 
avantage  à  le  faire  pour  le  tracé  de  la  courbe,  qui  est  suffisamment  déterminé  par  les  points  et  tangentes 
remarquables  auxquels  on  joint  quelques  points  courants. 

Le  procédé  que  nous  avons  suivi  peut  s'appliquer  aussi  à  la  construction  de  la  section  du  cube  par  la  face 
ADFG,  mais  pour  donner  une  application  d'une  méthode  assez  usitée  dans  ce  genre  de  questions,  nous  avons 
projeté  la  figure  sur  un  plan  vertical  auxiliaire  perpendiculaire  au  plan  de  cette  face.  La  trace  horizontale  de  ce 
plan,  dont  nous  avons  eu  la  direction  en  a-  au  moyen  des  traces  horizontales  des  arêtes  KC^  et  EB  est  aP  et  la 
nouvelle  ligne  de  terre  coïncide  avec  ac.  Nous  obtenons  de  suite  le  contour  apparent  du  cône  sur  ce  nouveau 
plan  vertical  en  menant  le  diamètre  oi  de  la  base,  parallèlement  à  ac  et  le  projetant  en  o[i\  et  la  trace  du  plan 
sécant  en  projetant  verticalement  un  point  quelconque  de  la  face  ADG.  La  section  a  donc  pour  projection  verti- 
cale auxiliaire  a'/pl  et  on  trouve  autant  de  points  que  l'on  veut  sur  des  génératrices  choisies  arbitrairement. 
Nous  avons  en  a  et  ^  le  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  section  et  nous  avons  déterminé  d'autres  points 
tels  que  0  sur  le  contour  apparent  horizontal,  ,u  sur  la  génératrice  du  contour  apparent  vertical  sur  le  premier 
plan  de  projection  vertical. 

On  passe  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  à  la  projection  verticale  en  rappelant  simplement  les 
points  obtenus  sur  les  génératrices  correspondantes.  Pour  les  tangentes,  on  rappelle  sur  xy  leurs  traces  hori- 
zontales, par  exemple  t[p',  et  on  joint  au  point  de  contact. 

Représetitatioii  du  solide.  —  Le  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux  corps  ne  comprend  pas  les  portions 
d'arêtes  ou  de  génératrices  de  l'un  d'eux  intérieures  à  l'autre.  On  devra  donc  supprimer  la  portion  d'arête  PQ 
et  les  segments  de  génératrices  des  contours  apparents  limités  par  le  point  d'entrée  et  le  point  desortie  de 
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chaque  génératrice  dans  le  cube.  On  \ûit  de  suite  que  les  courbes  situées  dans  les  faces  ACK  et  ACli  sont  entiè- 
rement cachées  en  projection  liorizontale  et  qu'en  projection  verticale  l'arc  o'Ii'p'  seul   est  vu.  Quant  à  l'ellipse 
de  la  face  AGD  elle  est  entièrement  cachée  sur  les  deux  projections. 
Bonne  solution  lie  M.  G.  Foccrt,  à  Roanne. 


PHYSIQUE 

1472.  —  Trois  vùroirs  plans  rectangulaires  égaux  entre  eux  sont  disposés  comme  trois  faces  latérales 
consécutives  d'un  prisme  hexagonal  régulier,  in  objet  est  situé  prés  de  l'axe  de  ce  même  prisme.  Quelles 
images  les  miroirs  en  donnent-ils  ? 

Soient  ABCD  l'ensemble  des  trois  miroirs  et  P  le  centre  de  l'hexagone. 

Supposons  d'abord  le  point  lumineux  exactement  en  P.  Les 
rayons  réfléchis  sur  AB  donnent  une  image  P,  située  sur  le  pro- 
longement de  BC.  Ceux  de  ces  rayons  qui  sont  compris  dans  l'an- 
gle CP,D  rencontrent  encore  CD  et  y  forment  l'image  P»,  après 
quoi  ils  ne  rencontrent  plus  aucun  miroir.  De  même  les  rayons 
issus  de  P  et  tombant  sur  CD  donnent  successivement  l'image  P3 
dans  le  miroir  CD  et  l'image  P^  dans  le  miroir  AB.  Enfin  les 
rayons  réfléchis  sur  BC  donnent  l'image  P5  située  à  la  rencontre 
des  directions  AB  et  DC  et  ne  rencontrent  plus  d'autre  miroir. 

Déplaçons  maintenant  le  point  lumineux  en  l'introduisant  dans 
l'angle  BPC;  par  exemple,  plaçons-le  en  M,  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  P  sur  BC.  Les  réflexions  en  AB  et  CD  donneront  comme  dans  le  cas  précé- 
dent les  images  Ml,  M2,  M3,  M..  La  réflexion  sur  BC  donnera  l'image  M.  et,  parmi  les  rayons  réflé- 
chis, ceux  qui  sont  situés  dans  l'angle  AM^B  donneront  encore  une  image  dans  le  miroir  AB,  ceux 
qui  sont  dans  l'angle  C.M.D  donneront  encore  une  image  dans  le  miroir  CD.  11  y  aura  sept  images  en  tout. 
En  déplaçant  le  point  lumineux  en  sens  inverse,  ou  voit  aisément  que  les  images  Pi  et  Pj,  passant 
en  avant  du  miroir  BC,  se  reflètent  dans  ce  miroir,  puis  dans  le  miroir  CD  ou  AB,  d'où  production 
de  quatre  images,  en  sus  des  cinq  premières. 

Enfin,  si  l'on  déplace  le  point  lumineux  soit  vers  la  droite,  soit  vers  la  gauche,  on  fait  venir  en  avant 
de  BC  l'une  seulement  des  images  P,  et  P3,  d'où  production  de  deux  nouvelles  images.  En  même 
temps  P5  vient  en  avant  soit  de  CD,  soit  de  AB,  d'où  production  d'une  nouvelle  image,  ce  qui  en 
fait  huit  en  tout. 

Les  images  autres  que  les  cinq  premières  ne  peuvent  être  vues  d'ailleurs  que  sous  de  1res  grandes 
incidences. 

.\ssez  bonne  solution  de  M.  M.  Laiuexce. 
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On  considère  deux  droites  rectangulaires  D  et  A;  sur  la  droite  I)  un  point  lixe  0  et  sur  la 
droite  A  un  point  variable  P.  Sur  la  bissectrice  de  l'angle  DOP,  on  prend  une  longueur  UM, 
telle  que    OM"  :=  k.OP,      h  étant  une  longueur  lixe.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

P.  Triuier. 

1531.  —  Soient  0  un  cercle  lixe,  A  un  de  ses  points.  On  considère  un  cercle  C  lan- 

J       gentil  O  en  A  et  on  mène  la  tan^'ente  commune  extérieure  aux  deux  cercles,  T.M.  Trouver 

géométriquement  le  lieu  du  point  M  lorsque  le  cercle  C  varie. 


P.  Thiimer. 
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SUR  LES  DROriES  DE  SLMSUN 
p;ir  M.   A.  Sainte-Laguë,  élève  à  l'École  Xormale  supéiieuro. 


Le  but  de  celte  note  est  simplement  de  grouper  les  principales  propriétés  des  droites  de  Simson, 
en  rappelant  S'UCcinctement  les  démonstrations  de  ces  diverses  propriétés. 

Nous  désignerons  toujours  dans  ce  qui  suit  par  A,  B,  C  les  sommets  du  triangle,  0  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  H  l'orthocenlre,  G  le  centime  de  gravité,  par  i\p  la  droite  de  Simson  du  point  P. 

1.  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  P  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  en  ligne 
droite  si  ce  point  est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle,  et  celle  droite  Ai.  ett  appelée  droite  de  Simson  de 

P.  —  La  démonstration  de  celle  propriété  est  classique  et  se 
trouve  dans  tous  les  traités  de  géométrie. 

IL  Ap  droite  de  Simson  de  P  est  équidistanle  de  P  et  de  H. 
—  p  étant  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  BC,  la  Ugure 
AP'pH  est  un  parallélogramme,  car  les  deux  cercles  égaux 
APBC  et  HBCp  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  transla- 
tion AH.  De  plus  l'angle  de  âp  avec  Pp  est  égal  comme 
celui  de  AP'  avec  la  même  droite  à  PCA.  Donc  Ap,  AP',  hp 
sont  trois  parallèles  et  ceci  donne  la  nouvelle  propriété  : 


IIL 


AP'  est  parallèle  à  Ap. 


IV.  —  Si  on  prend  deux  points  P  et  Q,  l'angle  de  Ap  et  Aq 
est  égal  à  PAQ.  Il  suflit  de  remarquer  que  l'angle  des  deux 
droites  de  Simson  est  le  même  que  celui  de  leurs  parallèles 
P'AQ',  angle  inscrit  égal  à  PAQ. 

V.  —  Deux  droites  de  Simson  rectangulaires  se  coupent  sur  le 
cercle  des  neuf  points.  —  Elles  correspondent  en  effet  d'après  ce 
qui  précède  à  deux  points  P  et  M  diamétralement  opposés. 
Le  cercle  des  neuf  points  étant  homothétique  du  cercle  ABC 
par  rapport  à  H  dans  le  rapport  —  et  la  droite  Ap  par 
exemple  passant  au  milieu  de  HP,  on  voit  qu'on  a  deux  droites 

rectangulaires  passant  par  deux  points  diamétralement  opposés  du  cercle  des  neuf  points. 

VI.  —  L'enveloppe  de  Ap  est  une  hijpocycloide  à  trois  rebroussements.  —  Si  K  est  le  milieu  de  PH  la 
droite  Ap  est  déterminée  par  ce  point  K  et  la  projection  de  P  sur  BC  ;  elle  fait  donc  avec  BC  le  même 
angle  que  la  droite  joignant  K  à  la  projection  h  de  H  sur  BC.  Le  point  h  étant  fixe  sur  le  cercle  des 
neuf  points  et  K  décrivant  ce  cercle,  la  droite  Ap  enveloppe,  d'après  une  des  propriétés  bien  connues 
de  l'hypocycloïde,  une  telle  courbe  admettant  pour  cercle  Irilangent  le  cercle  des  neuf  points. 
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VII.  —  /.>ans  la  Iransformation  par  points  inverses  par  rapport  au  triangle  ABC,  l'inverse  de  P  est  à 
l'infini  dans  une  direction  perpendiculaire  à  Ap.  —  La  droite  isogonale  de  AP  qui  donne  la  direction  de 
l'inverse  de  P  coupe  le  cercle  ABC  en  t.  sur  la  parallèle  P-  menée  par  P  à  BC  ;  ce  point  ^  étant  dia- 
métralement opposé  à  P',  on  voit  que  A-  est  perpendiculaire  à  AP'  ou  Ap. 

VIIL  —  Il  y  a  trois  droites  de  Simson  passant  par  un  point  quelconque  x  du  plan.  —  Cette  propriété 
et  quelques-imes  de  celles  qui  suivent  peuvent  être  considérées  comme  déduites  de  l'enveloppe  des 
doites  Ap  d'après  les  propriétés  bien  connues  de  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussernents,  mais  il  peut 
sembler  intéressant  d'en  donner  des  démonstrations  directes. 

Cherchons  les  droites  A,,  passant  par  un  point  a  quelconque  du  plan.  Si  par  a  nous  menons  une 
sécante  quelconque,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  perpendiculaires  à  AB  et  AC  aux  points  où  ces 
côtés  sont  coupés  par  la  sécante  est  une  hyperbole  d'asymptotes  perpendiculaires  à  AB  et  AC,  et 
passant  par  A,  hyperbole  qui  coupe  le  cercle  circonscrit  en  trois  points  P,  P,,  F,,  donnant  ainsi 
trois  droites  de  Simson  passant  par  a. 

IX.— Sion  preyidunpoint  a  sur  la  droite  de  Simson  d'un  point  P,  les  deux  autres  points  Pi,V,  donnant 
des  droites  de  Simson  passant  par  a.  sont  sur  une  perpendiculaire  à  Ap.  —  Les  trois  points  P,  Pj,  P.,  et  le 
point  A  étant  quatre  points  communs  à  l'hyperbole  dont  nous  venons  de  parler  et  au  cercle,  AP  et  P,P. 
sont  également  inclinés  sur  les  axes  de  cette  hyperbole  et  par  suite  sur  ses  asymptotes  qui  ont  des 
directions  fixes  connues.  Donc  P.P,  a  une  direction  fixe  et  ceci  permettrait  de  la  trouver,  mais  il  est 

plus  simple  pour  obtenir  cette  direction  de  pren- 
dre une  position  particulière  de  a,  par  exemple 
de  prendre  a  sur  BC  ce  qui  donne  pour  P,  et  P., 
A'  et  P',  ce  qui  vérifie  l'énoncé.  On  en  déduit  les 
deux  corollaires  suivants: 

X.  —  Si  deux  points  P,,  Po  d'un  cercle  se  dépla- 
cent de  telle  sorte  que  P1P.2  ait  une  direction  inva- 
riable, le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  de 
Simson  de  Pi  et  P,  est  la  droite  de  Simson  perpen- 
diculaire à  PiPo. 

XI.  —  Etant  donné  un  point  a  et  les  trois  droites     / 
de  Simson  Ap,  Ap  ,  Ap.,  passant  en  ce  point,  elles  sont 
perpendiculaires  aux  trois  côtés  du  triangle  PPiP». 

On  peut  construire  très  simplement  les  points 
de  rencontre  ou  de  contact  d'une  droite  de  Simson 
avec  son  enveloppe,  comme  nous  allons  le  voir  : 
XII.  —  Si  on  mène  la  corde  PO  normale  à  a,.,    la  droite  Ag  coupe  Ap    au  point   où   cette  dernière   / 
touche  son  enveloppe. 

Ceci  découle  immédiatement  de  ce  qui  précède  en  supposant  que  P,  vienne  se  confondre  avec  P,  P,, 
venant  en  Q.  Si  P,  et  P.  viennent  se  confondre,  FiPj  étant  tangente  au  cercle,  on  a  les  points  où  S^. 
coupe  son  enveloppe  : 

XUI.  —  6'i  on  mène  tes  tangentes  au  cercle  ABC  aux  points  où  elles  sont  perpendiculaires  d    Ap    01»  a    y 
deux  points  de  contact  dont  les  droites  de  Simson  coupent   Ap   en  deux  points  de  l'enveloppe  des  droites  de 
Simson. 

XIV.  —  Les  tangentes  à  l'enveloppe  des  droites  de  Simson  aux  deux  points  S  et  V  oii  l'une  d'elles 
Aq  coupe  celte  enveloppe  sont  rectangulaires. 

En  clfel,  les  deux  droites  de  Simson  Ap  et  Am  de  deux  points  P  et  M  que  nous  prenons  diamétra- 
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lement  opposés  étant  rectangulaires,  les  deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur 
sa  droite  de  Simson  se  coupent  en  un  point  tel  que  Q  sur  le  cercle  circonscrit,  ce  qui  démontre 
sans  peine  la  proposition. 

XV.  —Etant  donnés  trois  points  P,  Q,  M  dont  deux  sont  diamétralement  opposés,  te  triangle  des 
trois  droites  de  Simson  a  ses  côtés  parallèles  el  égauxà  ceux  dulrian/jle  PQM.  —  Le  parallélisme  des  côtés 
est  évident  d'après  ce  qui  précède,  sauf  pour  PM  el  ig,  mais  d'après  une  propriété  précédente  l'angle 
de  Aq  et  Au  est  égal  à  l'angle  MAQ  ou  AlPQ. 

Reste  à  montrer  que  les  deux  triangles  semblables  PQM  et  VSU  ont  1  pour  rapport  de  similitude, 
ce  qui  est  évident  si  on  remarque  que  par  exemple  VS  est  la  parallèle  à  MQ  menée  par  le  milieu  de 
HP.   Ceci  démontre  donc  la  très  importante  propriété  de  l'hypocycloide  qui  suit  : 

XVI.  —  Une  droite  de  Simson  Aq  limitée  aux  deux  points  H  et  IJ  où  elle  coupe  son  enveloppe  a  une 
longueur  constante  égale  au  double  du  rayon  du  cercle  ABC . 

XVII.  —  Les  triangles  tels  que  SVU  ont  tous  un  même  cercle  des  neuf  points  qui  est  celui  du  triangle 
ABC.  Si  l'on  cherche  en  effet  la  droite  de  Simson  rectangulaire  à  SU  on  trouve  la  hauteur  issue  de  V 
du  triangle  SVU,  ce  qui  sulFit  à  identifier  les  deux  cercles  des  neuf  points  de  l'énoncé,  car  le  point  de 
rencontre  de  deux  droites  de  Simson  rectangulaires  est  sur  le  cercle  des  neuf  points  de  ABC  el  que  le 
rayon  de  ces  deux  cercles  est  le  même.  Ceci  montre  en  particulier  (jue  le  milieu  du  segment  SU  décrit 
le  cercle  des  neufs  points  de  ABC. 

XVIII.  —  Nous  ne  voulons  pas  allonger  cette  noie  et  ne  donnons  que  les  propriétés  presque  classiques 
des  droites  de  Simson.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  déduire  de  nombreuses  conclusions  et  de 
démontrer  des  propriétés  que  l'on  obtiendrait  en  prenant  d'autres  triangles  que  ABC  inscrits  dans  un 
même  cercle,  telle  que  la  suivante  que  nous  donnons  seulement  à  titre  d'exemple  : 

Si  on  prend  le  triangle  ABC  et  le  triangle  AiB,Gi  obtenu  en  joignant  les  seconds  points  de  rencontre 
des  hauteurs  (ou  des  bissectrices)  de  ABC  avec  le  cercle  circonscrit,  les  droites  de  Simson  d'un  point  P  par 
rapport  à  ces  deux  triangles  sont  rectangulaires. 

Note  de  la  Rédaction.  — Nous  avons  publié  autrefois,  k  plusieurs  reprises,  toutes  les  propriétés  simples 
relatives  aux  droites  de  Simson.  Malgré  cela,  nous  avons  pensé  que  le  résumé  de  M.  A.  Sainte-Lagûe  ne 
pouvait  manquer  d'intéresser  les  lecteurs  de  la  Revue. 

♦ 

NOTE  SUR  LES  FAISCEAUX  LINÉAIRES.  PONCTUELS  ET  TANGENTIELS  DE  CONIQUES 
par  M.  A.  Darmon,  élèTe  au  lycée  d'Alger. 


Je  me  propose  dans  cette  note  d'étudier  l'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  d'un  faisceau 
linéaire,  ponctuel  ou  tangentiel. 

En  premier  lieu,  considérons  un  faisceau  linéaire  ponctuel  (ï)  de  coniques,  soit  a  une  asymptote 
d'une  des  coniques  de  ce  faisceau  ;  je  vais  chercher  l'enveloppe  de  cette  droite.  Pour  cela,  je  transforme 
la  figure  par  polaires  réciproques,  par  rapport  à  une  conique  directrice  de  centre  <o.  Le  faisceau  se 
transforme  en  faisceau  linéaire  tangentiel  (i:');  quant  à  a,  elle  se  transforme  en  point  de  contact  d'une 
tangente  issue  de  w  à  une  conique  du  faisceau  (s').  Or  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  lixe  w  aux  coniques  d'un  faisceau 
linéaire  tangentiel  est  une  cubique  (r)  admettant  w  pour  point  double  (elle  est  donc  de  quatrième 
classe),  les  tangentes  en  ce  point  étant  les  rayons  doubles  de  l'involulion  déterminée  par  les  tangentes 
issues  de  w  à  toutes  les  coniques  du  faisceau.  En  outre  (T)  passe  par  les  six  ombilics  communs  aux 
coniques  du  faisceau;  tous  ces  résultats  sont  évidents  gcomélnquenient. 
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Cela  étant,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  on  a  le  théorème  suivant  : 

L'enveloppe  des  asymptotes  dés  coniques  d'un  faisceau  linéaire  ponctuel  est  une  courbe  (r')  de  troisième 
classe  et  du  quatrième  degré,  bitangente  à  la  droite  de  l'infini,  les  points  de  contact  étant  les  points  doubles 
de  rinvolution  déterminée  sur  cette  droite  par  les  coniques  du  faisceau.  En  outre  (r')  est  tangente  aux 
six  côtés  du  quadrangle  des  sécantes  communes. 

En  particulier,  supposons  que  le  faisceau  soit  composé  uniquement  d'hyperboles  équilatères;  dans 
ce  cas  les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  la  droite  de  l'inQni  par  les  coniques  du  faisceau 
sont  les  points  cycliques,  par  suite  : 

L'enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  est  une  hypocycloïde 
à  trois  rebrousscments,  tangente  aux  trois  côtés  et  aux  trois  hauteurs  du  triangle. 

De  même,  en  considérant  un  faisceau  linéaire  tangentiel  de  coniques,  on  démontrerait  tout  aussi 
facilement  que: 

L'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  d'un  faisceau  linéaire  tangentiel  est  une  courbe  de  troisième 
classe  et  du  sixième  degré,  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  aux  trois  cotés  du  triangle  conjugué  commun 
et  admettant  comnae  asymptotes  les  tangentes  communes  aux  coniques  du  faisceau. 

Tout  ceci  résulte  de  ce  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  co  aux 
coniques  d'un  faisceau  ponctuel  est  la  cubique  la  plus  générale  ;  elle  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  G,  D  communs  aux  coniques  du  faisceau,  les  tangentes  en  ces  points  étant  ojA,  wB,  loC,  toD.  En 
outre  elle  est  circonscrite  au  triangle  conjugué  commun  et  passe  au  point  w. 

Démontrons  que  nous  nous  trouvons  en  présence  de  la  cubique  la  plus  générale  ;  pour  cela  nous 
allons  montrer  que  toute  cubique  générale  9  est  susceptible  du  mode 
de  génération  précédent. 

Prenons  sur  h  un  point  quelconque  w  ;  e  étant  de  sixième  classe,  de 
(0  on  peut  mener,  outre  la  tangente  en  ce  point,  quatre  tangentes  à  cette 
courbe;  soient  A,  B,  G,  D  les  quatre  points  de  contact.  Considérons  les 
coniques  du  faisceau  ponctuel  ABCD,  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  «j  à  ces  coniques  est  une  cubique  e'  tangente  à  e 
en  A,  B,  C,  D;  ces  points  comptent  donc  chacun  pour  deux  dans  l'in- 
tersection de  e  et  0';  en  outre  e'  a  en  commun  avec  s  le  point  w  et 
les  sommets  du  triangle  diagonal  du  quadrilatère  A,  B,  G,  D  ;  6  et  h' 
ayant  plus  de  neuf  points  communs  sont  confondues;  la  proposition  est 
donc  démontrée. 

En  outre,  on  en  déduit  une  démonstration  du  théorème  de  Mac-Laurin: 

Si  d'un  point  pris  sur  une  cubique,  on  mène  les  quatre  tangentes  autres  que  la  tangente  en  ce  point  à  la 
cubique,  les  points  diagonaux  du  quadrilatère  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  sont  sur  ta  cubique. 


SUR  UNE  IMÎOPRIETE  DES  DEVELOPPEES  DE  CONIQUES  A  CENTRE 

par  M.   A.  Darmon,  élive  au  lycée  d'Alger. 


Je  rappelle  d'abord  une  propriété  très  connue  : 

Par  le  centre  w  d'une  hyperbole  équitalére  V  et  par  l'un  de  ses  points  H.  passent  quatre  cercles  tangents 
à  V  en  un  point  autre  que  M,  et  les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  même  cercle  passant  par  lo. 

Cela  étant,  faisons  une  transformation  homographiquo  (jui  fasse  correspondre  aux  points  cycliques 
les  points  ;i  l'inlini  sur  doux  droites  rectangulaires,  les  cercles  on  question  se  transforment  en  hyperboles 
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équilatères  passant  par  le  centre  et  par  les  points  à  rinûni  des  axes  de  la  transformée   r,  de   r,  ce  sont 
donc  des  hyperboles  d'Apollonius  relatives  à  r,,  et  on  a  la  propriété  suivante  : 

Par  tout  point  M  d'une  conique  à  centre  passent  quatre  hyperboles  d'Apollonius  S,  tangentes  à  cette 
conique  en  un  point  autre  que  M,  les  quatre  points  de  contact  sont  sur  une  hyperbole  d'Apollonius. —  Autre- 
ment dit  les  normales  aux  points  de  contact  sont  concourantes. 

Ceci  posé,  soit  P;  le  point  de  contact  d'une  des  hyperboles  équilatères  s,  Ni  son  quatrième  point 
de  rencontre  avec  r,,  les  normales  en  ces  points  P;,  N,  concourent  en  un 
point  Qi  situé  sur  la  normale  en  M',  or  P.Qi  est  une  normale  double,  donc 
Q,  est  sur  la  développée  de  r,  ;  les  quatre  points  Qj  correspondant  aux 
hyperboles  z  sont  donc  les  points  communs,  autres  que  le  point  de  con- 
tact de  la  normale  M'Q;  avec  la  développée,  mais  les  normales  aux  points 
Pj  sont  doubles  :  ce  sont  donc  les  tangentes  à  la  développée  aux  points  Q,; 
comme  elle  sont  concourantes,  on  en  déduit: 

Une  tangente  à  une  développée  de  conique  à  centre  rencontre  celte  déve- 
loppée en  quatre  points  autres  que  le  point  de  contact,  les  tangentes  à  la  développée  en  ces  quatre  points  sont 
concourantes . 

C'est  la  propriété  que  je  me  proposais  d'établir. 

Je  signale  en  passant  que  la  propriété  dont  je  me  suis  servi,  transformée  par  polaires  réciproques, 
donne  dans  des  cas  particuliers  de  nombreuses  propriétés  de  la  parabole  de  Steiner. 

(On  sait  que  les  côtés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique  et  dont  les  eûtes  touchent  celle-ci 
aux  pieds  des  normales  issues  d'un  point,  sont  tangents  à  une  parabole  tangente  aux  axes  de  la  conique. 
C'est  cette  parabole  que  j'appelle  parabole  de  Steiner.) 
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Mathématiques  préparatoires  à  l'étude  des  sciences  physiques. 

1460.  ^  Les  lettres   x  et  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  à  deux  axes  rectan- 
gulaires Ox  et  0>/ :  i"  calculer  l'intégrale 

fifdx  -+-  (x-  —  ixy)dy, 
ç^  le  long  de  l'arc  du  cercle   ACB   décrit  de   0    comme  centre  avec  l'unité  comme  rayon  et 

^j;  situé  dans  l'angle  positif  des  axes   xOy;   2°  calculer  la  même  intégrale  le   long  delà 

corde   AB;  3°  reconnaître  si  l'expression 

0  •*-     ^  j/Vx-t-(x«— 2jrj/)rfi/ 

est  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y;  4°  déterminer  un 
facteur  X,  fonction  de  la  seule  variable  x,  de  telle  façon  que  le  produit  de  l'expression  précédente  par 
"k,  '>^y^dx  -h  >(a;-  —  2xy)dy,  soit  une  différentielle  totale  exacte,  et  indiquer  la  fonction  dont  ce  produit  est 
alors  la  différentielle. 

1°  L'équation  du  cercle  est    a;- -h  j/'  =  1     et  donne     xdx-^ydy  =  0. 
Ladillerentielle  proposée  s'écrit  donc 

(i—x-')dx-h(i  —  y-  —  'ixydy.  ou  {l^x-)dx-^  (i —y-)dy —'ixlxdx-^ydy). 

La  dernière  partie  est  nulle  et  les  deux  autres  s'intègrent  immédiatement  :  elles  nous  donnent 

/     ( i  +  x'-)dx  -f-  (1  —  y-)dy  =    /    {{ -h  x'-jdjc  +  j    (  1  —  y-)dy . 

•/ACB  i/i  '■'(I 
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2 
La  valeur  de  l'intégrale  curviligne  indiquée  est  donc    —  — • 

2°  Sur  la  droite  AB,  on  a  -r  +  J/  —  1=0, 

d'où  w- =  (i — a:)^  et  x^ — ixy  =  \ — 4t/-i-3î/'. 

{l-xY 


L'intégrale  se  décompose  donc  en  deux  autres  qui  se  calculent  immédiatement  aussi,     — 
et    y  —  'iy^-\-y'';    elles  doivent  être  prises  respectivement  entre  les  limites   1,0   et  0,1.    La  valeur  de 

l'intégrale,  le  long  de  AB  est  visiblement  égale  à    — — • 

„    ^       .  ày'         d(x^  —  2xy)  . 

3°  On  n'a  pas  -f- =  ^ 2J.; 

^  d>j  ox 

donc  la  différentielle  donnée  n'est  pas  une  différentielle  totale. 

4°  Si  nous  multiplions  la  différentielle  donnée  par  une  fonction  inconnue  À  et  que  nous  exprimions 

que  le  résultat  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  m, 

du  =  ).i/-d,r-f-)v(a;-  —  'ixy)dy, 
nous  aurons 

Or  ici  À  ne  doit  dépendre  que  de  x;   donc    —  =0    et    ^—  =  -r— • 

a  y  dx         ax 

Par  conséquent,   X  est  fourni  par  l'équation  différentielle 

(x=-2xy)-^-+-2/{x-2y)  =  0. 

En  supprimant  le  facteur     r  —  ^y,    cette  équation  se  simpliûe  et  s'écrit 

d}~        ^dx        ^  .  ,  ,,     ,  .  ,    .        „  .  C 

1 

Prenons  en  particulier    ).  =  — j-;     nous  aurons 


=  0,  qui  donne  finalement  ).x'  =  C,  \  =  ^■ 


du=   '^dx^U  —  ^\dy, 


et  il  suffit  ici  d'intégrer  la  seconde  partie  pour  avoir  la  fonction    u,     u  =  y  — 
Il  y  a  d'ailleurs  une  double  infinité  de  fonctions  u  qui  sont 

«  =  c(y-4Vc'. 


R.  DE  FARIA.  à  Paris. 
Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Marchai.:  G.  Pélissier,  à  Toulouse;  M.  Laure.vce  ;   Aimé  HENSEoriN  ;  J.-D.  Dofact,  h  Poitiers 
Ahblarii,  à  Ituines;  W.  Mérigot,  à  Paris. 


1461.  — Intryror  l'ér/ualion  diff'érenlielle  du  second  ordre  y^^/"  =  — •,  y"  désignant  la  dérivée 
seconde  de  la  fonction  inconnue  y  par  rapport  à  la  variable  x.  Construire  celle  des  courbes  intégrales  qui 
passe  par  le  point  de  coordonnées    x  =  l,     y  =  1     et  qui  admet  en  ce  poitil  une  tangente  parallèle  à  Ox. 

On  peut  poser  v"  —  — ^»  v'  =  — ^• 

^  dx  ^         dx 

L'équation  diiïérentielle  s'écrit  alors  successivement 

rly' 1_  d^        _        dy 

dx  y^  '  dx  y'  ' 


y'dy' = ^,  ou  enfin  d{y'-)  —  d(  —  j 
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Intégrons  une  première  fois  et  désignons  par  C  une  constante  arbitraire  ;  nous  aurons 

Or,  pour     1/  =  I,     on  doit  avoir     y'  =  0  ;      par  suite,     C  =  —  1,      et   on 
est  conduit  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

ydu 


\ 


y 


qui  s'écrit 


—  =  dx. 


y'  '  v'i  —  ?/' 

forme  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

On  trouve  de  suite     y^  —  2a-  —  x-,     en  remarquant  que  la  courbe  intégrale  doit  passer  par  le  point 
X  =  i,     y  —  \. 

C'est  l'équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  sur  Oj?  et  qui  est  tangent  à  l'origine  à  l'axe  0;y. 

BROS. 
Très  bonnes  solutions  :  MM.  R.  de  Faria,  à  Paris,  G.  Péus*ieb,  à  Toulouse;  J.  Marchai. 
Bonnes  solutions  :  .MM.    M.  Ladkence  ;  Amblard  ;    G.  Foicry,  à  Roanne;    Hennequin  ;  W.  Mehhiot,  ii  Paris;    H.  Janois,  à 


1462.  —  Un  pendvle  simple  DM  dont  la  longueur  est  !"■  et  dans  lequel  le  point  matériel  M  a  une 
viasse  de  10?  est  écarté  d'un  angle  droit  de  la  verticale  dans  la  position  initiale  OA.  //  est  abandonné  à  lui- 
même  sans  vitesse  initiale. 

Calculer  en  unités  G. G. S.  la  vitesse  que  possède  le  point  M  à  l'instant  oii  le  pendule  passe  par  la 
verticale  OB,  ainsi  que  la  tension  du  fil  à  cet  instant. 

On  prendra    g  =  980. 

Le  point  M  peut  être  considéré  comme  libre  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  de  la  tension  du  fil, 
laquelle  étant  constamment  normale  à  la  trajectoire  de  M  elTectue  un  travail 
nul. 

L'application  du  théorème  des  forces  vives  au  point  M  se  déplaçant  de  A 
en  B  donne,  en  désignant  par  v  la  vitesse  en  B, 

^  =  mgl,  (0.M  =  /)  V^  =  2gl, 


V  =  v'i^/  =  v/'Jx980xlOO  =  442™, 7. 
La  force  normale  en  B  dirigée  suivant  BO  a  pour  expression 
=  2^7  ; 


F„  = 


comme  d'autre  part  elle  est  égale  à  la  somme  algébrique  de  la  pesanteur  dirigée  suivant  OB,  et  do  la 
tension  T  du  fil  dirigée  suivant  80,  on  a 

V„  =  âmi/  =  T —  mg, 
T  =  3mg  =  3X10X980  =29  400  dynes. 

HEiNNEQUIN  Aimk,  élève  de  l'École  Normale  supérieure. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Bros;  0.  Foucry,  à.  Itoanne  ;  AiiBLAnn,  à  Ruines. 


dy  y  !  y- 

1463.  —  Intégrer  l'équalion  diprnntielle     ~^.   —  '^  ~^  \'  "^  ^  ■•  ■ 

Fi.jurer  les  courbes  intégrales  en  supposant  que   x  et  y  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 

point  M. 
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\            " 

\.                F, 

y 

a 

0 

X 

Par  suite, 


finalement 


Posons     y  =  ux     et  différenlions  ;  il  vient     d}f  =  uix  -i-  xdn. 
du 


L'équation  à  intégrer  est      x—z-  =  iju^  —  I;      les   variables   sont 


,,,...  .  ,     .  dx  du 

séparées  et  1  équation  se  met  sous  la  forme    =  -7==- 

X  t/u-  —  1 

encore  rflog  x  =  dlog  [u  -+-  ^u^  —  1] , 

d'où  foga;  —  log  a  =  log[M  -+-  sjû^ \\ 

a  désignant  un  nombre  arbitraire. 


,     ou  bien 


=  !(  H-  \lu-  —  1  , 


et 


—  =  H  —  \lu^  —  1 


X        a 

tu  = h  —  • 

a        X 


Les  courbes  intégrales  ont  pour  équation    x'' — !:!ai/-ha-  =  0     ou  bien     x- -^{y  —  a)^  =  y-. 

Ce  sont  des  paraboles  admettant  pour  foyer  le  poin^t  (0,  a)  et  l'axe  des  x  pour  directrice. 

BROS. 

Bonnes  solutions  :  MM.    Dufvut,  h  Poitiers;  G.  Foicnv  ;  IlENNEQniN;   .1.  Marciial;  Le  Blanc,  collège  Chaptal  ;  H.  Janois,  ;\ 
iNantes  ;  \V.  MÉnuiOT,  à  Paris. 
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1468.  —  1°  Etudier,  suivant  les  valeurs  de  k,  les  racines  de  l'équation     e^^  ^= 

k  —  X 

2°  On  considère  l'équation     e-^  = >     /,■  étant  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  plus  petite 

^  k-+-  a  —  x 

que  1.  Montrer  que  cette  équation  a  une  racine  réelle  et  une  seule. 

30  Étant  donné  un  nombre  quelconque  ar,,,  on  pose  successive^nent 

k  —  a  -h  X, 


k  +  a  —  Xi 
/,:  —  a  -H  x^ 

k  -h  a  —  x^. 

Montrer  que  x„  a  une  limite  pour  n  infini  et  que  cette  limite  est  égale  à  la  racine. 
Interprétation  géométrique. 

\"  Pour  que  l'égalité     e-'  = puisse  être  vérifiée,  il  faut  que  le  second  membre  soit  positif, 

k  —  X 

que  X  soit  compris  entre    — k    et     +  k.     Si  k  est  nul,  le  second  membre  est  toujours  égala    — 1, 

l'équation  n'admet  aucune  racine  réelle.  Si   k  est  difl'érent  de  zéro,  l'équation  admet  toujours  la  racine 

a;  =  0.     Les  autres  racines  seront  accouplées  deux  par  deux,  puisque  si  l'on  change   a;   en    — x     les 

deux  membres  se  changent  en  leurs  inverses.  Si   k   est  négatif,  le  second  membre  décroit  quand    .r 

croit.  Le  premier  au  contraire  croit  avec    x.   Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  racine  :  c'est    x  =  0.     Si   k  est 

positif,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer.  Supposons  d'abord  que  k  soit  égal  à  1.  Les  deux  fonctions 

(2x)^  (2a;)" 

1.2  ^    n!  ' 

i 


e^'  =  1  +  ■ 


l  —  X 


=  1  -+-  2a-  +  2x'  +  ■ 


■2a:"- 


sont  mprésentées  par  des  courbes  osculatrices  au  point    .r  =  0,     y  =  1.     Pour  toute  autre  valeur  de  x 
positive  et  inférieure  à  1,  on  a  l'inégalité     y,  —  »/  >  0. 
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En  effet,  le  terme  général  de  cette  différence  est  positif,     (  2  —  -^  )  x".     Il  ne  peut  donc  y  avoir  de 

racine  positive,  ni  par  suite  de  racine  négative  de  l'équation  donnée.  Dans  ce  cas,  on  a  trois  racines  con- 
fondues avec    a;  =  0. 

Si  k  est  inférieur  à  1,  en  posant 

k  -^  X         ,        Sx  Ix" 

on  a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  -t-A-,  j/,  >  yi  >  y-  H  ne  peut  y  avoir  de  racine 
positive  de  l'équation  proposée  ni  par  suite  de  racine  négative.  Dans  ce  cas,  on  n'a  que  la  seule  racine 
05  =  0.  Enfin  si  k  est  supérieur  à  1,  pour  les  valeurs  de  x  infiniment  petites  et  positives,  on  a  j/z  <  y- 
Pour  les  valeurs  de   x  infiniment  voisines  de   k   et  inférieures,  on  a    ya  >  y-     L'équation  a  au  moins 

/t-hX 

trois  racines  réelles.  Je  dis  qu'elle  n'en  a  que  trois.  En  effet,  l'équation     2x  —  L-r~ —  =  0    admet  les 

2A- 

mêmes  racines.  Or  l'équation  dérivée    2 -, =  0    n'admet  que  deux  racines,  et  la  fonction 

k-  —  x2 
fç  I  ^ 

2x  —  L- ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  positive  de  x  inférieure  à  k. 

k  —  X 
^.,.         .  „  k  —  a-hx        ,  .  .  ,  k  —  a-hx 

2°  L  équation    e^'  = a  les  mêmes  racmes  que    "Ix  =  L- 

k-^-a—x  k-^a  —  X 

La  dérivée  de  la  différence  est   2 ; ; En  annulant  cette  dérivée  et  résolvant  par  rapport 

A2  — (x  — af  "         *^^ 

à  X,  on  trouve 

X  =  a  àz  ^a^  —  [k  —  k^  ^  a^)  =  a  ±1  W^  —  k. 

La  quantité  sous  le  radical  est  négative  si  k  est  inférieur  à  1  en  valeur  absolue  comme  il  est  supposé. 

L'équation  dérivée  n'ayant  pas  de  racines  réelles,  la  fonction 

k  —  a  +  x 

ç  =  2x  —  L 

k+a  —  X 

varie  toujours  dans  le  même  sens.  Elle  n'existe  que  pour  X  compris  entre     a  —  k    et    a  +  k.     Pour  les 

valeurs  infiniment  voisines  des  limites,  elle  prend  des  valeurs  infinies  et  de  signes  contraires.  Dans 

l'intervalle  elle  ne  devient  jamais  infinie.  La  fonction    o    s'annule  pour  une  valeur  et  une  seule  de    x. 

L'équation  proposée 


Sx 

k 

k  —  a- 

T-X 

1 

k-ha- 
I<1- 

—  X 

a  une  racine  et  une  seule,  avec  la  restriction 

3o  On  donne  la  suite  d'égalités 

k  —  a^Xi  I  A-  —  a  -+-  X, 

,    e^'^  = .  ou  2Xo  =  L- 


A  -+-  a  —  X,  l  A  -t-  a  —  x, 

k  —  a-\-  Xi  <   -  A-  —  a  H-  X2 

^.ï,  =  L- 


A  -h  a  —  Xj                                /                   A  -H  a  —  Xj 
\    


l{ a-\-x  2A 

Considérons  la  fonction     L- dont  la  dérivée  est    -, ;: —  ■     Cette  dérivée  est  au  moins 

k->ra  —  x  k^  —  (x  —  ay 

2  1 
égale  à   — -  >>  2.\,     A  étant  un  nombre  supérieur  à  1  et  inférieur  à  — • 

A  k 

On  a  alors  la  suite  d'inégalités 

I      A--a  +  x.  _     A--a+x.  I  ^^    ^^_^ 

k-\-a  —  x,  A  -t-  a  —  x,   \ 
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2  I  a^o  —  Xi  I  >  2A  I  x,  —  Xn 


I  x„_i  —  x„  I  >  A  I  j-„  —  x„_^,  1  . 
En  multipliant  membre  à  membre  toutes  ces  inégalités,  on  trouve 
I  ar»  —  ar,  I  >  A"  I  .r„  —  ar„^,  |  , 

\  Xq  —  X,   \ 


I  X„—X„_^i  I  < 


A" 


On  en  tire,  en  faisant  varier   h  et  ajoutant  toutes  les  égalités  ainsi  trouvées  membre  à  membre, 

/■         1  1   \  d 

I  Xo  —  x„  +  ,  I  <  I  x„— a-,  I  f  !  +  —  -(-  ..•  +  — -)  <  I  x,  —  x,  I  -. 

On  voit  ainsi  que  a-,,  tend  vers  une  limite.  Je  dis  que  cette  limite  est  la  racine  de  l'équation 

k  —  a-hx. 


en  effet,  on  a 


k  —  a 


k  +  a 

X 

k 

-a^ 

Xn-^i 

k 

4-a  — 

Xn-J^l 

1+ 

k- 

—  a-k-x„ 

<t 


I   k-\-a  —  x„^i        k  -\-a  —  a;„ 
quand   n  est  suffisamment  grand,   s  étant  donné  à  l'avance.  On  a  donc 

I    „  A'  —  a  -h  X,, 


<e; 


I  '  k  -h  a  —  x„ 

t    pouvant  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  veut,  la  limite  vers  laquelle  tend    x„    ne  peut  être  que  la 
valeur  de  x  qui  annule  In  premier  membre. 

Construisons  les  courbes    y  =  e-'    et    y  —  -, Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver 

k-\-a  —  X 


♦  1 

U 

/ 

y\    1 

X.     0 

--îf.*X,    X 

a-*                                X 

-1 

(^ 

■H, 

1 

/ 

MX    ,'\a-/c 

X.         0 

a^k 

X,        JT,     ~^^.,_____^                         ./■ 

-1 

\ 

signilie  qu'en  parlant  d'un  point  de  la  première  courbe,  menant  la  parallèle  à  l'axe  des  x  jtisqu'au  point 
de  rencontre  avec  la  seconde,  parla  une  parallèle  à  l'axe  des  j/  jusqu'au  point  de  rencontre  avec  la 
première,  puis  par  là  une  nouvelle  parallèle  à  l'axe  des  x  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  sur  les  deux 
courbes  des   séries  de  points  qui  se  rapprochent  indéliniment  du  point  de  rencontre.  Si   A-  est  positif 
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les  valeurs  Xq,  x^,  x.,,  ...  x,„  . . .    sont  des  valeurs  approchées  d'un  même  côté  de  la  racine.  Si  k  est 
négatif,  ce  sont  des  valeurs  approchées  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes. 

X.  et  QUÉMENEUR. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Henneouin,  élève  de  l'École  Normale  supérieure;  M.  Laubence  ;  Louis  Sire,  lycée  de  Nancy. 

♦ 
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1465.  —  On  donne  la  parabole  de  sommet  0  et  de  foyer  F  qui  a  pour  équation,  en  coordonnées 
rectangulaires,     y^  —  'ipx  =  0. 

1°  On  suppose  qu'un  point  M  se  déplace  sur  la  parabole  de  façon  que  sa  vitesse  soit  dans  un  rapport 
constant  avec  la  distance  FM.    Trouver  la  loi  des  espaces. 

2"  On  suppose  qu'une  droite  qui,  dans  sa  position  initiale,  coïncide  avec  la  tangente  au  sommet  roule 
sans  glisser  sur  la  parabole  de  façon  que  le  point  de  contact  coïncide  à  chaque  instant  avec  le  point  M. 
Trouver  la  trajectoire  du  point  A  de  celte  droite  qui,  dans  la  position  ijùtiale,  coïncide  avec  le  sommet  0 
de  la  parabole.  Etudier  le  mouvement  de  ce  point  sur  la  trajectoire. 

3°  On  abaisse  du  foyer  F  la  perpendiculaire  FP  sur  la  droite  mobile  précédente.  Montrer  que  le  mou- 
vement du  point   P   sur  cette  droite  est  uniforme. 

4°  Calculer  AP   et  FP   en  fonction  du  temps  et  montrer  comment  les  expressions  de  AP   et  de   FP 

peuvent  servir  à  déterminer  le  mouvement  du  foyer  F  dans  le  roulement  sans  glissement  de  la  parabole  sur 

sa  tangente  au  sommet. 

P 
1.  Soient  x  et  y   les  coordonnées  du  point   M;  la  distance  FM   est  égale  à    ac+— •      Par  suite, 

la  vitesse   v  du  point   M    est 

V  =  ia[  X  +  -^  ), 


a   désignant  une  constante,  ou,  ce  qui  peut  s'écrire 

v'         rfa?  'I    du  ^^ 

Remplaçons   .r   par  -~-  et  -jp  par  -^  —-,    nous  obtenons 


f)" 


p     dt 
dt^ 


1^1  =  a'^fyi  ^  pi)  ou  ,      ^     -   =  adt. 


En  intégrant,  on  a 


L(?/  4-  s/y'  -+-  jo2)  =  a<  -H  G,  ou  y  -t-  \/y'  -+- p^  =  e"'*'': 

Supposons  que  pour     l  —  0,     le  mobile  soit  au  sommet  de  la  parabole  ;  nous  avons    p  =  e'^,    et, 

par  suite,  

y -+- v/y- -I- p'  =  K". 
Nous  en  lirons 

y  +  v/'Z-t-p- 
et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

2y  =  p(e'"  — e-"'),  y  =  pshat,  et  ar  :=  -^  =  -j  sh" at. 

Les  coordonnées  du  point  M   sont  alors 

x=—sh^  al,  y=pshal. 
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Pour  avoir  la  loi  des  espaces,  il  faut  calculer  l'arc  OM   en  fonction  du  temps. 
Nous  avons 


dt 


2.(.*f). 


ou,  en  remplaçant  x  par  -^  sh- at, 


puis,  en  intégrant, 


ds 
df 


ap 


ap(sh^a<+l)  =  apch^at  -  _^(ch2a<  +  l); 


ap  r  sh  2a<         T 


en  remarquant  que  pour    t  —  0,    on  a    s  =  0. 
On  en  déduit 

P 

s  —  -^  (a<  -h  sh  al  ch  ai), 

et  l'on  voit  que  s  croit  en  même  temps  que    t.   Si  l'on  désigne  par    a  l'angle  que  fait   Ox  avec  la 

direction   MT   de  la  tangente  dans  le  sens  des  arcs  croissants, 
T  on  a 

dx         apshatchatdt 

COS  a  :=    :=  — '■ , 

ds  ap  ch^  at  dt 

drj         ap  ch  at  dt 
ds         apcR-atdt 


\ 

M^^'***^ 

^ 

^-<!' 

■</ 

/1 

/ 

^)F                                      x 

sh  at 
ch  at 


ch  at 


2.  La  longueur  MA  étant  égale  à  l'arc  OM,  les  coordonnées 
du  point  A  sont 

X,  =  X  —  s  cos  a,  y,  =  u  —  s  sin  o, 

ou,  en  remplaçant  s,  cos  a,   sin  a  par  leurs  valeurs  données  plus  haut, 

ap      shat  PI,  at    \ 

2       chat      ^'        2  \  chat  / 

En  différentiant  par  rapport  à  (  on  a 


dx, 

~dr 


ap 


^   ,  „ —  (at  +  sh  at  ch  al), 
2  ch^  at 

d'où  l'on  déduit  ''' 


ap      sh  at 


ch^  at 


(at -h shat  chat). 


dx 
dx,  "  dy 


La  tangente  au  point  A  est  à  chaque  instant  perpendiculaire  à  la  droite   AM. 
Le  point  A  décrit  une  développante  delà  parabole;  quand  t  croît,  x,  et  i/,  vont  constamment  en 
croissant.  La  vitesse  u,  du  point  A  est  donnée  par  la  formule 

ap 


ichdl 


(nt  -\-  shatch  at) 


3.  Le  point  P,  projection  du  foyer  F  sur  la  tangente  AM  est  situé  sur  la  tangente  au  sommet  delà 
parabole;  son  ordonnée  est  la  moitié  de  celle  du  point  M,  donc,   les  coordonnées  du  point  P  sont 

x' =  0,    y'  =  ~-shat. 
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La  vitesse  de  ce  point  sur  Oi/  est    — r-  =  —chat.      Sa  vitesse  sur  la  droite   AM   est  la  pro- 
•"  dt  "2 

jection  sur    AM    de  la  vitesse  sur    Ou    ou  —f-  sina  =  — i--     Cette  vitesse  est  constante,  donc  le  mou- 

^  dt  ^ 

vement  de  P  sur  AM  est  uniforme. 

On  peut  aussi  le  voir  autrement.  On  a 


AP' 


4.  D'autre  part,  on  a 


!      /  /NO        r     ,  ■>  sh'  at 


AP  = 


ap 


a^'t' 


4     ch'  at 


FP'  =  ^  -H  ^  sh^  at  -  ^  ch^  at, 
4  4  4 


ay'' 


d'où 


l. 


FP  =  ^chat. 
i 


Supposons  maintenant  que  la  parabole  roule  sans  glisser  sur  sa  tan- 
gente au  sommet.  Les  coordonnées  du  point  F  par  rapport  aux  axes  fixes 
OX  et  OY  sont 


X  =  AP, 


x=f^ 


Y  =  OP, 

Y  =  -^  ch  a<  ; 


et  en  éliminant  X,  on  a 


Y^&ch 


2X 


ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  F  est  une  chaînette  ayant  pour  axe  AY. 

G.  PÉLISSIER,  lycée  de  Toulouse. 

Bonnes  solutions  par  MM.  F.  Brachet,  42'  de  ligne,  à  Belfort;  G.  Bresse,  152''  de  ligne,  à  Belfort  :  Fenocillet;  He.nneqdin, 
élève  à  l'école  normale  supérieure  ;  M.  I.adre.'ïce  ;  Pabrod,  à  Vesoitl  ;  (Joéméneih,  lycée  de  Rouen  ;  Louis  Sibe,  lycée  de  Nancy. 
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ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  {Cours  spéciaux.) 

Analyse. 

1532.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  sa  normale  MN  et  sa  tangente  MT  déter- 
minent un  segment  de  longueur  constante  NT  sur  l'ordonnée  menée  par  le  point  où  la 
normale  MN  rencontre  l'axe  Ox. 

Mécanique. 
I.  —  1533.  On  donne   un    système  d'axes  rectangulaires   yiOia;i  mobile  dans  un   plan  P  par  rapport 
au  système  d'axes  fixes  rectangulaires  yOx. 

Soient  xo,  j/o  les  coordonnées  de  Oi  par  rapport  aux  axes  fixes  ;  le  mouvement  d'un 
point  Q(a:i,  i/i)  invariablement  lié  au  premier  système  étant  défini  par  les  formules 
connues  du  changement  d'axes  rectangulaires 

X  =z  xo  +  axi-hbi/i.  y  =  y„-h  atXt  +  biyt, 

où  xi),  I/o-  'î.  *i  "''  *i  S''"'  ^^^  fonctions  connues  du  temps  (,  trouvera  l'instant  t: 
1°  les  coordonnées  du  centre  instantané  de  rotation  ; 

20  le  lieu  des  point.s  Q  qui  sont  des  points  d'inflexion  sur  leur  trajectoire  ; 
3°  le  lieu  des  points  Q  qui  ont  même  vitesse  à  l'instant  (. 


y 

y\ 

V 

^s. 

0 

X 
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II.  — 1534.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0;;  étudier  el  di.scuter 
le  mouvement  d'un  point  pesant  P  de  masse  m  attiré  par  l'origine  0  proportionnelle- 
ment k  sa  distance  OP  à  0,  et  par  la  verticale  0^  proportionnellement  à  sa  distance 
PA  à  Oz. 

Trigonométrie . 

On  donne  la  hauteur  h  d'un  triangle  ABC  issue  du  sommet  B,  la  surface  S  et 
l'angle  A. 

Résoudre  le  triangle  et  calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit  quand  h  =  9", 78, 
S  =  71°'S23,     A  =  42°  30' 27". 


Epure  de  perspective  linéaire. 

On  donne,  imprimé  sur  la  feuille  d'épuré  {fig.  I)  un  tableau  dont  h,  h'  est  la  ligne  d'horizon.  Sur  ce  tableau 
a'a'a'  sont  les  perspectives  de  trois  des  sommets  d'un  rectangle  horizontal. 

On  demande,  tout  d'abord,  de  déterminer  la  perspective  du  quatrième  sommet. 

a' A.',  el  «'A'  sont  deux  des  arêtes  verticales  d'un  parallélépipède  ayant  pour  base  le  rectangle  précédent. 
On  achèvera  la  représentation  de  ce  parallélépipède.  Ce  solide  sera  considéré  comme  Vépannelaye  d'un  piédestal, 
dont  les  détails  vont  être  définis  ci-après. 

On  connaît  géométralement,  à  une  môme  échelle,  quelconque  d'ailleurs,  t^fig.  2)  le  profil  de  la  corniche  et 

(lig.  3)  celui  de  la  base,  rapportés 
tous  deux  au  nu,  ôiBB  du  dé  du 
piédestal. 

D'autre  part,  sur  le  tableau  {fig.  1) 
on  voit  en  «'a'  pour  la  base,  en 
A'A'  pour  la  corniche,  les  perspec- 
tives des  arêtes  de  l'épannelage  in- 
diquées en  aoi  sur  la  figure  3  et  en 
AAi  sur  la  figure  2,  ainsi  que  en 
b'b"  (fig.  i\  une  des  arêtes  du  dé 
du  piédestal,  celle  qui  répond  au 
nu  de  ce  dernier. 

On  demande  sur  ces  données, 
lesquelles  sont  suffisantes  : 

1"  d'achever  la  perspective  du 
piédestal  (dé,  base  et  corniche!  ; 


Rg  1 ._  Tableau 

|A',          \^ 

h     Ebrizon. 

1  *vl 

\^ 

II' 

1          '  1 

o'~""---.. 

1^-6,}   « 

•s 


ProfiLdela. 
Base 


2°  en  supposant  le  soleil  en  S,  S',  de  déterminer  les  ombres  du  piédestal  sur  lui-même. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1535.  —  On  considère  trois  cercles  de  contres  donnés  A,  B,  C.  Soient  I  leur  rentre  radical  et  a  leur  axe 
de  similitude  externe. 

1°  Lieu  du  point  I,  lorsque  la  droite  A  reste  fixe. 

2°  Enveloppe  de  la  droite  A  lorsque  le  point  I  reste  fixe. 

3°  Par  un  point  I  donné  passent  deux  droites  A.  Construire  ces  droites  ;  elles  sont  rectangulaires. 

4°  Sur  une  droite  A  donnée  existe  un  point  1.  On  joint  ce  point,  que  l'on  demande  d'abord  de  construire, 
au  centre  0  du  cercle  ABC,  cl  l'on  demande  de  trouver  l'enveloppe  des  droites  A  qui  font  avec  la  droite  01 
un  angle  donne  0. 

L.    BlCKART. 


1536.    —   1°  On  donne  dans  un  plan  trois  points  A,  B.  C.  Par  chacun   des  points  B  et  C  on  mène  une 
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droite  parallèle  à  une  direction  A,  et  on  considère  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  conique  dégénérée 
constituée  par  ces  deux  droites.  Quand  la  direction  A  varie,  cette  polaire  enveloppe  une  parabole  Pa.  Il  existe 
de  même  deux  autres  paraboles  Pb,  Pc. 

2»  Les  trois  points  A,  B,  C  et  les  trois  foyers  F*,  Fb,  Fc  sont  six  points  d'un  même  cercle. 

3°  Les  trois  paraboles  sont  inscrites  dans  le  triangle  ABC.  11  existe  en  outre  quatre  coniques  inscrites 
dans  ce  même  triangle  et  tangentes  chacune  aux  trois  paraboles.  Ce  sont  trois  hyperboles  et  une  ellipse.  Les 
centres  des  hyperboles  sont  sur  l'ellipse.  Soit  G  le  centre  de  cette  ellipse. 

4°  Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  d'un  des  côtés  du  triangle  ABC  dans  la  parabole  relative  au  som- 
met opposé  est  un  axe  de  symétrie  oblique  relatif  à  la  même  direction  de  la  figure  constituée  par  les  deux 
autres  paraboles.  On  déduira  de  là  que,  si  l'on  considère  le  triangle  curviligne  limité  à  la  parabole  Pa  et  aux 
tangentes  AB  et  BC,  puis  le  triangle  limité  à  la  même  parabole  et  aux  tangentes  AC  et  BC  et  enfin  les  quatre 
autres  triangles  analogues  relatifs  aux  deux  autres  paraboles,  le  centre  de  gravité  de  l'aire  dos  six  triangles 
envisagés  ensemble  est  le  point  (;. 

J.   GUADET. 


DEUXIEME   PARTIE 
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1482.  —  On  considère  un  plan  horizontal,  (H),  et  un  point  lumineux,  0,  datis  ce  plan.  Au-dessus  de 
(H)  s'étend  un  milieu  réfringent  dont  l'indice  de  réfraction  est  fonction  de  la  distance  y  au  plan  (H). 
1°  Former  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  d'un  rayon  lumineux  quelconque,  émané  de  0. 
20  Intégrer  cette  équation  dans  les  deux  cas  suivants  : 

—  :       n  —  av/ 

6  V  ^-+ 


l'incidence  initiale  étant 


l'incidence  initiale  étant      —■ 


y-k-b'     "" 6  V    y-\-b 

Dans  les  deux  cas,  a  et  h  désignent  des  constantes  positives  données. 

l°5Prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  axes  rectan^laires  passant  en  0  ;  l'un,  horizontal,  Oj  ; 
l'autre,  vertical,  Oy,  et  tel  que  le  rayon  initial  soit  dans  le  plan  lOy, 
entre  les  demi-axes  positifs.  La  trajectoire  du  rayon  lumineux  sera  évi- 
demment située  dans  ce  plan. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  de  la  trajectoire,  MT  le  rayon  lumineux 
en  ce  point  et  n  l'indice  de  réfraction  de  la  couche  horizontale  H',  infi- 
niment mince,  qui  passe  en  M. 

Si  nous  appelons  9  l'angle  de  la  tangente  .MT  à  la  trajectoire  avec  la 
verticale  ascendante,  la  loi  de  la  réfraction  nous  donne 

(1)  n  sine  =  C", 

la]valeur  de  la  constante  étant  fournie  par  l'incidence  et  l'indice  initiaux. 
Dans  les  deux  cas  signalés,  cette  constante  C  est  égale  à  a. 


D'autre  part,  nous  avons 


cot  6  =  v'  =  -r-'^    donc 
^         dx 


sine 
dx 


COSÔ 

dy 


L'équation  (1)  nous  donne  alors 
ndx 
t/dx^  -+■  dy'^ 


^dx'  -+-  dy^ 


dx  = 


ady 


608 


ANALYSE 


Telle  est  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  ;  elle  s'intègre  par  une  simple  quadrature,  puis- 
que n  est  une  fonction  de  y. 


2"  Premier  cas.  —  Supposons     n 


2ab  (:y  +  b)dij 
r;    nous  aurons  alors    dx  =  —  ; 

et  le  second  membre  s'intègre  immédiatement  :  nous  obtenons  successivement 

x  —  x,  =  —  ^W^  —  (y  -H  bf,  et  [x  —  Xo")2  -+-  (y  -H  6)2  —  4A2  =  0. 

La  trajectoire  du  rayon  lumineux  est  un  cercle.  D'autre  part,  ce  cercle  passe  à  l'origine  des  coor- 
données et  l'arc  situé  au-dessus  de  Ox  doit  s'étendre  vers  les  x  positifs  ;  donc  la  constante  Xo  est  po- 
sitive et  égale  à    b^^. 

La  trajectoire  est  donc  finalement  l'arc  du  cercle    (x  —  b^J^f  -f-  (j/  -h  by  —  Ab-  =  0, 
qui  est  situé  au-dessus  de  Ox. 


Deuxième  cas.  —  Prenons  yi  =  a   v/ — - — -:    l'équation  différentielle  deviendra  dx  =  v/- —dy. 


et,  dans  cette  équation,  comme  dans  la  précédente,  il  faudra  prendre  le  signe     - 
avons  choisi  les  axes  de  façon  que  le  coefQcient  angulaire  du  rayon  initial  soit  positif. 
Posons  alors    y  =  b  cos  ç  ;     nous  aurons 


puisque  nous 


puis, 


dy  =  —b  sin  tprfo  et 

rfx  =  —  26  cos2  - 


rfx  =  -ôv/4^ 

V     1  —  cos  o 

do  =  _  6(i  -H  cos  cp)rfo. 


—  sin<prfç  ; 


L'intégration  est  immédiate  et  nous  donne     x  —  x„=  —  h{f  +  sin  ©). 
Les  équations  de  la  trajectoire  sont  donc 

X  =  X|,  —  6(tp -h  sin  ç),     y  —  bcoso, 

la  constante  x„  devant  être  déterminée  de  façon  que  cette  courbe  passe  au  point  0  ;  or,  pour    «  =  -1-. 

y  est  nul  ;  si  nous  exprimons  que  x  est  nul  aussi,  nous  obtenons    xq  =  6/  — -  -t-  1 J  ;    les  équations  de 
la  trajectoire  sont  finalement 

X  =  bl  —  -h  i  —  <?  —  sin  ç),  y  =  b  cos  f  ; 

elles  nous  montrent  de  suite  que  cette  courbe 
est  une  cycloide. 

Mais  pour   que    y    croisse   à  partir  de 

<p  =  -7^.     comme  cela  doit  être  évidemment 

d'après  la  marche  du  rayon  initial,  il  faut 
faire  décroître  ç>  ;  il  vaut  donc  mieux  chan- 
ger <p  en  it  —  f,  alin  de  faire  varier  <f>  dans 
le  sens  habituel.  Les  équations  de  la  courbe 
deviennent  alors 

X  =  bl\ — -+-(p^sinoK  y  =  — bcoso, 

et  il  sullit  do  porter  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point    £,  =  b(l  —  ^\,    y,  =  —  b,     pour 
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obtenir  Ips  équations  ordinaires  de  la  cycloïde  : 

X  =  i(? — sino),  Y  =  i:  1  —  coso). 

A.  DUCOS,  lycée  Carnot. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Yersaox,  h  Mons  :  M.  Lacbbxce;  Lb  Blanc,  collège  Chaptal. 

— ■* 
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1483.  —  On  considère  deux  cercles  fixes  {C)  et  (C)  ;  par  un  point  A  du  cercle  (C),  on  mène  une 
tangente  à  ce  cercle  qui  rencontre  le  cercle  (C)  en  deux  points  B  et  C  et  par  chacun  des  points  B  et  C  on 
mène  la  seconde  tangente  au  cercle  (C).   Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  droites. 

Prenons  pour  axe  des    x   la  ligne  des  centres  des  deux  cercles   (G)  et  (C)   et  pour  axe  des   y   un 

diamètre  perpendiculaire  dans  le  cercle  (C). 

L'équation  du  cercle  (C)  est  alors 

x^  -1-  j/2  —  R2  =  0, 

et  celle  du  cercle  (C), 

(.r  —  af  -t-y^  —  R'*  =  0. 

Les  coordonnées  d'un  point  P  du  cercle  (C)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

r.    1  —  «'  T.         2/ 

T=R- T.  y  =  R- 


et  celles  d'un  point  P'  de  (C),  sous  la  forme 

1— X2  „,     ï>X 


a  =  R'- 


i/  =  R't 


1  -+- 1' 

Cela  posé,  désignons  par  l  le  paramètre  du  point  A,  par  >.  celui  de  l'un  des  deux  points  B  ouC; 
nous  aurons  la  relation  qui  existe  entre  t  et  À,  en  formant  la  tangente  en  A, 

Kl  -h\y  —  R'  =  0,  ou  H  -  t').r  ^ -Ity  -  R(i  -^t^)  =  0, 

et  exprimant  qu'elle  passe  au  point  B;  ce  calcul  nous  donne 

(1  -  t')[a{l  -h  X^)  -+-  R'(l  -  /^)  I  -H  4R'A  -  R(l  -+-  /'/l  +  /')  =  0. 

Il  est  facile  alors  de  comprendre  la  solution  du  problème  et  d'effectuer  les  calculs  :  nous  appelle- 
rons ).,  et  À.,  les  paramètres  des  points  BetC;  pour  X=>,,  l'équation  en  t  aura  deux  racines,  les 
paramètres  /  et  t,  des  points  de  contact  des  deux  tangentes  au  cercle  (C)  issues  de  B;  de  même,  pour 
X  =  X-,,  l'équation  en  t  aura  deux  racines,  t  et  ^,  paramètres  des  points  de  contact  des  deux  tangentes 
issues  de  C.  Nous  formerons  alors  l'équation  du  second  degré  qui  admet  pour  racines  t,eitî;  nous 
identifierons  celle  que  fournit  la  polaire  du  point  courant  du  lieu  M,  et  nous  aurons  ainsi  le  lieu  de  ce 
point. 


Nous   avons    tout   d'abord 


4R'X, 


t  +  t,= 


(a  +  R)(l 

4-Xj) 
IRO 

-hR'i 

(1- 

-M) 

(a  -+-  R)(l 

+  XJj 

-+-R 

'(l- 

-Xi)  • 

léduire     /, 

-ht, 

et 

t,t,. 

Nous 

ferons 

le 

4R'X 

^        (a-t-R)(lH-X»)H-R\l  — X^) 
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et  nous  formerons  l'équation  qui  donne  (^  en  éliminant  X  entre  l'équation  qui  donne  À  en  fonction  de 
t  et  celle-ci.  Le  calcul  se  fait  aisément  comme  il  suit:  remplaçons  d'abord   le  dénominateur  par 

dans  la  première  équation,  puis  écrivons  les  deux  équations  de  la  façon  suivante: 

ATî'X 

{a  H-  R)(1  -^  X'-j  -^  R'(l  -l')  =  > 

iR'X 

(a-R)(lH-X^)-hR'(l-X2)  =    ie--ti^); 

1^ 


remarquons  ensuite  que  l'on  peut  poser 

1  —  X2  2X 


1  -(-  X2  •  '  1  +  x^ 

puis  divisons  membre  à  membre  et  retrancbons  ;  nous  aurons  les  deux  nouvelles  relations 

"H-R-l-Rcoso  1  „         ^,   .        .       „ 

„ :^, -=—, '  Rn=  R'sns>  l-i^-hfuL  . 

a  — R-t-R'coso         l^'—tix  "^  '^  '^' 

Il  n'y  a  plus  qu'à  calculer  sin?,  cos?,  élever  au  carré  et  ajouter,  pour  avoir  l'équation  en  [ji: 

R'-{t^  -tii~lY=  R V 4-  [(a  -H  R)(<-^ -  <fjL)  _  0  -h  R]2 . 
Cette  équation  nous  donne  immédiatement     ji, -t- ^^    et    [Ji^uto,  et,  par  suite,     ti-\-l±    et    tit,: 
llia  4-  R)[(a  +  K)t'  —  a  4-  Ri  -  2m'2(<2  _  \) 


1^1+1^2    = 


Hlf^2 


R^  H- (a -h  R)-/2  _  R'2r^ 
R'2(f2  —  1)^-1-  r(a  +  R)<^  —  g  H-  R]'^ 

R2  4-  (a  4-  R)^<2  _  R'2;2 

^2<(r'= 


puis  2<  -+-  /i  4-  <s  =  [Ji|  H-  iJio,  d'où  ^  -t-  t.,  = 


R^-l-(a-t-R)'(2— R'¥   ' 

-  R)=  —  R'-  +  R2<2 


ensuite         /--i- /(/, -t- z^)  h- /,<,  =  Li,ijt.,,  et,  par  conséquent,  <,<2  =  -  , 

^  R^ -)-(a-t- Rj-< — R'/- 

Appelons  maintenant  a,  p  les  coordonnées  du  point  M,  et  cherchons  les   <  des  points  de  rencontre 

de  la  polaire  de  ce  point  avec  le  cercle   (C);  nous  aurons  l'équation  du  second  degré 

(a -H  R)<2  —  2P<  -  a  4- R  =  0, 

qui  nous  donne  aussi     ti+U    et  liU. 

En  comparant  les  valeurs  nouvelles  aux  précédentes,  nous  avons 

g  -  R    _     R"  —  (g  —  R)^  —  R'-f^  ^       _  (R'^-g=)< 

a+R   ~    R=  4-  (a  +  R)-('  —  KH^  '  a -h  R   ~    R-'  -i-  (a  H-  R)-/-  —  R'-<'-  ' 

la  première  donne 

_  {a2-H2aR  — R'-)<'' -t-R'^— a»4-2gR 

"  ~       I  (g  +  R)^  -h  R^  —  R'-]<^  -t-  R-  —  R'-  -t-  (a  —  R)^  ' 

et  l'on  trouve  ensuite  aisément 

2(R'-  — a^)/ 


p  =  R- 


[(g  4-  R)'  +  R'  —  R'-]<'  -H  R-  -  R-  +[a—  W 
Ces  deux  équations  nous  fournissent  les  coordonnées  du  point  M   en  fonction  d'un  paramètre,  et 
nous  montrent  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  coni(|iic  ayant  O.c   pour  axe  de  symétrie. 

Deuxième  solution.  —  Nos  lecteurs  habituels  auront  déjà  remarqué  que  ce  prolilènic  présente  de  réelles 
diflicullés  et  dépasse  notablement  le  niveau  auquel  nous  essayons  de  maintenir  les  questions  proposées  dans  la 
deuxième  partie.  C'est  par  erreur  que  celle-ci  y  a  été  placée.  Mais,  en  raison  même  de  la  difficulté  qu'elle 
présente,  il  nous  parait  utile  d'en  donner  une  autre  solution  qui  ne  pourra  manciuer,  comme  la  précédente, 
d'intéresser  les  lecteurs  de  la  première  partie. 

iNoiis  garderons  les  mêmes  axes  que  précédeniuicnt  et  nous  ilrsi^încroiis  par  It  cciso,  l>  siiics  les  coordonnées 
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du  point  A;  nous  formerons  l'équation  tangentielle  du  couple  dépeints  B  et  C  et  nous  écrirons  qu'elle  est  une 
combinaison  linéaire  de  l'équation  tangentielle  du  cercle  (C)  et  de  celle  du  couple  de  points  A  et  M. 
Pour  avoir  l'équation  tangentielle  du  couple  B,  C,  nous  prendrons  la  tangente  en  A, 

X  cos  ^  +  !/  sin  o  —  R  =  0, 
son  point  de  rencontre  avec  la  droite  courante  du  plan,    ux-\-vy-\-v:  =  0,    et,  par  ce  point,  nous  mènerons 
des  tangentes  an  cercle   (C;;   il  nous  suffira  d'écrire  qu'elles  sont  confondues  pour  obtenir  la  condition  pour 
que  la  droite    ux+vy-^-uo  =  0    passe,  soit  au  point  B,  soit  au  point  C. 

Mettons  la  droite  passant  au  point  de  rencontre  des  deux  antres  sous  la  forme 
X cos o-Hysin^  —  R  +  X(ux -)-  ci/  -i-  ic)  =  0, 
et  exprimons  qu'elle  touche  le  cercle  (C)  ;  nous  aurons 

R'2[(cos  o  +  luf  ■+■  (sin  o  +  Ivf]  —  [a(cos  s  +  ).«)  —  R  +  Iwf  =  0, 
ou 

/,-[R'2(m^  -f-  u-2)  —  (au  +  tof]  +  2).[R'^(m  cos  o  -4-  p  sin  o)  —  (a  cos  o  —  K)(au  H-  usj]  +  R'^  —  (a  cos  o  —  R)^  =  0. 
Cette  équation  doit  avoir  une  racine  double,  ce  qui  nous  donne,  toutes  réductions  faites, 

[R'^  —  (a  cos  ç  —  R)-](!<  sin  o  —  v  cos  o)-  —  [(a  cos  o  —  R)(u  cos  o  +  c  sin  o)  —  au  —  w\-  =  0 . 
Telle  est  l'équation  tangentielle  du  couple  de  points  B  et  C. 

Si  maintenant  nous  appelons  a,  3,  -/  les  coordonnées  homogènes  du  point  M,  une  conique  quelconque  du 
faisceau  déterminé  par  le  couple  A,  M  et  le  cercle  (C)  aura  pour  équation 

(ït«  +  iv  ■+-  Yîc)'R«  cos  o  +  Rc  sin  o  -)-  rc]  H-  ).[R-((«-  +  v^)  —  xo^\  ~  0, 
et  l'on  devra  pouvoir  identifier  cette  équation  avec  la  précédente.  Ce  calcul,  appliqué  aux  termes  en   u^,  »',  w^ 
et  uv,  donne 

Ra  cos  o  +  ÀR-  =  sin^  o[R''  —  (a  cos  ç^  —  R)-]  —  [a  —  cos  ofa  cos  o  —  R  )Y, 
R'i  sin  o  +  ÀR-  =  cos-  o[R'^  —  (a  cos  o  —  R)=]  —  sin-  =(i  cos  o  —  R)^, 

R(ï  cos  o  -(-  a  sin  o)  =  —  2  sin  o  cos  o[R'^  —  (a  cos  o  —  R)^]  -^-  2  sin  o(a  cos  o  —  R)[a  —  cos  ç(a  cos  o  —  R)] . 
Multiplions  la  première  par  sin-ç,    la  seconde  par  cos^o,    la  quatrième  par    — sinocoso,     et  ajoutons; 
nous  obtenons  ainsi  la  valeur  de  À  : 

XR2  =  R'2  —  a^  sin^  o  —  (a  cos  o  —  R)*, 
et  nous  n'avons  plus  qu'à  remplacer  X  par  cette  valeur  pour  avoir  a,  ^,  y: 
Ra  =  2o(cos  o  —  R)  —  (a2  -I-  R'^l  cos  o, 
R^  =:  («2  —  Ri'2)  sin  o, 

R»Y  =  R'-  —  R^  —  a^'sin^  o  —  (a  cos  o  —  R)^. 
Cela  fait,  on  voit  qu'il  suffit  de  diviser  les  deux  premières  par  la  dernière  pour  avoir  les  coordonnées  d'un 
point  du  lieu  en  fonction  de  o  : 

X   _       (g-  —  R'^)  cos  o  —  2aR  _y_ (g*  —  R'-)  sin  o 

R    ~   R'^  — 2R»  — a2-f.2iRcoso  '  R   ~    R'^  -  2R2  —  g2-(-2nR  coso  ' 

On  vérifie  immédiatement  l'identité  de  ces  deux  formules  et  de  celles  que  la  première  méthode   nous  a 
fournies. 

N'ous  ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter  le  genre  de  la  conique  ainsi  trouvée  :  rien  n'est  plus  facile. 
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1490.  —  On  considère  un  cercle  fixe  et  un  cercle  de  même  rayon  qui  roule  sans  gUssfment  sur  celui-ci 
de  telle  sorte  que  la  vitesse  angulaire  du  raijon  de  contact  dans  le  cercle  fixe  soit  égale  à  l. 

["  Trouver  les  équations  du  mouvement  d'un  point  de  la  circonférence  mobile  invariablement  lié  à 
celle  circonférence  ;  la  vitesse,  l'accélération  du  mobile  ainsi  que  la  composante  normale  de  l'accélération. 

2°  Construire  l'hodographe  du  mouvement.  Calculer  l'arc  de  la  trajectoire,  sa  longueur  totale,  et  l'aire 
comprise  entre  celte  courbe  et  le  cercle  fixe. 

3°  Trouver  le  ragon  de  courbure  et  la  développée  de  cette  trajectoire . 

1.  Prenons  pour  axe  des  x  le  rayon  du  cercle  fixe  qui  va  au  point  A,  position  initiale  du  point 
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mobile  M,  et  pour  axe  des  y  le  rayon  perpendiculaire  orienté  dans  le  sens 


le  sens  du  mouve- 


ment étant  d'ailleurs  choisi  comme  sens  positif. 

Si  nous  appelons    0    l'angle  du  rayon  de  contact 

OB    avec   OA,    nous  avons  par  hypothèse  —r-  =  1, 

et,  par  suite,  0  =  <.  Prenons  alors  le  rayon  com- 
mun pour  unité,  nous  voyons  que  le  vecteur  OM  est 
la  somme  géométrique  du  vecteur  OC  =  2  porté 
par  l'axe  qui  fait  l'angle  t  avec  Oj,  et  du  vecteur 
CM  =  —  1  porté  par  l'axe  qui  fait  l'angle  tt  avec 
0.r.  Les  coordonnées  du  point  M  sont  les  projections 
du  contour  OCM  sur  les  axes  ;  ce  sont  donc 


(1) 


a-  =  2  cos  /  —  cos  2<, 
7  =  2sin  ?  —  sinSr 
Telles    sont    les    équations  du   mouvement  du 
point  M . 


Les  composantes  de  la  vitesse  sont  données  par 

/  dx 
\  IT 
dy 


=  —  2  sin/-4-2sin2/, 


f    -^  =  2cos<  —  2cos2<; 
'     dt 

elle  se  présente  donc  comme  étant  la  somme  géométrique  de  deux  vecteurs  égaux  à  2  et  — 2  et  portés 

respectivement  par  les  directions     '-h-x     ^^     2' +  "S"'    ^^  premier  est  perpendiculaire  à  OC  et  le 

second  est  langent  au  cercle  mobile  en  M,  Il  résulte  donc  de  là  cette  propriété  bien  connue  que  la 
droite  de  support  de  la  vitesse,  c'est-à-dire  la  tangente  à  la  trajectoire  en  M  passe  au  point  B',  et,  par 
suite,  la  normale  passe  au  point  B. 


La  grandeur  de  la  vitesse  est  fournie  par 

(3)  v  =  'i»in-- 

On  en  déduit  de  suite  l'expression  de  l'arc, 

r'      t 

s  =  i        sin  —  dl,  ou 


d'où 


8(1  — cos  0  =  16sin2-^, 


.s-  =81-  cos 


ï)  = 


16  si  n'- 


en prenant  pour  origine  le  point  A. 

Quant  à  l'accélération,  elle  a  pour  composantes 

d-x 

~di 

(*) 

2  sin/ 


IF 


—  2  cos /H- 4  cos  2/, 


isin2/; 


elle  est  donc  la  somme  de  deux  vecteurs  y,  et  y'.  respectivement  égaux  à  —  2  et  à  -h  4,  et  portés  par 
les  axes  orientés  dans  les  directions  <  et  2<;  il  est  facile  d'en  déduire  la  somme  géométrique,  c'est-à-dire 
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le  vecteur  My.  On  trouve  ainsi 

D'autre  part,  l'accélération  tangentielle  ■,'(  est  égale  à 


Y"  =  20  — 16cos<. 

dv  i 

-7-'     c  est-à-dire  à  2  cos  —•  ;    donc 

dt  ^ 


yfi  =  T^  ~  Y^  =  20  — 16  cos  «  —  4  cos- 


Y,^  =  10(1  — cos  Oh- 4  sin^ — -  =  36sin2-— , 


et,  par  suite, 


Y,.  =  6sin--. 


On  peut  d'ailleurs  arriver  autrement  à  cette  égalité  en  projetant  les  deu\  vecteurs  yi  et  Y2  sur  l'axe 
MB,  et  ajoutant  les  résultats  :  on  retrouve  de  suite 


(3} 


■{n  =  (i-i-i)  sin  — -  =  6  sin  — . 


2.  L'hodographe  a  pour  équations  paramétriques 


,    .     /  3< 

x  =  4  sm  -  cos  — - , 


.     t     .     31 
y  =  4  sm  —  sm-^  : 


et  il  suffit,  d'après  les  formes  [i)  qui  sont  équivalentes  à  celles-ci,  de  faire  varier  l  dans  un  intervalle 
d'étendue  Stt.  Or  si  on  change  t  en  —t,  ij  ne  change  pas,  a;  ne  fait  que  changer  de  signe  :  il  y  a  donc 
symétrie  par  rapport  à  0;/  et  il  suffit  de  faire  varier  /  de  0  à  n. 

Pour     t  =  0,     X  et  y   sont  nuls,  —  est  nul   aussi  ;   la  courbe  part  du  point    0    tangentiellemenl 

à  Oa;.  Puis,  a;  et  y  deviennent  positifs.  Ensuite  .r  s'annule  pour 

t  =  —  el  y   prend  la  valeur  ;2.  A  partir  de  ce  moment,    x   reste 

2i: 
négatif  et   y   reste  positif  jusqu'à     l  =  —,    valeur  pour  laquelle 

il  devient  nul  et  .r  égala  — 2v/3.   Enlin,  pour    <  = -,     x  rede- 
vient nul  et  y  égal  à   — i. 

11  est  facile  de  compléter  ces  résultats  par  l'élude  des  déri- 
vées de  X  et  de  y,  qui  sont  ici  données  par  les  formules  (4),  et 
qui  sont 

x'  —  2(2  cos  2t  —  cos  0,  y'  =  2(2  sin  2«  —  sin  t)  ; 

la  première   s'annule  pour  les   valeurs   de    cos/    qui  vérifient 
l'équation    4cos^  f  —  cos  ^  —  2  =  0  ;     l'une  d'elles 
1  -4-v'33 

1  " 

est  plus  grande  que  —  et  correspond  à  une  valeur  de   <,  (,,    comprise  entre   0  et  —'^  l'autre,    cos/o, 

1  2- 
est  négative  et  plus  grande  en  valeur  absolue  que    —5  l'arc   U   vient  donc  après    — —• 
La  deuxième  dérivée  s'écrit     2  sin  ((4  cos  <  —  1)  ;  elle  s'annule  pour    /  =  0    et    t  =  r. 
et  pour  une  valeur    ^3    comprise  entre    --  et—. 

La  courbe  affecte  finalement  la  forme  d'un  limaçon  de  Pascal  ayant  un  point  double  sur  Oy.   Il  est 
facile  de  vérifier  ce  fait  en  portant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point     {x  =  0,      y  =  2) . 
On  trouve  ainsi 

j'i  =  2sin<(2  cosl  —1),  y,  =  2cos/;i  — 2 cos/), 
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sin  /         cos  t  1 

puis  =  =     , 

Xi  —  Vi         v'Jî  -+-  yi  ' 

en  portant  ces  valeurs  dans 

1 1  sin  i  —  y,  cos  t  =  2(2  cos  t  —  t), 
on  trouve 

—  4î/i 

7x;  -h  )/?  —      -  - -'  et  finalement  (-cr -H  VÎ  "+- '*!/i)'' = '*(^r-^- î/ï)- 

v^J^î-l-yî 

En  passantaux  coordonnées  polaires,  on  trouve  p  =  — i  sin  w  ±  2,  ce  qui  est  Téquation 

la  plus  réduite  du  limaçon  de  Pascal. 

Nous  avons  trouvé    s  =  16  sin-  —  ;    il  en  résulte  que  la  lon^iueur  totale  de  la  trajectoire  est  égale 

à  16,  valeur  qu'on  obtient  pour     t  —  2-. 

La  difTérentielle  de  l'aire  balayée  par  le  vecteur    OM    est      ^ — —dl  =  dX. 

On  a  donc 

dX  =  ;2  cos  t  —  cos  2/)(cos  t  —  cos  "21)  -+-  (2  sin  t  —  sin  20(sin  /  —  sin  2t), 

rfA=3(i  — cosO  et  A  =  3<- 3sin;+C»e. 

Si  on  prend  cette  intégrale  de  0  à   2-,   on  trouve    A  =  6-,     et,  par  suite,  l'aire  de  la  couronne  est 
égale  à  or.. 

3»  L'expression  de  l'accélération  normale  est  —  ;   nous  avons  donc,  dans  le  cas  actuel, 

16sin-— r- 
V-  „  .  t  2 
—  =  6  sin—  =  ; 

P  ^ 

le  rayon  de  courbure  a  donc  pour  valeur 

8    .     t 


Il  faut  le  porter,   à    partir  du  point    M,  dans   la   direction    MB,    c'est-à-dire  dans   la  direction 

-  t  T.  3t 

2i+  — ou     -5--I--3-;    par  conséquent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

8     .      /  ,  -        3/  . 

X  =  2  cos  /  —  cos  2/  -t-  -r-  sin  —  cos  (  -5-  -I-  -5-  )  • 

8     .      «     .     /  -        3<  \ 

Y  =  2  sin  ;  —  sin  2t  -] sin  --  sin  (  t  +  "tt  I  ■ 

3  2  \  2         2  / 

ou 

X        ,.  ,         8    .     <     .     3/ 

X  =  2  cos  /  —  cos  2/  —  —  sin  -—  sin  -3- 1 

w       »    •  •     .         8    .     /  3/  . 

1  =  2  sm  /  —  sin  2/ sin  —  cos—-  • 

3         2         2 

toutes  réductions  laites,  on  trouve 

3X  =  2 cos  i-t-cos2/,  3Y  =  2  sin  ^-t- sin2<. 

Telles  sont  les  équations  paramétriques  de  la  développée.  C'est  une  autre  cardioïde  engendrée  par 
un  cercle  de  rayon  —  qui  roule  extérieurement  sans  glisser  sur  un  cercle  de  rayon  -—  ayant   l'origine 
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;   le 


pour  centre;  le  point  de  rebroussement  est  ici  à  gauche  du   point    0    el  a  pour  .abscisse 
sommet  a  pour  abscisse  1  el  coïncide  avec  le  point   A. 

Bien  des  parties  de  ce  problème  peuvent  se  traiteryéométriquement  par  la  composition  des  mouve- 
ments; il  suffit  de  regarder  le  cercle  (C)  comme  emporté  tout  entier  dans  un  mouvement  de  translation 
circulaire  autour  du  point  0,  le  point  C  décrivant  un  cercle  de  centre  0  avec  une  vitesse  égale  à  2  ; 
et.  pendant  que  ce  mouvement  s'effectue,  le  point  M  tourne  sur  le  cercle  (C)  avec  une  vitesse  angu- 
laire égale  à  i.  11  en  résulte  de  suite  que  la  vitesse  absolue  du  point  M  est  la  somme  des  deux  vec- 
teurs égaux  à  2  que  nous  avons  trouvés  antérieurement.  Quant  à  l'accélération  elle  est  aussi  la  somme 
géométrique  de  l'accélération  d'entraînement,  et  de  l'accélération  sur  le  cercle  (C).  Celte  remarque 
donne  donc  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  vitesse  et  à  l'accélération  dans  la  question  actuelle. 

G.  BRESSE  et  R.  RATIFOULIER. 

Bonnes  solutions  de  M.  Bhizard,  par  les  coordonnées  polaires,  et  de  M.  Fodcrt,  à  Roanne. 
.\ssez  bonne  solution  de  M.  Amblard,  Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Ruines. 
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ECOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CRAUS^SÉES  [Cours  préparatoires.) 


Algèbre. 
1537.  On  donne  en  axes  rectangulaires  l'équation  d'une  surface 

7  =  1,  m  <  1. 


4c2- 


Quel  est  le  volume  compris  à  l'intérieur  de  cette  surface  entre  les  deux  plans 
.:  =  0,  j  =  c.  Cas  où  m  =  0.  Ce  volume  sera  évalué  comme  somme  des  volumes 
inliniment  petits  compris  entre  deux  plans  infiniment  voisins  parallèles  à  a;Oi/. 

II.  —  1538.  On  donne  un  arc  de  cercle    MLN,    de  longueur  l  fixe,  pris  dans  un 
cercle  de  rayon    0.\1  =:  a;    et  de  centre  0. 

Étudier  la  variation  de  la  surface  du  triangle  0.\I.\  quand  x  varie. 
Représentation  graphique  de  la  variation. 

Géométrie  analytique. 

1539.  —  Une  ellipse  de  forme  el  de  grandeur  données  dont  on  désignera  par  o 
el  b  les  demi-axes  se  déplace  dans  son  plan  en  restant  tangente  à  deux  droites  rec- 
tangulaires OX  et  OY. 

On  demande  les  lieux  décrits  par  son  centre  et  par  ses  foyers.  Examiner  le  cas 
particulier  où  l'ellipse  se  transforme  en  parabole. 

Mécanique . 

1540.  —  Un  système  formé  par  deux  liges  articulées  homogènes  OA  el  AB  de 
longueurs  l  et  l'  et  de  poids  m  et  ra'  est  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  de  son 
extrémité  0  qui  est  fixe.  L'extrémité  B  de  la  seconde  lige  peut  glisser  avec  frotte- 
ment sur  la  droite  horizontale  OX.  Une  surcharge  P  étant  fixée  en  un  point  M  de  la 
tige  0.\,  on  demande  quelles  sont  les  positions  du  point  M  qui  sont  conipatibles avec 
l'équilibre  du  système. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Calcul  numérique. 

I.  —  Dans  un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  égaux  a  32",  41™  et  53°"  ;  calculer  la  surface  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

II.  —  Trouver  approximativement  la  racine  différente  de  zéro  de  l'équation 

2x  —  tg  a;  =  U 

comprise  entre  0  et    —,  en  s'aidant  de  la  table  de  logarithmes  et  des  méthodes  d'approximation  connues. 


Épure  de  Géométrie  descriptive. 


1541. 


Étant  donnés  les  points  {s,  s'),  {si,s\)  et  :o,  o')  déflnis  par  le  croquis  ci-joint  sur  lequel  la  figure 
is'iisi  est  un  rectangle),  on  demande  de  représenter  la  partie  du  solide  commun  aux 
deux  cônes  de  sommets  [s,  s')  et  (si,s\\  circonscrits  à  la  sphère  de  centre  lO,  o')  et  de  rayon 
égal  k  i"^,  qui  est  limitée  inlérieurement  au  plan  tangent  horizontal  inférieur  à  celte  sphère. 
On  construira,  en  outre,  l'ombre  propre  de  ce  solide  supposé  opaque  et  éclairé  par  des 
rayons  parallèles  k  (R,  R')  dont  les  projections  sont  k  40°  sur  la  direction  des  lignes  de 
rappel. 

Nota.  —  Le  contour  apparent  et  les  arêtes  du  solide  conservé  seront  dessinés  en  noir 
(avec  les  parties  cachées  en  pointillé\  la  séparatrice  de  l'ombre  en  bleu(avec  aussi  les  parties 
cachées  en  pointillé;  ;  tout  le  reste  en  rouge.  On  couvrira  d'une  teinte  légère  ou  de  hachures 
les  parties  vues  dans  l'ombre. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1542.  —  Déterminer  sur  une  parabole  de  sommet  S  et  de  foyer  F  un  point  M  tel  que  l'arc  de  courbe  SM 
soit  dans  un  rapport  donné  k  avec  le  rayon  vecteur  FM.  Discuter  suivant  les  valeurs  de  k. 

Ch.  .Michel. 

1543.  —  Une  droite  D  se  déplace  dans  un  plan  donné  de  façon  que  ses  distances  a  et  ^  à  deux  points  A 
et  B  du  plan  soient  liées  par  une  relation  de  la  forme 

M22  -)-  2NVi  -f-  P^^  =  k, 

k  désignant  une  constante. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  D,  ainsi  que  la  condition  pour  que  l'un  des  deux  points  A  ou  B  soit  un 

fovcr  de  l'enveloppe. 

V.  11. 
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droite 28 

l:i33  Parles  sommets  d'un  triangle,  pris  deux  à  deux, 
on  fait  passer  trois  cercles  qui  se  coupent  au 
même  point  0.  Points  en  ligne  droite  et  droites 
concourantes .     204 
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dis que  l'autre  BD  tourne  autour  de  son  milieu 
0  l.ieux  des  orthocentres  des  Iriansles  AOB, 
BOC,  COD.  DOA 272 
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x* 

1294  Exercices  relatifs  à  la  courbe    y'  =  — ——     .     .     134 

1338  Lieux  relatifs  à  la  stropho'ide 
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1903 317,  345. 

Ecole  Centrale. 
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CROZK,  457. 
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DKMUI.NYXCK  (J.),  173,  212,  244, 
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DUFAUT  (J.-D.),  186,  542,  574. 

DU   IMBERT  (G.),  217. 

ESTEVE  (H.),  tOO. 

DE  FAHIA  (R.),  598. 

FENOUILLET,  566. 

FONTE.NÉ  (G.)  96,  360,  545. 

FOLCRY  (G.),  436,  518,  573. 

GAKNO.N  (L.),  139. 

GlROn  (J.),  208,  520. 

GOUILLY,  85,  103,  389,  390. 

GBAiSGIER  (M.),  448,  478,  550. 
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GUADET,  530. 

GLEIR.VRI)  (Alfred,  566. 

GUICHARD,  534. 
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JOLRDAN  (C),  295,  299. 
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LAZARD  (L.J,  55. 
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IWACH  (ErnstK  72. 
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PERNOT,  569. 
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PREVOST.  578. 
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